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REVOLUTION DE LA DERIEE AREOLAIRE EN
ANALYSE HYPERCOMPLEXE

GHEORGHI GHEORGHIEV

Y. Tagamlitzki — In memoriam

1 Introduction. La notion de derivee areolaire d'une fonction de variable
complexe a ete introduite en 1912 par Dimitrie Pompei u [6]. Par la suite
diverses extensions et generalisations de cette notion furent obtenues — en
particulier dans le cas de fonctions quaternioniques. Dans [1, 3] nous avions
etudie les Operateurs generalises de Pompeiu, notes par D et AR-DD* et qui
est lI'extension du Laplacien associe a D), lorsqu’ils sont appligues a des fon-
ctions hypercomplexes u(x). Nous nous proposons de signaler ici quelques elements
nouveaux. Ainsi, on etudie comment agit D applique au produit de deux
fonctions (§ 4). On etablit en particulier que la formule de Leibnitz n’a lieu que
pour les fonctions definies sur des algebres de Lie. On deduit des representations
integrales pour Du et Apu qui concernent aussi le cas ou n est /-holomorphe
ou /-harmonique (8 5). On donne de meme des interpretations cinematiques pour
Du et Apu (8 s). On obtient aussi une formule pour l'operateur D applique a
des fonctions definies sur des algebres doubles (8§ 7). La theorie est appliquee
a l'etude des structures quaternioniques (Q) et tetranioniques (1), [4] (8 8).

2. Preltmlnaires algebriques. Soit A une algebre lineaire reelle dont

I'unite principale est notee e0. On a alors la decomposition A= Ao+ J1,0u Ao
est une sous-algebre unitaire et A un sous-espace vectoriel de codimension I
ainsi que Tinvolution A—+A*=AO0—A qui associe & Element X = x0-\-X, I'element

X* = Xxo—X. On suppose que l'algebre A est flexible, c’est-a-dire que (Alf x2,
X])= o0, ou on a utilise la notation (x2uxb 3 pour I'operateur (XIx2)x —x{xax 3.
On sait que exp A sera un groupoide ayant des proprietes similaires. Choisis-

sons une base faa=o0, 1,..., A=dim/l) et soitson tenseur de structure.
On a alors ewe™= Ceyt Q B= CRo =S¥ Supposons enfin que lalgebre A soit
munie d’'une metrique reguliere g(guv=C¢{), c’est-a-dire que (Xyy)=(xy*)° si la
base ea est orthonormee. Il rfsulte alors que tout produit dans l'algEbre A
munie d’'une metrique (pseudo) euclidienne peut etre ecrit sous la forme

(1) Xy = (Xyy)eo+ x°y-f-xy° + ar(x, y) + a(x, y)t
oi\
o(x, y) = Criy)x'yXk, a(x, ¥)= Cwu]xy™ekyi, j> k=\,..., n,
sont respectivement le produit symetrique”™ et antisymetrique des n;, YE A. Si A
est une algebre commutative, alors a(x, )= 0 et la reciproque est vraie. Si A

est anticommutative & unite, alors a(x, y)= 0 pour tous les Xty de A et la
reciprogue est aussi vraie. En particulier, si A est l'algebre des quaternions ou

des octaves, alors on a a(x, v) =0 et a(x,y) est preciseinent le produit vec-
toriel XAy des vecteurs m, YCA, [2].
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3. Preliminaires analytiques. On considere une Ce-application
u: QczA-+A, x—ii(x) = uax)ea, X = Xuedb

oi Q est un ouvert de I'espace vectoriel topologique A.Les composantes uax)
sont des fonctions analytiques de n-i-1 arguments reels. Designons par X(£l)
toutes les Cwapplications, appelees fonctions ou champs hypercomplexes. Main-
tenant on pHut definir I'operateur diffErentiel D comme suit:

(20 D: X(Q) D = ea~d\ Du = (e,<?a) («p= Cruley =~1).

D’une maniere analogue on a l'operateur

(2" D*u = (kW0—C”uV)ea, a, B=0, 1,.. ., n, i=1,...,n,
On remarque facilement que D et D* sont des Operateurs internes ayant leurs
valeurs en DQ. De meme, il resulte que
(3) Du=[C~}e, D*u=[C*"]e,
ou est la derivee de Frechet, donnee par la matrice F__f'
dx oxal

L'operateur deLaplace—Pompeiu DD* = D*D = Ap sera alors
(4) Apm=c * e =C*Cx fe, *

d'oii la formule
<4'>

L'annulation de ces Operateurs, c'est-a-dire les equations Du=0 ou Apu=0
conduisent aux fonctions /?-holomorphes ou /?-harmoniques. On remarque faci-
lement qu’une fonction /”~-holomorphe est en meme temps une fonction p-har-
monique. Des informations plus precises sur l'existence et la generality des
solutions de chacun de ces problemes se trouvent en [3].

4. Surl’expression D(uv). Puisque I'operateur D est un element de
I'algebre A, une etude s’impose: celle de considerer des expressions ternaires
comme le sont lassociateur (xu x2, X3 ou le Jacobien J(xv x2 x3 dans le
cas des algebres anticommutatives. Nous aurons alors

(D, u, v)= (Du)v—D(uv),
7D, n, v)={D, [ v]]-[[D, nJ v]-[u, [D, V].

Si A est une algebre associative, on trouvera done

(5) D(uv) = (Du)v.

Si on considere un cadre un peu plus general, par exemple celui ou A est
une algebre symetrique & gauche[3], ou bien celui d’'unealgebre alternative
on aura alors (XL x2, x3= X2 X8 ce qui conduit aux formules

(6) D(uv) = (Du)v+ uDv (uD)v.
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Dans le premier cas, si U est une fonction /-holomorphe & droite, on deduit
la regte de Leibniz. Par contre, si A est une algebre de Lie caracterisee par
par J{xx¥>x2 m3= 0, on obtiendra

7 [Dy # v]I=[[D, dy v]+ [U [Dy vy

qui nest autre que la formule de Leibniz pour le crochet.

Remarque. On associe habituellement [3] & une algebre A des algebres
JA(+>-commutative et /I(_)-anticommutative. Si /1(+) est une algebre de Lie,
on dit alors que A est une algebre de Lie admissible [3]. Teiles sont, par
exemple, les algebres de Lie unitaires, les algebres associatives ou symetriques
& gauche. Si A est une algebre de Lie admissible, 1(— est une algebre de Lie
ayant le meme support vectoriel, on peut alors lui associer par lexp un noyau
du groupe G. Ainsi on a la possibilite d'etendre Taction des Operateurs D et
Ap sur G. En general, 1(—etant une algebre anticommutative, on peut lui
associer par exp un noyau du “loop” analytique [7].

5. Les formules Integrales. Dans ce qui suit on suppose que A est asso-
ciative et munie dune metrique reguliere gy tandis, que Yc=Q est un domaine
simplement connexe, ferme et dont la frontiere est equipee d’'un champs de
normales. A l'aide de l'operateur *, [2] on peut ecrire la suite d’applications

] L* d*<tu*DudVy ou gu= wa, = gudcsy da= (—])aeadx°A

eee AdxaA eee Adxny dV=-\I\ detg\ dx°A e Adxn sont les elements d’aire
et de volume associes &a cette metrique. En particulier, si on prend "= D*ut
alors on a d(*(oi)=ApudV. Puisque le domaine 3 satisfait aux exigences deman-
dees par la formule de Stokes, nous pouvons ecrire les relations

(8) /[ gud<s= f (Du)dV; _f gD*uda =/ ApudV.
)3 2 0y 2
Si on suppose que le domaine Y'—X£Q> en passant & la limite on aura
/" guda f {gD*u)da
(9) Du(x)= lim , Apu(x)= lim'sL

ce qui peut constituer une nouvelle definition des Operateurs D et Ap. D'autre
part, si n est une fonction /7-holomorphe ou /?-harmonique, on deduit les for-
mules remarquables

(120) / guda=o0, ou £ gD*udcs= 0.

6. Considerations clnematlques. Dans ce but on peut considerer Targu-

ment Xxn comme le temps, tandis que le champs u(x)= u(x)—u°(x)eo comme la
vitesse du mouvement non stationnaire du milieu continu en Q. Puisque D,
D* et Ap appartiennent & A(Q), on peut former les produits de Du, D*u et
Apu. En utilisant alors la formule (1) du produit, on obtient les relations sui-
vantes

(11) DD*u=(u°oTdivu)eo +u,0+ \YU°+0o(u)ta (u),
ou divM = 1 u‘A a () = Cfy>a\wek a (a)= C*yjii[ie,.

En language cinematique ain) (resp. a (//) sera la deformation symetri-

que de dilatation (resp. antisymetrique de rotation) de la vitesse u.L’eval ua-
tion de l'associateur (D, D) conduit & la relation
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(12) (D, n, D) = 2 [diva(u) eo-\-[o, aJu —a(vu°)]t

ou [a, a]=cra—a a.
Puisque l'algebre A est flexible, on aura toujours

(13) diva(tf) = o, [a, aJu= a(vu®).
En utilisant les dernieres formules, nous arrivons a
14 Apu(uAp) = o 0 4-div VAa°H- div <r(u)\eo
+u 004 V div« —cr¥w)— az(u)=El<j, a]n,
d’ou on obtient immediatement
(15) [Ap, n]= 2[a, g]uQ

Si  on a Apu= uAp,nous dirons alors que J1 est une algebre semi-asso-
ciative. Elle est caracterisee par les relations

(16) [a, al//=0, diva(<) = 0, a(v#c)= 0.

Teiles sont toutes les algebres commutatives pour lesquelles a(«) = 0O, ainsi que

les algebres anticommutatives unitaires, ayant cj(«) = o et pour lesquelles sont
vErifiees les relations

(16" diva(tf)==o0, a(v™°)=o0.
Si on ajoute encore []dentite

(17) v divu—aa«)=Aa,

alors (14) devient

a7 AN = (Hoo4a-div X u®)eo 4- An,

ce qui veut dire que l'operateur Ap est alors un (pseudo) Laplacien classique.

Ex empie. Si /4 est Talgebre des quaternions ou des octaves, nous aurons
cT(W)= O et a(a(//)= rot u. La fomiule (16') devient alors div rot m= O, rot(v#°) = O
(17) sera v divuu—rot2m = A u, d'ou il resulte que A=A, [3]. Nous obtenons
ainsi toutes les identites connues de lanalyse vectorielle classique.

7. La duplication de Talgebre A et ses applications. On sait que les
algebresbinaires sont formees soit par les nombres complexes (C), soit par les
doubles (D) ou par lesduaux (A). Elies ont pour base (e0, eO't ou e$,=k=—"l9
4-1, 0. La duplication de falgebre A de base e= (eg par C, D ou A fournira
six nouvelles algebres stfG (a=1,..., &) de base correspondante £==a(*, e')t ou
e=ee(O.Le tableau de Cayley de la multipfication sera

e ee—Ce ee'= Ce'

e' e'e = (e\ bCe) e'e’ = (ke, ko(e)
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ou C est le tenseur de structure de la base (ed et 5=+1. Ici, 5= — 1 corres-
pond & la duplication de Cayley. Ceci nous conduit aux algebres
s/2 (k= 1, ~3(& = 0). De maniere analogue, pour 6=1 on obtient les “algebres

complexifiees” = C), j[“b=A(D) et » 6= A(A).

Exemples.

1) Si 1 =C, alors on obtient les algebres doubles suivantes: = Q (qua-
ternions), ja2= anti Q, d33=semi Q, = T (tetranions), ~ s= ant'\ t, = semi T.

2) Si A=Q, on aura les algebres doubles suivantes: j/j=a (octaves),
<r2 = anti a, =semi a, A»= Q(C), s 6= Q(D), s/e=Q(A).

3) Si A=1t (tetranions), les algebres doubles seront: Ax—m (octonions),
2= anti o fla= semi m, N4=1(0), As=t(D), s 6= t(A).

Les tableaux de la multiplication pour toutes les algebres mentionnees
ci-dessus ainsi que d’autres informations se trouvent dans P“Annexe”.

Designons par £= (x, X') lI'argument d'une algebre doulble «<¥ de A et soit
rl()= (E/(E), £/'(E)) la fonction hypercomplexe correspondante. La derivee de

Frechet sur peut etre decomposee comme suit:
da du
dx dx' i
i
du"  du'
dx dx’

Ainsi, le /;-operateur £ = (D, Df) applique a la fonction r|(£) sera evidemment
= (K8)«? = (Cg-)<?+ (C~)e’'+5(C~)e + 6(C~)e,

ou on a note par K le tenseur de structure de I'algebre double stf. Enfin on
arrive a la formule

(18) Au=C{E + "~ )e + C(% + bE.)e'.

On peut etablir une formule analogue pour A"rjfY).

8. Sur les Q et 1-structures. On sait que l'algebre Q ‘(resp. t)est simple,
adivision et associative (resp. commutative). Son espace vectoriel de support
est I'espace K4 d’Euclide (resp. Rj® de Minkowski). Sur Q agit I'operateur

a(r, y)=0 (sur x on a l'operateur a(mr, j/)= 0). En ce qui concerne les fon-
ctions u(jc), leur “derivee volumetrique” [5] sera donnee par la formule

(19) Du =- [U20—u\—unz g=ttfz]po -h [N+ up — uz £ uley
-b[u%+ Q=+ ul3+ w?,] H [tf3 4-af optfl2-htf2] *3

En utilisant (12), (19) et I'Annexe, on peut evaluer Apu. Ainsi, dansle cas des
Q-fonctions, nous aurons

(20) Apu= >f (nen o} =Au,
tandis que pour les r-fonctions, il vient
(21) ApU = A(I>(u) + diva (u)e0= a9(u) + (u2—u3e\

+ («, —«f3),2 + (J, + «2),363
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oil A(Tx= 3" (" +«“2—«'33 ed-
£ . o, .
Apres des calculs, on arrive enfin a
(21) A,a= D<ii+ 2[— (W23 +m'o,i + 1 3D eQ+(u?2 — u%) K2
+ («,'I —n3),2 e2+ <!, + “2),3e3].

Maintenant nous $ommes en inesure d’esquisser I'Etude d’'une variete
C~n-differentiable, modelee par l'algebre Q (resp. +). On sait qu’'une variety com-
plexe M2p(p~=l), ayant comme modele Cp admet des atlas holomorphes [2].
De la TéTe maniere, une Q-varietE (resp T-variete) peut etre edifiee par des
atlas /-holotnorphes. Considerons deux cartes locales (Q, xa et (A, u& oil
Q, Ac=M4 sont des ouverts tels que Q nAz+o . Alors la transition de ces
cartes sera donnee par les fonctions hypercomplexes de transition = ua(x&)
verifiant les equations de /-holomorphie Du—O0 donnees par (19). Les varietes
M x equipees d’atlas equivalents /?-holomorphes sont munies de la Q-structure
du groupe GL(1, Q) (resp. de la T-structure du groupe GL(1, 1), sous-groupe
clos du groupe general bicomplexe GL (2, C). Grace a I'’Annexe, on voit que
Mz peut etre dote naturellement d'une metrique riemannienne (resp. hyperboli-
que normale), ce qui reduit la generalite du groupe structurel & son intersec-
tion avec O (4, R) (resp. O1(4, R)).

Si on considere une connexion compatible avec la Q-structure (resp. la
T-structure), nous aurons sur Mx la derivation covariante hypercomplexe a
I'aide de laquelle on peut definir les Operateurs D et Ap sur M4

Remarque. Les Operateurs D et Ap ont ete adaptes en vue d’etre ap-
liques aux fonctions definies sur les espaces vectoriels hypercomplexes
Ap(/?=1), ou A est une algebre associative [1, 3], et, en particulier sur Qp(tp).
En procedant comme ci-dessus, on peut definir par des atlas /”~-holomorphes
les C/N-varietes Mip munies de la Q-structure (T-structure). Si la Q-structure
peut etre consideree aujourd’hui comme classique, par contre la structure tetra-
nionique est encore inconnue. Done les tetraniQns introduits jadis par Emanouil
Ivanov [4] ont maintenant la perspective de devenir une nouvelle structure
mathematique capable d’etre utilises en relativite.

Enfin, toutes les structures algebriques de M'Annexe meritent d’etre plus
profondement etudiees puisqu’elles se pretent aussi aux applications en phy-
sique.

Metrique: Def.: (x> y)=(x, y*)°e0;

(X, X)=\XWXuw = (xx*) eQ

Exemple. N=C, s/aln [B= (xo)2 {x12 k(x2)2-\-kb{x*)2

A= Q,
X )23 (X0)2+ (N1)2+ (*2)2+ 113)9

+ k[(xy + 5(Xs)2+ 5(xB)2+5(n-7)9|.
A—"/CGgroupe d’invariance Ap--+s/p=>A2p, /7> 1
GL(/7, ja/)—*GL(/7, s/aczGL (/7, ~)(zG L (2/7 dim a7, R)

Exemple. GL(/7, Q(t)crG L(2/?, C)czGL(4/7, R),
GL(/7, ~ (9))c GL(2/i, Q(t))&:GL(4/7, C)c=GL(8/7, R).
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Annexe. La duplication des algebres A=C, Q et T a l'aide de C, D et A
A=\R Nn=C, D, A A=C, A=Q, T, etc
*0 *0' €0 *1 *2 e3
@ e0 eof *0 eo 2 eb
e eo' k e0 —e0 —e2
2 *Q 83 k *0 k 8et
1:C
1:D *3 5*2 k ex —k beo
A — 1:Cayley
- { + 1:*“complexification”
8= —1 8=4-1
k= — Q T
g e e j6=1 anti Q anti X
++ 00l ++00 k=0 semi Q semi T
+-foo! ++ 00
Q — quaternions
T — tetranions
A~Q, T A=TIt o, etc . ..
e0 *2 *3 *4 5 *6 7 a ©
*
0 €o 1 ez "3 4 *5 ’ anti a anti
—*0 ei —*2 *5 —*4 —*e
ei i —tes —€0 +*1 *6 +*¥7 g semi a semi
3 *3 102 ¥ %0 +*6 —*5 %4 < (C) t (C)
85 8e 87 k *o 8&*i 8ke2 8£*3 X (D)
<«
. w4 87 _gwe k*L —8keD 8keH — 2 (0)
6 ee +8- 84 +8%! & *2 +8&*3 ~8keO+ SA™ < rh) T (8)
e7 *7 +8e .8 iS** 1b *3 i 8&*0 —8£*r 8§00 ®©— octonions
a — octaves
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