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ABSTRACT. In this note, we characterize quasi-normality of two-sided mul-
tiplication, restricted to a norm ideal and we extend this result, to an im-
portant class which contains all quasi-normal operators. Also we give some
applications of this result.

1. Introduction. Soit £L(H) 'algebre de Banach des opérateurs linéaires
bornées sur un espace de Hilbert H. Si A = (Ay,...,Ay) et B = (By,...,By,)
sont deux n-uplets d’éléments de L(H ), alors 'opérateur élémentaire associé a A
et B, noté Ry p est défini par

Rap(X)= Y AXB (X e L),
i=1
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Pour A;,B; € L(H), on pose L4,(X) = A; X et Rp,(X) = XB; (X € L(H)).
Alors Ly, et R4, sont deux opérateurs de £(H) qui commutent et on a

n
Rap =) LaRp,.
i=1

Parmi les opérateurs élémentaires qui ont suscité beaucoup d’intérét on
cite :
i) 04,p la dérivation généralisée associée a A et B, définie par

0aB(X)=AX -XB, (A B,Xe€L(H)).
ii) M4 p la bi-multiplication associée a A et B, définie par
Map(X)=AXB, (A,B,X e L(H)).

Soit J un idéal bilatere de L£(H). On appelle norme symétrique sur J
toute norme || - || s vérifiant les propriétés suivantes :

(i) J[AXB||; < ||Al|[|X]|s]|B]| pour tout X € J et A, B € L(H);

(i) || X |7 = || X|| pour tout opérateur X de rang 1.

Un idéal normé de L(H) (voir [11]), est un idéal J muni d’une norme
symétrique || - || et qui en fait un espace de Banach. On le note (J,|| - ||7). En
particulier, la classe de Hilbert-Schmidt, notée Co(H) est un idéal normé. On

rappelle ici que
Co(H) ={T € L(H); tr(T*T) < oo},

ou tr désigne la fonctionnelle trace. De plus, Co(H) muni du produit scalaire trace
est un espace de Hilbert. Dans toute la suite (J, | - ||7) désigne un idéal normé de
L(H).

Si X e J,alors ||Rag(X)|ls <>y [14ll|Bill|| X7 Ainsi, la restriction
de Ry p a J, quon notera Ry 4 g, est un opérateur linéaire continu sur (J, ||| 7).
La restriction de My g a J sera notée par M 4 g. En particulier si J = Co(H),
alors on pose Mja p = M A B.

Suivant la référence [6], I'adjoint généralisé de Rja p noté R} , p, est
défini par

n
Ry p(X) =) A;XB;.
i=1
L’opérateur R 4 g est normal si

RjaBRjA+ B+ = Rja+ B<RjAB,
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ou A* = (A7,...,A}) et B* = (Bf,...,B}) (voir [6]).

Dans l'article [7], 'auteur a montré que l'opérateur R4 p est normal au
sens de la définition précédente si et seulement si les coefficients A;, 1 <i < n et
les coefficients B;, 1 < i < n sont normaux et commutent deux a deux.

L’étude des propriétés structurelles d’une bi-multiplication, en fonction
de celles de ces coefficients a suscité l'intérét de nombreux auteurs, on cite ici
Magajna dans [9)].

Rappelons qu’'un opérateur T' € L(H) est quasi-normal [5] si

TT*T =T*TT.

Dans D'article [3] (voir aussi [2]), Campbell et Gellar ont introduit et étudié la
classe ©(H) des opérateurs T qui vérifie I'égalité

(T +THT* =T*(T + T*).

Il est clair que tout opérateur quasi-normal est dans O(H).
En utilisant I'adjoint généralisé, on dira que M 4 p est quasi-normal si

MjaBMja«p-Mjap = Mja«g-MjapMjaB,
et que Mj 4 p est dans O(J) si
(Mya+ Mja<p-)Mjag-Mjap = Mja pMjap(Mjap+ Mja ).

Dans la deuxieme partie de ce travail, nous étudions la quasi-normalité
de Mja p lorsque J est un idéal normé quelconque (Théoreme 2.2) et dans la
troisieme partie, nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes sur les
opérateurs A et B de L(H) pour que My 4 p soit dans ©(J) (Théoreme 3.7).
Rappelons qu'un opérateur linéaire borné 7' défini sur un espace de Banach X
est dit spectraloide si r(T) = ||T'||, ou 7(T') est le rayon spectral de T'. La derniere
partie, est consacré a l’application des résultats que nous avons établis, nous
donnons des conditions sur A et B pourque la bi-multiplication Mj 4 g de ©(H)
soit spectraloide (Théoreme 4.2).

2. Quasi-normalité. Dans la proposition suivante nous donnons une
condition nécessaire et suffisante pour avoir ’égalité de deux bi-multiplications.

Proposition 2.1. Si A, B, C et D sont des opérateurs non nuls de L(H),
alors Mja g = Mjc,p si et seulement si il existe un scalaire o non nul tel que

A=aC etB:lD.

«
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Preuve. Supposons que My p = Mjc p. Alors My p(X) = Mjc p(X)
pour tout X € J. En particulier, pour X =x®y, ou x,y € H, on a
Az ® B*y = Cz ® D*y.
Puisque A, B, C et D sont non nuls, alors
Ker A=KerC et KerB* =KerD".

Maintenent, si z € Ker A+ et y € Ker B**, alors il existe un scalaire o non nul

1
tel que Ax = aCz et B*y = =D*y. Puisque « ne dépend pas du choix de z et y,
a
1
on déduit que A = aC et B* = —D*. D’ou le résultat en passant a 1’adjoint.
a

1
Réciproquement, si A = aC et B = —D, alors
«

Myap=M;,c1p=Mjcp. O
o

Dans le théoréme suivant nous caractérisons la quasi-normalité d’une bi-
multiplication.

Théoreme 2.2. Soient A, B € L(H). Alors Mja p est quasi-normal si
et seulement si A et B* sont quasi-normaux.

Preuve. Un simple calcule montre que M 4 p est quasi-normal si et
seulement si
MjanaBBB = MjAAABBB*

Maintenant, si A et B* sont quasi-normaux, alors AA*A = A*AA et B*BB* =
BB*B*. En passant a l'adjoint dans la derniere égalité, on obtient BB*B =
BBB*. Donc d’apres la proposition 2.1, on a

Mjaaa,BBB = MjAAA,BBB*-

D’ou Mj 4 p est quasi-normal.
Réciproquement, si M 4 g est quasi-normal, alors

Mjaaa,BBB = MjAAA,BBB*-

Par la proposition 2.1 il existe un scalaire o non nul tel que

AA*A =aA*AA et BB*B= lBBB*.
o
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1
En multipliant AA*A = aA*AA a gauche par A* et BB*B = —BBB™* a droite
@

par B*, on obtient
1
ATAA*A = aA*A*AA et BB*BB* = —BBB*B*.
Q

Puisque A*AA*A et A*A*AA sont positifs, alors a est positif. En passant a la
norme on obtient

1 1
1A = ol A% < af| A" et |IB]*=~|B%|* < ~[IB]".
o @
En conséquence a = 1, ce qui implique que
AA*A = A"AA et BB'B = BBB*.
Finalement A et B* sont quasi-normaux. O

Dans le cas particulier J = Cy(H), on obtient le corollaire suivant qui
figure dans [9)].

Corollaire 2.3. M 4 p est quasi-normal si et seulement si A et B* sont
quasi-normaux.

3. Appartenance a ©(J). Nous commencons cette partie par doneer
un example d’opérateur qui est quasi-normal et qui n’est pas dans O(H).

Exemple 3.1. Soit S le shift unilateral défini par Se,, = e,+1 ot {e,}n
est une base orthonormée de H. Alors on a : S*SSe, = 55*Se,, pour tout
n € N, donc S est quasi-normal. Mais, (S+5%)S*ey = 0 # S*(S+5*) = ey, donc
S ¢ O(H).

Les deux lemmes qui suivent nous serons utiles dans la suite de ce para-
graphe.

Lemme 3.2. Soient Rop = Z?Zl L,Rp,, Uopérateur élémentaire as-
socié auzr suites A = {A;}1 et B = {B;}l, d’opérateurs de L(H). Alors Ra.p
est continu pour la topologie faible des opérateurs.

Preuve. Pour tout i € {1,2,...,n} les opérateurs L4 et Rp sont conti-
nus pour la topologie faible des opérateurs. Donc ;" | L4, Rp,, est aussi continu
pour cette topologie. O
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Le lemme suivant montre qu'un opérateur élémentaire est nul sur £(H)
si et seulement si il est nul sur J.

Lemme 3.3. Soit Rap = 2?21 L a,Rp, Uopérateur élémentaire associé
auz suites A = {A;}7_ | et B ={B;}!_ | d’opérateurs de L(H). Alors Rjap =0
s1 et seulement si Ra g = 0.

Preuve. Si Ry p(X) = 0 pour tout X € J, alors Ry p(X) = 0 pour tout
X dans F(H). Puisque F(H) est dense pour la topologie faible des opérateurs,
alors pour tout X € L(H) il existe une suite généralisée {X,}, d’opérateurs
de F(H) telle que X, converge pour la topologie faible des opérateurs vers X.
Or d’apres le lemme 3.2 Ry p(X) est continu pour la topologie faible, donc
Rap(X) = Rap(limye Xo) = limyet Ra,B(Xa), ol limy, désigne la limite
faible. Par conséquent R4 p(X) = 0 pour tout X € £L(H). O

Dans la suite nous aurons aussi besoin des propositions suivantes.

Proposition 3.4. Si B* est un opérateur quasi-normal et s’il existe un
scalaire A non nul tel que ABB*B* = BBB*, alors B = AB*.

Preuve. Supposons que B* est quasi-normal et qu’il existe un scalaire
A non nul tel que ABB*B* = BBB*. Alors pour tout = € Ker B on a

B*BB*z = BB*B*x
1
= XB2B*.®
1 *
= —BB*Bx

A
= 0.

Ceci entraine que B*x € Ker B*B = Ker B pour tout z € Ker B. Donc Ker B est
invariant par B*. Par conséquent, Ker B est orthogonalement réduisant pour B.
Suivant la décomposition H = Ker B @ R(B*) les opérateurs B et B* s’écrivent

sous la forme
(0 0 « (0 0
5=(o5) @ 7= (0 5)

Maintenant, 1’égalité ABB*B* = BBB™* implique que

XN(B*B*z,B*z) = (BB*x, B*x), pour tout x € H.
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Donc B et AB* coincident sur R(B*), par suite ils coincident sur R(B*). D’ou
AB} = Bj. Finalement
B =\B*. O

Remarque 3.5. La classe ©(H ) n’est pas stable par la multiplication des
scalaires. En effet, d’apres ’exemple 3.1, il existe un opérateur 7' de ©(H) qui n’est
pas quasi-normal. Supposons que ce T vérifie iT' € O(H). Alors T*T(T* +T) =
(T* +T)T*T et T*T(T — T*) = (T — T*)T*T, en faisant la somme des deux
dernieres égalités, on obtient

(T*T)T = T(T*T),

c’est-a-dire que T est quasi-normal, ce qui contredit le fait que 71" n’est pas quasi-
normal. Donc ¢T" n’est pas pas dans ©(H).

Proposition 3.6. Soient A € L(H) et A\ un scalaire de module 1. Alors
(1+ M)A € ©(H) si et seulement si (A* + NA)A*A = A*A(A* + N\A).

Preuve. Supposons que (1 4+ A\)A € O(H). Alors
[N+ 1D)A* + (A + 1) AJA*A = A*A[(X + 1)A* + (A + 1)A].

En multipliant les deux membres de cette égalité par un scalaire A de module
égal a 1, on obtient

[(1+N)A* + (A2 + NAJA A = A*A[(1 4+ V) A* + (A% + ) 4],

donc
[(14+ M) (A" 4+ AA)JATA = A"A[(1 + M) (A" + NA)].

D’ou
(A" 4+ NA)ATA = AT A(A* + \A),

pour tout scalaire A de module égal a 1.
Réciproquement, on suppose que

() (A" + NA)ATA = AT A(A* + \A).
En passant a ’adjoint, on obtient

() (A+XA*)A*A = A" A(A +NAY).
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En faisant la somme de (%) et (), il vient que
[N+ 1D)A* + (A + 1)AJA*A = A*A[(XN+ DA* + (A + 1A

Donc
(1+M)Ae€©O(H), pour tout scalaire \. O

Le résultat principal de ce paragraphe est le théoreme suivant.

Théoréme 3.7. Soient A et B deux opérateurs non nuls de L(H). Alors
les propriétés suivantes sont vérifiées :

i) St A et B* sont quasi-normauz, alors My p est dans ©(J).

ii) Si A n’est pas quasi-normal et B* est quasi-normal, alors Mjap €
O(J) si et seulement si il existe un scalaire A tel que B = AB* et (14+\)A € ©(H).

Preuve. Si A et B* sont quasi-normaux, alors d’apres le théoreme 2.2
M A p est quasi-normal. Donc My 4 5 € ©(J).
Pour montrer (ii) posons

F(X) = (Mja«p+ Mjap)(Mja+p-Mjan)
—(Mja+ =Mja)(Mja+ -+ MjaB).

Alors F = 0 si et seulement si M4 p € O(J).
Soit X € J, alors

F(X) = A*A*AXBB*B*+ AA*AXBB*B
—A*AA*XB*BB* — A*AAX BBB*
= (A" + A)A*AXBB*B* + AA*AX(BB*B — BB*B")
—A*A(A* + A)XB*BB* — A*"AAX(BBB* — B*BB*).

Supposons que A n’est pas quasi-normal et que B* est quasi-normal. Alors

F(X) = ((A*+ A)A*A— A*A(A* + A)XBB*B*
+(AA*A— A*AA)X(BB*B — BB*B*).

Supposons que M4 g € O(J). Donc F(X) = 0 pour tout X € J. Il vient alors du
lemme 3.3 que F(X) = 0 pour tout X € L(H). Si la famille {BB*B*, BB*B —
BB*B} est linéairement indépendente, alors [4, Théoréme 1] donne AAA* =
A*AA c’est-a-dire que A est quasi-normal, ce qui contredit le fait que A n’est pas



On quasi-normality of two-sided multiplication 125

quasi-normal. En conséquence la famille { BB*B*, BB*B — BB*B} est linéaire-
ment dépendente. Donc il existe un scalaire a tel que

BB*B — BB*B* = aBB*B”,

ce qui implique
(e +1)BB*B* = BB*B = BBB™.

D’apres la proposition 3.4, on conclut que B = (o + 1) B*.
D’autre part, si on pose A = «a + 1, alors

F(X) = M(A*4+ A)A*A — A*A(A* + A)|XB*®
+(A2 = \)(AA*A — A*AA)X B*
pu— 07

ce qui entraine
[(A" + A)A*A — A"A(A"+ A)+ (A —1)(AA™A — A*AA)]XB*3 =0,

pour tout X € L(H). Puisque B* est un opérateur quasi-normal non nul, alors
B*3 est aussi non nul et par [4, Théoréme 1], on conclut que

(A* + A)A* A — A*A(A* + A) + (A — 1)(AA*A — A*AA) = 0.

Donc
(A" + NA)ATA = AT A(A* + \A).

Par la proposition 3.6, il vient que
(1+ M)A e O(H).
Réciproquement, on suppose B = AB* et (1 4+ \)A € O(H). Alors

F(X) = MA*A*AXB*
+ANAA*AXB* — NA*AA*XB* — N2A*AAX B*3
= M(A* 4+ AA)A"A — A*A(A* + VA X B*.

Donc la proposition 3.6 permet de conclure que :
(A" 4+ NA)ATA — AT A(A* 4+ A\A) = 0.

Par conséquent F'(X) = 0, pour tout X € J, donc Mj 4 g € ©(J), ce qui termine
la preuve du théoreme. O
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Remarque 3.8. Remarquons que dans la preuve du théoreme précédent
A et B* jouent des roles symétriques. Ainsi, si A est quasi-normal et B* n’est
pas quasi-normal, alors Mj 4 p € O(J) si et seulement si il existe un scalaire A
tel que A* =X A et (1+\)B* € O(H).

Si J = Co(H) dans le théoreme précédent, alors on obtient le corollaire
suivant :

Corollaire 3.9. Soient A et B deux opérateurs non nuls de L(H). Alors
les propriétés suivantes sont vérifices :

i) Si A et B* sont quasi-normauz, alors Ms a.p € O(C2(H)).

ii) Si A nest pas quasi-normal et B* est quasi-normal, alors My s p €
O(C2(H)) si et seulement si il existe un scalaire X tel que B = A\B* et (1+\)A €
O(H).

4. Applications. Soit T un opérateur linéaire borné défini sur un espace
de Banach X. Il est connu que ||Mja gl = [|A|||B] ([8]) et que o(MjaRB) =
o(A)o(B) ([10]). En utilisant ces deux derniers résultats, on obtient la proposition
suivante qui nous sera utile dans la suite.

Proposition 4.1. Soient A et B deuz opérateurs non nuls de L(H).
Alors My 4. est spectraloide si et seulement si A et B sont spectraloides.

Preuve. Supposons que M 4 p est spectraloide. Puisque on a

1Myl =[A[lBll et o(Mjan)=oc(A)o(B).

Alors
1Myasl = [lA[lIB]
= r(MjaB)
= R(A)r(B)
< [|Afr(B).
Donc ||B|| < r(B) et par suite ||B|| = r(B). De la méme fagon, on conclut que

r(A) = ||All. Donc A et B sont spectraloides.
Réciproquement, si A et B sont spectraloides, alors r(A)r(B) = || A||||B|l,
doncon ar(Mjapg)=|Mjsagl. O
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Dans [3] Campbell et Gellar ont montré que tout opérateur de O(H) est
spectraloide. Une question se pose naturellement :

Est ce qu’ une bi-multiplication M 4 p de O(J) est spectraloide ?

Le théoreme suivant donne une réponse partielle a cette question.

Théoréme 4.2. Soient A et B deux opérateurs non nuls de L(H). Alors
on a les propriétés suivantes :

i) St Mja p est quasi-normal, alors My p est spectraloide.

ii) Si Mjap € ©(J) et A et B sont tels que A n’est pas quasi-normal et
B* est quasi-normal, alors Mja p est spectraloide.

Preuve. Supposons que M 4 p est quasi-normal, alors d’apres le théore-
me 2.2 les opérateurs A et B sont quasi-normaux, donc A et B sont spectraloides
et par la proposition 4.1, on conclut que M4 p est spectraloide. Ceci montre
i). Pour ii) supposons que My p € O(J). Si A n’est pas quasi-normal et B*
est quasi-normal, alors d’apres le théoreme 3.7, il existe un scalaire A tel que
B = AB*et (1+ XA € ©(H), dou r(A) = ||A]| et 7(B) = ||B||, c’est-a-dire
que A et B sont spectraloides et par la proposition 4.1, il vient que M4 B est
spectraloide. O

Remarque 4.3. Si M p € O(J) et A et B sont tels que A est quasi-
normal et B* n’est pas quasi-normal, alors d’apres la remarque 3.8 il existe un
scalaire \ tel que A* = AA et (1 + \)B* € ©(H) et par le méme argument que
dans la preuve du théoreme 4.2, on conclut que M 4 p est spectraloide.

Remerciements. Je tiens a remercier le référé qui a suggéré des amélio-
rations a ce travail.
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