BbPXY EJHA HOBA ®OPMA HA YPABHEHHMATA HA AHAJIMTHYHATA
JUHAMUKA H HSKOH IPHJIOXKEHUS HA THSI YPABHEHHS

ot Heau lleHoB

§ 1. Hosa chopMa Ha ypaBHeHHiTA Ha AHAJHTHYHATA NAHHAMHKA

B wuerupu pa6oru [1—4), ny6aukyBanu npe3 1953 r. B ,[lo-
knaael Axkanemun Hayk CCCP“, HHe H370XKHXMe B CBKDaTeH BHJI elHa
HoBa ¢opma Ha YpaBHeHHETO Ha AHHaMHKaTa, KaTO HanpaBMXMe pa3s-
JIMYHH [IPHJIOXXEHHS Ha THsI ypaBHeHWd. B Hacrosmara pa6ora uie H3-
JIOXXHM II0-NOAPO6GHO BBIPOCHTE, pa3rviefald B Ka3aHHTe paboOTH, KaTo
HAKOM OT TAX Ile JOMbJIHHM M OCBEH TOBa L€ HAaNpaBHM H HSKOH

ADYrH NpHJOXKEHHS Ha HOBHTE YDaBHEHHS.
Heka ¢i, ¢s--, ¢i---, qs (MM, CBKpaTeHo, [g;]) ca oboOlieHHTe

KOOpAHHAaTH Ha HAKOS XOJIOHOMHa MEXaHHMuYHa CHcTeMma. Torapa paamyc-
BeKTOpa Ha BCsKa Todka M OT cHCTeMara mie 6ble (YHKUMS Ha THA

KOOpJHHATH H Ha BpeMmeTo f:

— 3
OM=M(qi], ?).
3a NpoH3BOMIHHTE M HE3aBHCHMH BapHallWH [dg;] Ha KOOpIHHATHTe [q;),
_)
BHPTYaJIHOTO npeMecTBaHe o M Ha ToukaTa M, CBHBMECTHMO C IpHJO-
JdXeHHTe Bp'b3KH Ha CHCTEMaTa, KaKBHTO Ca B JalleH MOMEHT /, ce naBa
OT paBeHCTBOTO:
oM
—)
OM=—4q.
dqg

Heka sa6esexum, ye no oTHomeHHe Ha OCOOLIEHHTE KOOPAHHATH HHe
Ile MpHsaraMe TeH30pPHOTO MPABHJIO 3a CYMHPaHETO, a NMPH CYMHDaHETO
no touxknte M OT cucTeMara lie ynoTpeGsiBaMe 3Haka 2.

Karo nocrasum u3pasza Ha 6 M B O6UIOTO yPaBHeHHE Ha JHHa-

MHKarTa
EY4
S(—m MEP) s M=0,

nocexHOTO ypaBHEHHe ce pa3naja Ha CJAeJHHTE YPDaBHCHHA Ha JABH-

XEeHHeTO :
(1) P1=Q1 (i:l’ 2""3 S),
rmero
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= oM oM
. -
(2) P(=EIIZM——’ Q1=ZF .
0(]1 0q,
Ha Te3u ypaBHenusa we gnazem apyra ¢opma, KaTo BbBelIeM KHHe-
THYecKaTa €Heprusi Ha cHcreMata / H HeHHHTe NM'bPBM ABe I'BJIHH INpO-
H3BOIOHH crnpsimo Bpemerto f. Hmame:

-2,
3) Tt Smov=L sm %,
P 2
. 22 .o =2 e
(4) T=3SmMM, T=3mM24+-SmMM.

Ot paBeHCTBOTO
= oM. oM

M= dl]l q‘+ ot ’
HaMHpame
— — — —

=2 oM - oM . . oM - oM

(5) M= 94 q:+ 041 07x Ql9k+2m q‘+d—t”
— —
- oM - M -

(6) M—3W¢h%+3a—qi—a—[‘ q:+

-+ uJeHOBe, HECBA'bPXKAILH BTOPHTE NPOH3BOIAHH OT KOOpPAHMHATHTE [q].
Karo nocraBum (6) u (6) B (4), MOXeM Ja HalHIIEM CJAEIHOTO
CBOTHOIIEHHE

.. — — —
O . o 2 oM =/ oM . »M
.__2‘.mM———+32mM(aqlqu qk+dq,dt)

7 =
@ 04q; q:

Ot (3) monyuaBame
T _ 5. (_z:@’_ - +_<9=_/_W’_>
9g: "™ \0q;0q, 7 T oq,0¢
H paBeHCTBOTO (7) MOXKe XAa ce Hanuile BbB BHIA
oT oT 1 /0T oT
—= 2 P;4+3 =—, otraero P=-—-< = —3 )
04q; o+ 09 T2 04qy oq:
H ypaBHEHHsITa Ha JBHXeHHeTO (l) Ha XO/JOHOMHaTa CHCTeMa NpHeMarT
¢opmara :

1 /0T oT
8 ——= — 3 =—

ToBa e HoBaTa (hopMa Ha ypaBHEHHETO Ha ABHXEHHETO Ha XO0JIO-
HOMHAaTa MeXaHHYHa CHCTeMa.

Ha BbBeneM B Te3H ypaBHeHHs ¢yHknusaTra 7,, KOATO € (YHK-
uuara 7, HO pasrJenaHa kato (QYHKUHS CaMO Ha KOOpAHMHATHTE [g;] H

):Q, (i=1,2,..., s



Bbpxy eana noBa ¢opma Ha ypasHEHHsTA n NIp. 93

t, 1. e. mpu ¢duxcuparH 0606lIEHH CKOPOCTH [g;]; TOrama OT paBeH-
CTBOTO

To == T
nosysasaMe

KaTo B JsICHaTa CTPaHa Ha MNOCJIEIHOTO pPAaBEHCTBO He CMe HallHCalH,
Y/leHOBETE, HeChABPXKALIH [ ¢;]. OT ToBa paBeHCTBO MosyuaBame

T, _ oT
9 — = =
( ) dq, 0‘]1
H ypaBHeHHsTa (8) ce HanueBaT BBB BHIA,
o
(10) R _q.
oqi
FIeTo CMe MOJIOMXKHJIH
(11) R=;—('7‘—3 To).

dyuknusra R, pa3bupa ce, ce ChBnaga ¢ eHEprusita Ha YCKO-
peHHeTo

1 =2
S=?Zm M’,
BbBeneHa oT Appell [5], c TounocTt no cbOUpaeMHTe, HECHAbPXKAIIH
BTOpPHTE NpOU3BOAHH Ha 06GoGuienHTe koopauHaTH. M maucTHRHA, ako BBB
_)
dynkuuute 7, To,, 28S=3m M? npemaxHeM uJIeHOBETE, HECBhIbpXKaIlH

[¢:], u axo Taka noayuenure ymkuMH OT [ ¢;] o3HauuM nak c 7T, T,
2S, TO OT BTOPOTO paBeHCTBO Ha (4) noJyyaBaMme IOCJTeIOBaTENMHO

dq; qu qk+3 d_qi_tf 9=

d—T_ -
0q[ql

oTraero, Bb3 OCHOBa Ha (11) mosyuaBame R=S.
Haii-cetne, na BbBemeM QyHKLHATA

— —
.o -ﬁ . ,
7= 9S4 Sm M (3 oM 9 M)

=2843 285437,

(12) K=R—Q,¢}}=%(T—3 To)— Qi du;

NMPH cydast, KOraTo AaJ€HHTe CHJAH MPOM3XOXKIAT OT (YHKOUATA Ha
cumn U ([q4], £), umame
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w1 s .. .
K=R‘—U=-§-(T—3To)—a
ToraBa ypaBHeBHsiTa Ha JABHXeHHeTro (10) mMoraTt ma ce mamumar
olle BBHB BHJIA oK
(13) —=0 (i=1,2,..., S).
0g:
Te3an ypaBHeHHS ce HaNHCBaT, KOraTo TBPCHM MaKCHMyMa H
muauMyma Ha Gyuxnusara K, pasrrenana kato (QyHKuMs caMo Ha

[g:]: K=K ([ q:])- Hue we nokaxem, ue CTOiiHOCTHTe Ha [q;], MOMydeHH
OT Te3HW YypaBHeHHs, NpaBAT (yHKnHATa K MHHHMYM BbB BCEKH MO-

MeHT, T. e. 4e HapacTBaHero Ha dynxkuuata K B CbCeACTBO Ha [g;] e
MOJIOXKHTEJAHO 4HCaA0. M HaHCTHHA, aKO MOJOXKHM

q'i=q:i+5q:,
raeTo dg; ca DOCTaThb9HO MAJKH BEJHYHHH, TO HapacTBaHeTO AK Ha K

B CBCENCTBO Ha [¢;] ce maBa OT PABEHCTBOTO

AK=K (q':))— K (q:))=K (q:+0q:]) — K (g:]) =

oK - 1 oK .. -
3G+ — — 0q; 6
aql q+2 d ; . : Qk
Ho ot (12)
o.’.(=0 3a i=1,2,..., S,
dqi
a OT paBeHCTBOTO
K=R—Q:q:= —QLZmM’—Qiéi.

KaTo B3eMeM BBbB BHHMaHHe (5), moJsydaBame

1K oM oM

00:0as " Oqr Oqs

1 oM oM
Sm—— ——8q:0q, > 0.

AK = —
2 dq, qu

[Ipouee, ypaBnenusTa Ha aBHxeHHeTro (12) nmoka3BaT, ye NpH peaJ-
HOTO JBHXXEHWE Ha CHCTeMaTa BBB BCeKH MoMeHT ¢ynkuusta K Ino-
CTHra MHHHMYM B CPaBHEHHC C JBHXCHHS1A, NMOJYyYeHH NpPH BapHpPaHETO
Ha yckopeHnusita [¢;] B H3pa3a Ha ¢yHkuusTa K.

Hexa 3a6esckuM, ye ypapHeHusTa Ha paBuxeuuero (12) He wu3-
mendar ¢opmara cH, ak0 u36epeM APYrd OGOOLIEHH KOOpPIHHALMH Ha
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cucreMata. M1 HaucTHHA, HeKa HOBHTE KOOPJAHMHATH [p:] ca CBBp3aHH CBC
crapuTte [g;] upe3 peJanmHHTE

(14) 7i=qi((pe) (=1,2,..., 9),

KaTo nonyckame, ue ¢yskuuure [¢;] ca nudeperuupyems.
Or (14) umame

aqi . . aq ,ql . .
ap Pr, Q1= ap apr 53 PrPr-

Axo croitnoctute Ha [g:], (7., [g:] BHecem BBB dynkumsTa K, MoaydaBaMe
bynkuusara K; H

q.1= pk+ ap

= oe—mmr— — e = e

opr  O0qi Opr  Og; OP:
OTTYK, Bb3 OCHOBa Ha (12), noayuaBame

0K,

ops

[Ipouee, ypaBHeHHsiTa Ha JHHaMHKaTa Cca HHBAPHaHTHH OTHOCHO
cMsiHaTa Ha 0000lIeHHTE KOOPAWHATH.

Heka mo-svaraThk npenanosoXuMm, Ye CHCTEMAaTa e MONYHHEHAa Ha
HOBH [/ BPb3KH, KOHTO aHAaJIMNTHYHO Ce H3pa3siBaT ¢ p nudepeHIHaTHH
3aBHCHMOCTH MeXZIY KOODIHHATHTE H: ¢, o .+ Gar--- qr (HIH [qa])
H grtss Gotn - Gne oo Js=etp) (W14 [¢/]) H Hexa Te3d 3aBHCHMOCTH,
paspemend crnpsmo [g,], ca OoT BHIa

(15) ¢r=aragota, (a=1, 2,..., k; r=k+1, k+2,..., s (=k+p)),

=0 (k=1,2,... s).

KBbJIETO Q,, H @, ca GYHKUMH HaA [q.], [¢,] ¥ £; ToraBa cumcremara craBa
HexonoHoMmHa Pynkuuara K e dyHkuus ua [g.] u [¢,]; ako 3a-
MEeCTHM B Hesd ¢, C'bC CTOHHOCTHTe, Hal€HH OT PAaBEHCTBATa

(16) 4r=8ra qat+ara qata,,

nonyyaBame exHa Ipyra (yHKIHs, KOSTO Ile O3HauuMM ¢ K; H e 6bxe
dyHsKUHA CaMO Ha [¢.] YpaBHeHHsiTa Ha IBHXXEHHETO HA HEXOJIOHOM-
HaTa CHCTeMa Iie Ce [0JyYaT, KATO Ce THPCH YCJOBHHS MHHHUMYM Ha
dynkumara K, namena c (12), pasraenana kaTo GyHKuEs Ra [g,] H

[¢,], rmeto [g,] ce naBaT or (16), HIM KaTO Ce THPCH MHHHMyMa Ha
¢dyukuuara K. [Ipouee, Te3an ypaBHeHHs ca:

0K, 0K | oK
17 —£=0 —8e=0 (a=1,2,..., k),
(17) 97 H + o 7 (a )

KbM KOHTO TpsiOBa na ce npubGaBsAT H ypaBHeHHsTa (15).

Heka 3a6Gesexxum, ue 3a na o6pasysame ¢dyHknusta K; 3a Hexo-
JJOHOMHa CHcTeMa, Tpsi6Ba H3N'BPBO Ja u3uucavM ¢ynruuaTta K, KaTo
He JA'bDXKHM CMeTKa 3a XHbepenuiaanuTe 3aBucuMmoctH (15), T. e. karo
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CUHTaMe, 4e HeXOJOHOMHATa CHCTeMa € XOJIOHOMHA, W caex ToBa oT K
nosyyaBave K, KaTO B3eMéM MOJ BHUMaHHe Te3H 3aBHCHMOCTH.
Cwriaacho (12) ypaBreHHsiTa Ha HABHXeHHero (17) moraT na ce Ha-

numar 4 Taka: R aR
oR, 0
— = - m ra— a rara .
04a 0qa * oq, ? +Q

§ 2. HHBapHAHTHOCT Ha YypaBHEHHSTA HA AHHAMHKATA, OTHOCHO CMSHATA
Ha NPOH3BONHHTE HA 0606LIEHHTE KOOPAHHATH

Hue BuasxMe, ye ypaBHEHHSTAa Ha IBHXXEHHETO Ha eJHa XOJO-
HOMHA CHCTEMA, C ¢4, a2y -+~ Jir+++ s (HIA [g;]) KOOpAHHATH, ce Ha-
MHPaT KaTo Ce ThPCH MHHHMyMa Ha GYHKIHATa OT BTOpa CTeNeH

Ha [gi]: |
(1) ="2_'(T-3 7;0)—Q1"']‘l (i=1,2,.., s),

rneto 7 e KHHeTHYHAaTa €eHeprusi Ha cHcremata; 7/, e ¢yrknusTa 7,
pa3rsienaHa kato (yHKUHMS caMO Ha [¢;], £; W Q; e o6obuienara CcHJa,
T. e. koeduiHeHTa npen dJ¢; Ha H3pas3a, KOHTO naBa CyMaTa OT BHp-
TyaJqHdTe pabOTH Ha NaleHHTe CHJIH. YDaBHEHHiTa Ha JIBHXXEHHETO ca

npouee
oK

(2) _— = (l=l, 2,..., S).
aq[
CBoMcTBOTO HA YPaBHCHHATA HAa IOBHXEHHETO — Jia Ceé TBbPCH MH-
HAMYyMa Ha ('b}’HKU.HﬂTa K — no3Bossiea na ce H3BBpDUIH CJHAE€OHOTO Ipe-

o6pa3oBaHHe Ha THA ypaBReHHs. Hexa 3aMeHHM nmpou3BOIHHTE [¢;] Ha

KOOpIHHATHTEe [¢g;] C HOBHTE NMPOMEHJHBH [wg|, cBBpP3aHH C [¢;] ype3 pe-
JaLHHTE

3) él=bik wr+b; (i, k=1, 2,..., 9);
aKoO IOJIOXKUM

d L]
(4) wp="Tt=m  (k=1,2,...,5),
THS peJalliH Ce 3aMEHSIT C
@3') g1="bux pe+bs.
Axo croliHOCTHTE HA ¢;, NaJ€HH C PaBEHCTBATa:
(5) qi=bir wp+bu 0p by,

BHeceM BB pyHKuusita K|, nonyyasame nosara ¢ynkuus K,, KosaTo e oT
BTOpa CTeneH COpsMO [wg] HAH [ue]. ToraBa
0K, 0K, 0K 0q; 0K

Orn  Gan  Og Ows  Og ™
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oK
HO MOHeXe Bb3 OCHOBAa Ha (2) 0_ € paBHO Ha Hyna 3a BCAKO I, TO

q:
TpaHC(hOpMUpPaHUTE YpaBHEHHS Ha OBHXEHHETO ca:
(6) d[.(‘ =0 (HJIH a.K’=O) (k=1,2,..., ).
Owy Our

YpaBuenusata (2) u (6) umatr egua M cwwa ¢dopma; npouee Tpancdop-
MauusaTa (3) He H3MeHs ¢opmaTa Ha ypaBHEHHSITa Ha NBHXEHHETO. YpaB-
HeHHsTa (6) nox Ha3BaHHe ,YpaBHEMHS Ha AneJIs B HEXOJOHOMHBIX
KoopaHHaTax® ca maneHH H otr Jlo6poHpaBoB [6]

Heka cera HmMaMe eHa HEXOJIOHOMHA CHCTEMa C KOOPAHHATH :

Qs Qayevvs Gaysovs Qe (MM [@a))s Grats Grgzeeees Gise ooy Qs (=rtp (HIH
[g:]) ¥ Hexa HexonOHOMHHTE BPB3KH Cca HAJEHH C ypaBHEHHATA

(7) gr=8,aqa+a, [a=1,2,..., k; r=k+1, k+2,..., s(=k+p))].

Axo BbB dyHkuuaTa K 3amecTHM|[g,] CBC CTOHHOCTHTE HM H3UHC-
neHH ot (7), nonmyvyaBame ¢(yHKUHATA K);; YpPaBHEHHiTa Ha JBHXEHHETO
Ha HeXOJIOHOMHaTa CHCTeMa ca:

(8) 0{(, =0 HJIH d.—.K—[—-a.—l.(a,a=0 (a=1, 2,..., k).

aqa aqa aq"
. Ia npeo6GpasyBame THs ypaBHEHHs, KaTO 3aMeCTHM HE3aBHCHMHTE
[9.] c BOBHTE BesHuHHH [wj], cBBp3anu C [@.] Ype3 peianunTe

(9) ga=Capws+C, (@, B=1, 2,..., k).
Bb3 ocHoBa Ha THS penauus, ypasHenusTa (7) craBar:
(10) érzafa Caﬂ wﬁ+ara Cu+ar (f=k+l, k+2, .0 S).

Axo croitrocTHTe Ha [¢.] ¥ [g,], usuncaesnor (9) u (10), BHeCeM BBB
bymkuuara K, nonyuasame dyHxuusTa Kj, KOATO Ile 3aBHCH OT [wj].
Toraga

0K, 0K 0q. 0K dq, (0K 0K
= + —( — 4 —

oq. 04q,
OTTyKk BB3 OCHOBa Ha (8) mosyuaBame, ye npeo6pa3yBaHHTE YDaBHEHHS
Ha JIBHXXEHHETO HAa HEeXO0JIOHOMHATa CHCTeMa ca:

0
(11) Ky o (B=1, 2,... k),
aw,g

T 0 o — = a'a) Caﬂ;
Owg  0q, Owy 0q, Owg

Kouto ypaBHeHHs1 HMaT ¢opmaTa Ha (8).

Hue we upuaoxum ypaBhenusita (6) u (2), 3a n1a HaMepHM ypas-
HeHusita Ha Oilep 3a IABH)XEHHETO Ha TBBPIAO TAJNO C €JHA INOCTOSHHA
Touyka. KuHeTHYHaTa eHeprus Ha THJOTO e

T= 1 (Ap+Bg+Cr)

7 Hsmectma na MatemaTmueckns HHCTATYT, KH. 2
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K'BAETO
p=vysinfsing+06cosp, [ O0=pcosep—gsing,

(12) | g=wsinOcosp—bsing, § wsinb=psingp-gcose,
r=vcosf-+g, @ =r—cotg 0 (p sin p+g cos p).

3a cayuas ¢, ¢, ¢s ca braure 0, y, @; Bropara rpyna Ha (12) ca
ypaBHeHHsiTa (3), TaKa 9e w,, w, ws Ca p, ¢, r. Umame

T=App+ Bqq+Crr,
T=Ap+ By +Cr+App+ Bgg+Crr.

Ot dynkuusra 7 —3 T, L1e H3UMCJAHM CaMO uJeHa, KOHTO ChIABpka Cr.
Or (12) nmame

r=ycos0+p—phsing, r=—2y0sin0—0ysinb+. ..,
a or dynkuusra T HamHpame

oT or ..
or 98 0T

Torasa umensT or T—37,, KofiTo cbABpXka Cr, KaTto B3aeMeM
npen BMI BTOpaTa rpyna ypaBHeHHss Ha (12), me 6bae

Crr — 3Cr (—y0sin 8)=2Cr(—0y sin0+y 0sin8) =2 Cr(gp—pg).

[ouexe p, g, r 1 A, B, C urpasaT elHa H CblIa POJs BBB Bb-

npoca, TO 3a Na HamepuM uieHoBete B 1 — 37,, KOHTO cbaBbpxkar Ap
u Bq, TpsbBa na nmepMyTHpaMe KpbrOBO OT €f1HAa CTpaHa p, ¢, r, a OT
apyra A, B, C, uau Tpa6Ba Ja 3aMeCTHM IOCJEeNOBAaTENHO OCTa 02 C
0X H 0y. Hpoqee

13) T—3 To=Ap*+ Bq+Cri+2 Ap (rg—qr)+2 Bq (pr—rp)+

+2 Cr(gp—pq).
Ot npyra cTrpara ypaBHeHusnTa (4) 3a cayuyas ca

To= ..=Cr(—ysin6.0)+. ..

. du, - d .
(14) p=STt =i, g=SG =, r="r=pis,

KbJIETO OYeBHAHO e, 4ue du,, du,, dus, Ca eleMEHTapHHTe bIJIH, Ha
KOHTO Tpsi6Ba 12 33aB'BPTHM TSJIOTO OKOJO OCHTE CBBP3aHH C Hero, 3a
Ia ro ooseneM OT €IHO MOJIOXeHHe N0 eXHO 6e3kpaHHO ChCENHO IO-
JOXKeHHe, a du,, duy, dus — Ha ro AoBeneM N0 €IHO NPOH3IBOJHO
6e3kpaiHO CcbCenHO nosioxeHue. ToraBa

S (Xox+Y 8y+Z02) =L dus+Mdus+N dus,

KbAeTO BeauunnHre L, M, N ca Q,, Q,, Qs. [Tpouee

K= (Ap*+ Bg+Ci)+ Ap (rg—gi)+ Bg (pr—1p)+
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+Cr (gp—p4q)—(Lp +Bg-+Nr),
OTTYK CbriacHo (6) monyaaBaMe ypapHeHHsiTa Ba Ofaep.
AKO NpHJIOXHM ypaBHeHHATa (2) 3a @, TO HMaMe

OK 0Ky Op | OKi 0q 4 0K O _ i Apg+Brp—N=Do.
do op Oop dg Op or Odg
VpaBuenusirta (2), npunoxens 3a 6 U y, ca No-CJI0XKHH, HO 6e3MOKe3HO e
TAXHOTO H3UHCJEHHE.
Heka cera npHaoxum ypaBHeHusta (11), 3a ma H39HCAHM (PYHK-
uusata K;, H HaMEpDHM YPAaBHEHHATA Ha NBHXEHHETO Ha 06pbYa, KOHTO

ce TbpKana 6e3 jma ce xJab3ra BBPXY NOCTOSTHHaTa XOPH3OHTaJlHa paB-
HWHA fozn. [Ipekappame npe3 neHTbpa Ha Texecrtra G Ha oOpbya OCHTE
Gx,y:2,, ycnopenHd Ha TNOCTOSIHHHTE OCH ofn;, H ocute Gxyz, nedu-
HHpaHH Taka: (z e HOpMajnaTa Ha paBHHHaTa Ha 06pbua, Gx e HOp-
MajnaTa Ha paBHHHata 2,(Gz, H Haii-ceTHe (y e nepneHIHKYJAspEA Ha
paBHMHaTa 2z Gx. [lonupaTtesnnaTra Todka /m Ha o6pbuya C paBHHHATa fon
JIeXKH BBPXY OTpHIATesNHaTa nocoka Ha ocra (Gy. [lonoxennero ma 06-
ppua cnpsmo ocHre Qx,y,2, ce omnpeneins c wraure 06=(Gz,,G2),
v=(Gx,, Gx), p=(Gx, Gx’), kbaero (Gx’' e npaBa, HEH3MEHHO CBBP-
- -

3aHa ¢ o6pbya. Heka w 1 £ Ca CHOTBETHO POTAIIHOHHHTE BEKTODH Ha
o6pb4a H Ha KoopAHMHaTHaTa cHcTeMa Uxyz cnpsiMo Gx,y,2,; oue-
BHIHO HMaMe

- .- R - . . = - - -

w=0i+ysind j+(pcosbtp)k=pitqj+rk,

Q=0i+psinb j+wcosbk—=piitq Rk

Kuneruunata enepruss Ha o6pbua ce AaBa C PaBeHCTBOTO
1 -
T=5 (Mug+Ap*+Ag*+Cr),

raeto p=0, g=ysinb, r=y cos+p=R+¢.
Hmame :

T'=Muv,p,+ App+Agg+Crr,

T'=Mpo+Mve w6 + AP+ Cr+ A(pp+qq)+Crr,

raero
p=0, g=wsin0+y0Hcosd, g=2y0cos+0ycosd+-..,
r=ycos0—y0sinb+gp, r=—210sin0—0ypsinb+...;
. oT dq .. OT or- e
T°_70—q—_09'9+ E_WH—”'—AWPQ cos0—Cry0 sinf+. ,.
Torasa

7—3 To= Mt Ap?— Agi+Cr1+2 (AR—Cr) (pd — gp).
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O6pbubT e ce ThpKaas 6e3 na Ce xab3ra BhPXy PaBHHHAaTa foz, aKo
-—)

CKOpOCTTa 7, Ha M € HyJa:
— - - - - - - - -
(15) Un=vG +®AGm=0, T. e. vg=—wAGm=a(pk—ri).
3a na obpasysame ¢ynkuuara K; or K, Tps6Ba ma IBPKHM
CMeTKa Ha ypaBHeHHeTO (15) Ha HexO/JOHOMHaTa Bpb3Ka. HiMame

;a = %:a (p ;—}?)—}-a (p Qnk—r 5/\?)
=a(pk—ri—p? j+pqitrgk—rR j).
OTryk
oo =a* (p+1?)+2a* (pr—rp)g+. ..
[1pouee

T—8T,=(A+Ma?) p+Aq+(C+Ma*) +2 (AR—Cr) (pg— qp)+
+2a%q (rp—pr),

u 32 GyHkumATa K, KaTo paschbXKIaBaMe KaKTO MO-rope, moJydaBame:
1 . . . . .
Ki, = [(A+Ma) jpt A +(C+ Maz) 73-+2 (AR—C) (p — qp)

+2 Ma? (rp—pr))-—(Lp+ Mg+ Nr),
OTK'BZIETO HAMHpaMe YpaBHEHHETO Ha IBHXeHHeTO Ha o0pbua.

§ 3. Hamupane n06aBBYHHA 4YJIEH KbM YpaBHEHHATA Ha JlarpaHx,
NPHIOMEHH 33 HEXOJOHOMHA CHCTEMa

Heka uMaMe elHa HeXOJIOHOMHa MeXaHHYHA CHCTEMa, Te€OMETpHY-
HaTa KOH(DHrypauus Ha KOSITO ce onpenesss C S 0600IIEHH KOOPIHHATH
[9a] ¥ [g:]. xaTo 3a cbKpalieHHe B MHCAHETO C [gz] cMe O3HAYHJH

Gis Garevn Gur-vo o B C (@] — Grias Qryasevn Gieorn  Gryp=sp
H Heka MeXNy THS KOOPIHMHAaT:! CBIUECTBYBAaT p-re JHHEHHH Audepen-
IIHaJHH peJallHH

(1) dgi=aiadq.+a:dt umm qi=aiaqata; (i=k+1...., k+p(=59)).

Jla mpennosoXxuM, ye Te3W pesalMH He CbHUIECTBYBAT, T. €. 4e pasrjaex-
JlaMe CHCTEeMaTa KATO XOJIOHOMHa, H HeKa O3HauHM ¢ 7 KHHeTHYHaTa
eHeprusi Ha Tasi CHCTeMa, KOSITO eHeprus ule 6bae Qynkuus Ha [¢.),

(9., [9.), [qi]. t; o mpyra cTpama na osnaumm c T, dynkuusrta 7T, pas-
raexnana kato ¢byHkuus caMo Ha [q.), [¢:], £ U na nonoxHM

(2 R=%(7‘ —3 To),
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kaTo BBB Qysknuurel H 7T, 3amxbpxaMe CaMO YJEHOBETe, KOHTO Chb-

IBbpXaT [¢.] H [¢:). Ako BbB dyHKnHATa R 3aMecTHM[g;] cbCc CTOMHHO-
CTHTE HM, onpeneseHH oT (1), TO ce noayyaBa HoBa (QyHkuHsa R;.
Hue BHAsixme, ue ypaBHeHHMSiTa Ha NBHXXEHHETO Ha HEXOJOHOMHATa
CHCTEMa ca:
OR,

(3) — =1 (G=1, 2,. . oy k),
04,

oR, oR OR
= == o= = ia s Pa= a a e
s 2. + 97 a Qa+Q:ay;

ruero

Ia oanauum ¢ 7T ysknusta 7, KOraTO 3aMeCTHM B Hesi g; CbC
CTOAHOCTHTE MM, NagxeHd oT (l); ToraBa ¢yHknusra 7 — KHHETHUBATa

€HeprHsl Ha HEXOJOHOMHATA CHCTeMa — e Gbie dyHkuMsa Ha [q.],
[qa]t [qu. L.

Cera HHe uie HamMepHM n06aBbunHs uleH D,, koiTo TpaGBa na
npu6aBHM KbM JsBaTa 9aCcT Ha ypaBHeHHsATa Ha Jlarpanxk, 3a xa no-
g)ytmm yPaBHEHHSITA Ha JBHXEHHETO Ha HEXOJIOHOMHAaTa CHCTEMa MNojx

opmara

d oT
4 - 0 D P = 1’ 2, o o oy k g
(4) 7R dqc. + (a )
Ceoraaceo (3) u (4) Tpsa6Ba 3HaYH 1Oa H3YHCJIHM pPa3JHKaTa
(5) aR[ _ (i OT _ oT ) =Da.
0q. dt 0dq, 0q.

Tasn pasnmka e Hysna 3a xol0HOMBEa CHcreMa. [Ipu npecusaTanero Ha
q:yuxunu're R u R, 3anbppxame caMO UJeHOBETe, KOHTO CbABbpXKaT

[, [g4)-
dyukuuara R, nanena c (2), ce necuo npecmara. Mmame:

oTr .. or - oT oT

T= 5. gat 5 7+ o g+ R
=d::—§ﬂil‘a'q.ﬂ+2 dj:gtzqaq‘_‘_aq;g[] g:4-+2 % gq,g 959 +
+2 azgq, étha+232:£q Ga qrt+2 ajr; grqi+2 a‘i'ar— gt

+2£’arc}, 9t gqr Gt q,+

To=m— g(; dut+2T dq 'z-l-at» To= gqi a+aq gt .
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T . 0T - 0T oT \ .-
(az;., 00, T o500 " oot oa. )q"+
oT - 0T - 02T oT \ -
: +— qr+ . - )q .
(aQI 0q5 el dq, dq, 0(]( at dq, !
OTTyk nonywapame
aR/ T .. o:T -. 0T - o:T
7 — = — — QpF+——Gi+————a —=s
D Gg. ~ 04.04, " 0408, " 34,04, 54: 94,
oor . T . 0T oT
T S2e00, “ " 5q.00: " T ogeot o,
( T . n T . aT ar)a
09:0q, 9 99:9q, e ogiot  og;)
Ot apyra crpaHa OT paBeHCTBaTa
oT T , oT T _ oT | oT 9
: 0 + — Qta ) = -+ C q:
aqa aqa aql aqﬂ aqa aql aq“

HaMHpaMe
d oT oT or - 0T

8 —_—— = = —
®) dt dq. 0q. 0q.0q; La 09.9q,

o:r - T - 0T
09499, 9wt 04.0q; ot 0g. 0t +

o°r .- 0T . oT - o:T - 0T

s — g — +— ,—'—.)a¢.+
(dq, 0q, 76t 0q:0q, 7 0q:9q; 7 0q:0q, e dq; ot f
or . _or _oT 0q:

- fa ™ - 5= ¢
9q: 04,  9q: 04
ToraBa ot (7) n (8) nonyuasame
(9) Da='g'1( aq[ —éla) - '—alala

0q; \0q, (7]
H YDaBHEHHSITA Ha N BHXXEHHETO Ha HEXONOHOMHAaTa CHCTeMa ca:
d 0T oT , orT (dc}, : ) oT
—_— = : —ay, =P,.
(10) dt 0q, 0q. + dq: \dq., f
Heka cera nazemM Ha mo6aBbunusi usen D, apyra ¢opma, B KOSTO

na ¢urypupa yukuusTa 7, KaTO NONyCKaMe, ue MONOXEHHTE BPb3KH
Ha CHCTeMaTa He 3aBHCAT OT £, T. e, 9e

9+

-+

(11) dqi=a;,dq, WK §;=0oqa.
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ToraBa ot (7) umame

0T 0T o:T oxT .
12 = =( s - ; —a - — Q;q ; = aaa,)
(12) 3a. 93. 0q,;+ 93. 00 15+ 9 00 + 9. 04, 1a @rp ) Qs+

+Na=Maﬁ q.ﬂ+Na ’

rmero N, ce CbCTOM OT Te3n chGupaeMu B H3pasa Ha OR,/dq., KOHTO
He CBABPXKAT BTOPHTE MPOH3BOXRH HA KOOPHHHATHTE.

Toht kato 7 e dyskunsa Ha [q.), [9.] u [g)], To paBencrsoro (8)
ce 3aMeHs C

da 0T _ oT 0T - T - oT . of

= —qs+ — - —
dt 07, 0q. 0q.0q; " 94.0a5 " 0qadq: "' oq.
[Tonexe
02T 0 (0T @ (0T , oT
0 — = s ( )= 0 ( — + : dla)zMap,
09.0qs  0qp \0g./ O0gp \0q.  Oqu
TO 3a n00aBbuHMSA ujeH [, mojnyuaBame
T - oT .  oT
(13) D,=N,—— — —aq+
09494, o 0q.0q; 99

Hspassr Ba D, MOXe ja Cce npeIACTaBH B APYT BHI, KaTO Ce H3NOJA3yBa
YPaBHEHHETO

T=Paqcn

KoeTo H3pa3siBa TeopeMaTa 3a XHBara cusa. Ml HaucTHHa3, OT TOBa ypasB-
HeHHe, KAaTO B3eMeM NOJ BHHMaHue YypaBHeHuaTa (3) u (12), moay-
YaBaMe

oT - oT - oT . O0R, - .. .
14 S = ga=Map §p GatNagas
(14) oa, qﬂ+aq dat —— o0 1= a0, 7 8989 q
HO JIECHO e fa ce BHIH, Ye
oT
_=Maﬁq;'l'
99
H nauctuna T e xpanparna dopma ma [q.), [g:), ToraBa odeBuzHO e, e
1< T - - T - . 0T -
(55 e+ 2 T Ga i+ e 0is);
-2 \0q,0q, 9=z 0q9. 0q; Tt 0q;0q,

OTTYK Bb3 OCHOBa Ha (11) umame:

- 1 .o oT .
T=—Myq.9s w ——=Mqsqa
2 0q;
H paBeHCTBOTO (14) craBa
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oT - oT -
dqa a+ aq ql N qa°

Ha ToBa paBeHCTBO B3eMaMe 4YaCTHHTE NPOH3BOJHH CIIPSAMO g, H
nosiygaBame

N, - T - oT T . , oT
(15) N +—2L gy=—-—gq+ + — q: + Gt s
07, *” 04,04, " 0q. " 0q.0q " o
OTTYK cToitnocrra Ha NN, BHacsAMe B (13) H uauupame
D= — 0Ny - a5
94 dq dq:

3abenescka: Ypasuenusara (10) morat aa ce npeo6pasyBaT B
apyra ¢opma. Ako o3HauuMm c 7, dyukuusara 7, pasrinenana kato GyHk-
IIHA caMo Ha [g;], kbaeTo ¢; ce onpexenas ot (1), To

(16) 0T, 0T 9dq; OT o o, _ oT aq; .
0q. 0q: 0g. O0q; = 0q. 04 0qa’
KaTo JAepHBHDaMe CIpsiMo ! nbpBOTO pPaBEHCTBO, MOJy4YaBame
(17) O =L 0T _d OT
dq, dt 6qa dt dq;

Or npyra crpaHa na o3HayHM ¢ Ri,1 Oynxumsara R, pasrienana
KaTo GyHKOUS Camo Ha [g;], raero ¢; ce mxasat cbuo ot (1), To

(18) 61?1.1 _ 6{? d_qg _ df? aia_(_d_ﬂ_ BT) -

aq, dq; 0q, Odq; dt 0q; d9q:
NOHEXe 32 XOJOHOMHAa CHCTeMa
OR _d 0T oT

dq; dt 0 Oq;
Torasa cvraacuo (16), (17) u (18) ypasmenusita (10) craBar

4 o 0T  oTi 4 dTi  ORu.:_p

dt dq. dq. Oq. dt dq. aq.

§ 4. Ilpyra HoBa ¢opMa Ha ypaBHEHHATA HA ABHMEHHETO HA HEXOJOHOMHA
MEXaHHYHa CHCTEMAa

Hexa namepum cera xakea ¢opma npueMaT ypaBHEHHATa Ha IBH-
MEHHETO HA HEXOJOHOMHaTa CHCTeMa, ako BMecTo (¢ynknuaTa R =

= -—12—(7" —3 7,) ppBeneM dyHKuusTa
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raero nox 7 ce moxapasGHpa npeoGpa3yBaHaTa KHHETHYECKa €HEPrHsi
Ha CHCTeMaTa C YPaBHCHHATa HAa HEXOJOHOMHHTE BPb3KH

Q)  qi=aGng.tar (a=1,2 ..., k; i=k+1, k4+2..., k+p),

a T, e yskuusara 7, pasriemaHa KaTo (QYHKIHS CaMO Ha KOOPIHHA-
THTe [q.), [¢:], {, HO He Ha CKOpOCTHTe.

Hue namepuxme, ue ypaBHEHHATa HA ABH)XXEHHETO HA HEXOJOHOM-
HaTa CHCTEeMa ca:

OR,
0qq

=Pa (a=1, 2,..., k),

KblreTo R, e dyuxkuusra R, B KOSTO CMe 3aMeCTiJiH [g;] CbC CTOIHO-
CTHTE HM, ONpeneseHH oT (2).

3a na HaMepHM HOBaTa (opMa Ha Ka3aHWTE ypPaBHEHHs, HHe Lue
H34YHCJIHM Pa3aHKaTa

@) OR, O0R

=D,

dija B 6q,,

H ToraBa TbpCEHHTE YpaBHEHHs 3a JBHXEHHETO Ha HEXO0JJOHOMHATAa
CHCTEMA Ca:

4) :f +D.=P.  (@=1,2... k.
Hamepuxme no-rope, ue
R——(T—3To)—?(aj:§‘.]ﬁqa ,+25;—:gaqa i+ 20 qf'dk)+
(?a‘qi;q—, %+ azg@ 7+ aﬁiﬁ} T)"
] + (a;a; 98t aéz’;:;k gt aq,at )
O 38 = s e
+ 0::2' (asp gp-tar) + agj.;q Wt 0::241 a+ d?ardt B gqi +
+[ aj, ooy (@ drtant qu . 9s +-5§qu qet az:gt - g{;]ah.

Ot npyra crpaHa, KaTo B3eMeM MpeJ BHJ, ue T e &ynxuus Ha
lqa] [a), [gi), ¢, To 3a dynxumara R, nanena c (1), nonyuaBame:
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1 0T

R=—(T —3Ty) = .
2( 0) 5 33.04, —gsqat
+(d=T 7 T . azr_ar_aTa).-
03.9g, T oq.0a: I ag.ot  og. g )9
OTrA€eTo
©) OR _ _oT i 0T dat o:T o #T oT oT
0. 09.0gs ' 0qu0qs ' 09.0q; = 0g.0t 0q. Oq
HO aKO OT pPaBE€HCTBOTO
oT oT , oT
— = — — Qq
9g.a 0qa+ o9
H3YHCJIHM _ _ _ _
T »T »T #T
09.0q;  0q.0q, 0g.0q;  0q.0t
To (6) npuema BHIAa
oR 0T 0T o:T 0T .
(7) ..=<..+..aJ—..aa+..aaa)q+
0g. \0q.0q;  09.0q; ' 0q:0q;  0gi0g. - 17"
T (02],- 0q; - aq',-) 0T - 0T . 0T 0T
95.09:00, 7 3.9 T ot ) T 5,00, T og.00 7 T 35,0t oq.
0T (aq,, 0qr - . Oqx 0T - T - 0T
LG+ gt +.]aa—
[dqiaqk dqﬂq aq, ot dq,dqﬁqﬁ dqlquqk dq,0t ‘
C)T 17} T(d Qiq ° daia . da,a
-——aa
ag: * 09:\dg, % +qu wt ot )
B KO€TO
)
aq’qﬂ+ L qk+ at ‘=ay qptas,
0 0 oc .. .
ogk ﬂ+ qk qtk =akﬂqﬁ+akv
aala aala aaia

=Qja)

aqﬂ qﬂ+ qu qk+ ot

or _ oT _ 0T g, OT _ oT , OT 94,
dq. 0dq. 9q; 0q. 0q: 0q: Oqx Og;
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ToraBa pasexcrsoro (3) BB3 ocHoBa Ha (7) H (5) mpuema BHAa
= 0T (dq, , 0q, - oT(dq; - aT
(8) Da= : ( + a'a_at'a) < —a a) a+-—
04,\0g, ' Ogqx 0gi\dg. 0g: “ 0q:

3’ YpaBHeHHATa 3a JABHXeHHeTO (4) Ha HEXO0JOHOMHAaTa CHCTEMa B3eMaT
opMara

C))

oR ar(aé,_d,) or . 9T . _p
0q. ' 0gq;\og. ) og " og "

AKO CpaBHHM Te3H ypaBHEHMs] C HaMepEHHTE [O0-paHO ypaBHeHHs [§ 3,
ypaBhenue (10)]

d oT 0T | oT (dd,- : ) oT
- — Qiq ‘———ala“‘Pav
dt c)q,, dqa Jq; \0q, d9q;
HamHpame, ye
(10) d oT _oT oT . — ‘a.(e _
dt dq. 0q. g 0q.

Axo ¢ynxiHsaTa 7T He 3aBHCH OT [g:], nonyuaBame
d 0T  oT _ 9dR
dt aqa dqa aé.a
H ypaBHEHHSITAa Ha JBH)KEHHETO Ha HEXOJIOHOMHATa CHCTeMa e GbAaT

(11) aR + 9T (a"‘ —é,-a) =P,
dq; 0q.
HJIH
ar) d oT oT <aqz _ dz.) —P,.
dt 0q. dqa 0g: \ 0q.

Axo T me 3aBHCH OT [¢:] m axo ocBer TOBa B penauuHTe (1) Be-

MHIMHUTE Q; CA HYAHW, T. €. §;=&;aJa, TO BTOpOTO YypaBHenue (11°)
npuema ¢opmara

d 0T  oT (aaf, 6%)-
T -_ q =Pa )
dt dq. 9q. + 0g: \0q.  0gg ’

Ranena or Yanawruu [6).

[Ipu T03H uacren cayuait (7 He 3aBucH OT [g;]) Za NpPEANOIOXKHM,
4e ypaBHeHHATa (2) Ha AudepeHlHaJBHTE BPb3KH HMAaT BHIA

. d
(12) qi= gg‘ (Ia+ QI » T. € QI=QI([qa]’ t),
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TOraBa CHCTeMara e XosoHoMHa. [lonexe a;,=0q;/0q., a;=0q;/0t, TO

o . _ q . 0% q: 2q - *q;
3g. ~ %= =3g,0q. 9T Gfoq. ~ 9q.0q, 9 g.ot ~°

H ypaBHeHusita (11) 3a XOJOHOMHAa CHCTeMa NpHEMAaT BHIA
dR d oT 0T

(13) —=P, uwmu — — — ——=PF,,
0q. dt 909, 0q.
Or ypaBHenusra (11) u (13) u3Baxkname CJIeIHOTO BaXXHO ciael-
CTBHE: aKO HMaMe JB€ MAaTepHAaJHH CHCTEMH — eJHaTa HeXOJOHOMHA,

a Jpyrarta XOJJOHOMHa, KOHTO HMaT €IJHAa H CHMNAa KHHETHYHA

edeprua 7T u exdau cbma ¢yHKuHs R H Ha KOHTO AeHCTBYBaT € IHH
H CBIIH CHJH, TO YPaBHEHHATa Ha ABHXKEHHETO HA THA CHCTEMH Ca
pasauuynHu. JlokaTo 3a xo/soHOMHara cucteMa ¢yHkndure 77 H R ca
JOCTaTbYHH, 32 Jla MOraTr Jla Ce HallHIUAT YPaBHEHHATAa Ha JBHXXEHHETO,
THS (DYHKIIHH 32 HEXOJOHOMHAaTa CHCTeMa He Ca JOCTAaTbYHH.

3a enHa HEXOJOHOMHA cHcTeMa NH(depeBIHaJHHTE PeJalHH MeXIy
KOOpIMHAaTHTE He ca OT BHAa (12); Te ca namenmd Cc paBeHCTBara (2),
HalHCaHH MOJ BHJIA

dqi=a;, dq.+a;dt (i=k+1, k42,..., 2+p),

KbAeTo dq; He e nbaeH audepernuan Ha HAKOs (QYHKIUHA OT [q.), L.
[Ipn TO3H cayuaii, 3a na 6bae

5a="_7(0‘1' - [z,a)
aqi aqa

HyJa 3a HSKOS KOODAHHATA ¢,, TpA6GBa Hanpumep: 1) dyukuusra 7
la He CbABpXaA [¢;] ¥ 2) ma ca NpoBepeHHd YCJOBHATA

o _ - _
an — Qia =0
3a i=k+1, k4+2,..., k+p; Tean ycaoBus, CHIJIaCHO Ka3aHOTO NO-TOPE,

6Hxa ce H3N'BJIHHAH, aKko audepeHNHaJuHTe peaaluH (2) ca OT BHIA

. d . . . .
Q=7 f1(qa ) F@1(t, gusevns Qusy Gur s Qa5 Gu s o1 Gty Gatase e T,

T. €. aKko dq; 3a i=k+1, k+2,..., R+p Moxe na ce npencraBH Nnox
dopmara Ha enun nbaeH AddepeHuHan Ha HAKOS QYHKUHMS f; OT [qa)s 2

C enHH N06aBbueH uJeH, KOATO Ha He CBABPKA (a, fa-

AKO Te3H yC/JOBHA Ca H3NhiHeHu, D,=0 H ypaBHEHHeTO Ha IBH-
XeHHeTO 3a KOOpAHHaTaTa ¢, Ce nmaBa c (13).
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§ 5. HHBapHAHTHOCT Ha YpaBHEHHATA HAa JHHAMHKATA OTHOCHO CMSIHaTa Ha
NPOMEHJHBOTO HE3aBHCHMO t mpH Caydasd, KOrato CHJIHTE MPOH3XOXKAAT OT
¢ynkunara U. TeoJe3HIHH JNHHHH

Heka ¢., q2,¢.., Qiy..., qs (unu [g;]) ca KOOpAHHATHTE Ha eJNlHA
XOJOHOMHA CHCTeMa, MOAYHHEHA HAa NOCTOSIHHH BP'b3KH H HAa CHJH,

ﬁ
npousxoxaamd ot ¢ymkuusita Ha cuan U, u Hcka M e BeKTOpHara
KOOpJHHaTa Ha elnHa KOs Aa e Touka M oT cucreMara. AKO MNOJIOXHM

- -
2 oM oM
0q: 0qi
TO HHTErpaj’bT Ha XXHBHTE CHJIH

1

r=+

Il

=y
- - 2 )
Emvi=U+#h (v=M=a—M-q;-)
dq,-
npHeMa BHIA

1 oM oM 1
(1) TE?Zmd_q,- 97x g =5 gnqiqx=U-+h.

Heka or 7 u U o6pasyBame ¢yHKIUHATA
@) K=a (T —3T) -0,

kbaero 7, e ¢ymkuuara 7, pasrvienaHa kKato GyHKUHS camo Ha [q].
Hmame

0w - - -
(Z;: qiqrqgr,

. .o 1
T=g:.q:q: + 5

e Ogix 1 0gr
T—gu;q«q;“"(g aqr 2 0(] )‘h‘]rfh-f-

oT - _1 dgk, .
T°_dq q1+ =5 0q; qr qut+

2 K=?(T—3 To)—U=‘2— gixqr qr + lkirl‘h qrqi_a_qiqi°
Hue Bunsixme, tie ypaBHCHHSITa Ha IBHXXEHHETO Ha CHCTeMaTa Ca:

J oU
K_glqu+| kel ge g — ——=0 (i=1, 2,..., 3).

3
3) o o0

Enno oT Teau ypaBHeHHs MOXe na 6bne 3aMeHeHo C HHTerpaia (1) ma
JXHBHTE CHJIH, NOHEXe

oK - 1 oge - - 0oU-. d
— ;=g + — 4 ,qi — — qi=— (T—=U)=0.
6q1 41 ngk q: 2 dg, qrqrqu 3. q at
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Heka cera npeo6pasyBame ypaBHesusiTa (3), KaTO 3aMeCTHM B TAX He-
3aBHCHMAaTa NPOMEHJHBA [ C HOBaTa HE3aBHCHMa NPOMEHJHBA o, CHI/IaCHO

penanusaTa

do
(4) —F=2U+2".
AKo 3a CbKpalleHHe B NMHCaHeTO nojaoxuM 2U-+-2 k=N, uMame
— dqi da - ’ ". aN
(5) qi=—- Wqu[’ qi= +N aq, q,9;
H HHTerpanabT (1) Ha XKHBHUTE CHJIH NpHeMa BHIA
(6) Ngiqg:q,=1 nmu QU 2k)girq;q,=1.
Heka nonoxum
1 ’ ’
(7 Ni=5Nguq,q=%5

Or npyra crpaHa, Bb3 OCHOBa Ha (39) dynkuusita K crtaBa

— N 1 w o ko aN_ ,,__ldN,,
K=Ns K, N’[?Ng:qu4,~+[<N|ts+0_qrglk)qqu ﬁ/(_)—q—‘]qi}’

OTK'BJIETO, KaTO H3nona3yBame (6), umame

” r aN I aN v 1
8) K.= Ng,qu q; +[N|”.- I-I-a—qrg,-k— 5 d—qig,k]q,‘q, q;

[Toxexe ¢yuxnuara K ce o6pasyBa or K, Bb3 OCHOBa Ha (5), TO

IR 9K 0K g, _ ok
aq; aq; dg, 99; aq,

OTTYK, B3eMmailkM mnpex BuI, cbraacho (3), ue 0K/0gq,=0 3a BcsKo r

nojydasame, 4ye npeoGpasyBaHm‘e YpaBHE€HHH HA ABHXEHHETO HA XO0OJ/IO-
HOMHATa CHCTeMa Ca:

oK, g ON LN Y
(9) aq//'—' Nglkq [N| I+ d 8ix — ? oq‘ gfk Qer—O:

N2,

kato npu6aBdM KbM TAX H ypasHeHHero (4). H Tyk enHo or ypaBue-
Husita (9) MoXe JXa Ccc 3aMeHH C MbpBHA HHTerpan (7), 3amorTo

oK, 1 d(Ngu) ar, _
dq” q;=Ngirqy q; + “oq, 9.9, 9; 7--0 .

[Tpouee, ypaBienusita Ha JABHXeHHeTO (3) Ca HUBapHAaHTHH, OTHOCHO npe-
o6pa3yBaHeTO (4).

Hue ure mokawxewm, ue ¢yunkuuara K, ce ob6pasysa OT HHTerpana
(/) no cbuMag HaudH, No KOHTO ce oOpa3yBa ¢yHkuusta K OT HATE-
rpana (1) Ha XXHBHTE CHJH, Taka ye
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1 (4 (4
Kl=—2—(T; _3 T;,O)'

nonexe U]=0. W uaucTHHa, KaTO C€ H3UHMCJAAT NpPOH3BOAHHTE 7, H

1
4
T;‘o , HaMHpame

__1 " o a(Nglk) L a(Ngkr) ' om
(10) Kx—?Ngiqu qi+[—Tqr—— 2 o7 9.9,.9;

H OYEeBHIHO e, ue jpBaTa H3pasa Ha K,, naxenH c (8) u (10), ca Tox-
mecrBeHH. ToraBa, 3a nma HaMdIIeM HanpaBo NpeoOpa3yBaHHTe YpaB-
HEeHHS Ha JBH)XXEHHETO, IIOCTblIBaMeé TaKa: OT HHTerpaja Ha XHBHTE
cunu (1) o6pasyBame unrerpana (7), a or Hero ¢yHkiuuaTta K,, nagesa
¢ (10), n ypaBHeHHsITA Ha JABHXeHueTo ca (9), 3aegHo c (4).

Heka npenmonoxum cera, ye CHCTeMaTa € MOJAYHHEHAa Ha HOBH IO-
CTOSSHHH BpP'B3KH, KOHTO AaHaJHTHYHO Ce H3pa3fiBaT CbC CJEIHHTE IH-

depeHNUaNAH peJNallHH MeXNY KOOPIAHHATHTE H 1, (aseev Jarees Qa
(1 [ga])s Qat1s Qryaseess Gryennn @s (MAH [g/]):
(11) gr=8raqga (r=k+1,..., s; a=1, 2,..., k);

TOraBa CHCTeMaTa CTaBa HeXOJOHOMHa. Ako 3aMecTuM B K Beau-

unnHTe (g,] CBC CTOMHOCTHTE MM, onpenenenu ot (11), noaywaBame pyHk-
nuaTa K; H HHe BHISIXMe, Ye yDaBHEHHSATa Ha JBHXKEHHETO Ha HEXOJOo-
HOMHaTa CHCTeMa Ca:

(12)

0K,
=0 (a=1, 2,..., k).

2q.

[Tonexe ot (5) mmame ¢;=Ng;, 10 ypaBHeHusTa (11) Ha HeXONOHOM-

HHTe BPb3KH He H3MeHAT ¢dopmMaTa CH, KOraTo 3aMeCcTHM ! C ¢; TOraBa

TEe3H ypaBHeHHsI B3eMaT BHIa

’

(13) q.=8,.q, q/=8r.q] +a.q,

H npeo6pasyBaHHTe ypaBHEHHUsS Ha JBHXEHHETO Ha HEXOJOHOMHATa CH-
cTeMa ca:

aKll 0K, oK,
(]4) aq” = aq” + aq” Qraq

a a r

=0,

raetro K, ce no6uBa ot K,, KOraTo 3aMecTHM [g,] CbC CTOHHOCTHTE MM,

nanend ot (13). [Ipouee ypasHenusita Ha asuxkendero (12) 3amasBar
dopMara cH, T. e. Te ca ChILO HMHBaPHAHTHH, OTHOCHO mnpeo6Gpa3ysa-
HeTto (4).

Teodesuunu aunuu. Heka KOOPAHMHATHTE ¢i, (ay -+ Giyeer, §s (HIH
[g:]) na enmma xosoHOMHa cucTeMa pasrnefaMe KaTo KOOPAHHATH Ha
€IHa TOyka P B NPOCTPAHCTBO CHC § H3MEpPeHHE W HEKa Ha CHCTeMaTa
Ila He meiicTBYBa HHKaKBa 1a/IeHa CH/a, TOraBa TPAEKTOPHHTE, KOHTO ONHCBA
TOykata P, ca reone3ddHH JIHEMH, KaTO Pa3lIHpsiBAME TOBa HME, NaJIeHO
Ha KpHBHTE, KOHTO OMNHUCBA BBbPXYy HIeanTua rjJagkKa MOBBbPXHHHA €JHA
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TOUKa, BbPXy KOSITO He € IPHJIOXE€HA HHKaKBa HalleHa CHJA, a ce JBHXH
caMO nox HeHCT3UETO Ha peaKlUHsiTa Ha uaeajHaTta BPb3Ka.

Hue Moxem na kaxeM, ue JBHXEHHETO HA MEXaHHYHATa CHCTeMa
C KOOPIHHATH [¢;] ce H306pa3siBa C JBHXEHHETO HAa TOYKA B MPOCTPaH-
CTBOTO CbC S-AMMEH3HOHAJIHa MeTpHKa

ds?=g;,dq; dqy.

[Tonexe cucremMaTa ce nBHXH 6e3 IeHCTBHETO Ha NANEHH CHJH,
T. e. U=0, toraBa usobpassiBaujaTa s TOYKa Ile Ce ABHXH [0 reoje-
3HYHa JHHHSA H OT (6) HMaMme

do?=2h ds?,
a uHTerpansT (7) npueMa BHIA
1 . 1
(15) T1=?gt‘kq,-qk ='§'

rIeTo cera MpPOM3BOJAHHTE Ha [g;] ca B3eTH OTHOCHO S. Pyukuuara K,
H3yucaena ot (15), ce maBa ¢ paBeHCTBOTO

1 7 v/ 1 g rNa a a”
K,=—2—(T1 -3 T1'0)=7g1k 9. 9+ 1% 4,9, 9;

¥ audepeHIHaJIHHTEe YpaBHEHHS Ha TreOJe3HUHHTE JHHHH B XOJOHOM-
HOTO NPOCTPAHCTBO Ca:

aK ¥/ ’ ’ 2
W,‘,:g,-qu'—l—lk,-’lq,qr=0 (l=l, 2,..., S).
AKo cera mpexnnosoXHM, Ye MNPOCTPAHCTBOTO € HEXOJOHOMHO, T. €. ue
MeXNy KOODIHHATHTE i, (2s.5., Qare-ws Q& (HIH [§al); Qrars Grga,ees
Grs-es Qrip=s) (Mau [g,]) HA ToukaTa P cwmecTsyBaT p audepen-

IIHAaJIHH CBbOTHOUWCHHSA
q; =0ra q:', (r=k+1, k42,..., k4-p(=Y9)),

To maudepeHUHATHHTe YpaBHEHHS Ha reoJe3UYHHTE JHHHH B TOBa INpO-
CTPaHCTBO ca:

0K,, 0K, 0K, o ,
dq// - 0qu + 0q" ara_ ’ (],—araq .

a
a a r

[Ipouee B pe3iome, 3a N1a HaMEPHM reOJ€3HUYHHTE JIHHHH Ha KBa-
apatHata dopma

ds*=guidqrdq; (i, k=1, 2,..., 9),

TO o6pa3yBaMe CH OT Hesl (DyHKUHSATA

1 . 1
T1=-2—gmq,.qk =3
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H OoT Ta3n ¢yHkuus obpasyBaMe (yHKUHATA
Pag I 1 U
(10) Kl:'?(Tx -3 Tx.o)’

kbaero T,, e pynkuuara 7,, pasrienana kato ¢yHKIHs camo Ha [qi];
TOraBa ypasHeHHSATa Ha reoNe3UYHHTE JIMHHH Ca:

K . .
W—O (l—l, 2,... S).

1

Ako mBK HCKaMe 1a HaMepHM TreOJe3HYHHTE JHHHHM Ha CbllaTa
KBajapatHa hopma ds?, HaMHCaHH NOJ BHIA

ds?=gap dq, dq,8+2 Sam an dqm—+ELrm dq,dqm,

a, =1, 2 ., k; r, m=k+1,..., s=k+p, xorato Mexny uaudepen-
uuasure [aq,] ¥ [dq,] Ha KoopmuuaTHTe [¢,] U [¢,] HAa ToukaTta P, cb-
L1eCTBYBAaT peJalHuTe

(17) dq,=aradq., UMM ¢, =a,.q.,

KOMTO ca HeHHTerpyemH, To or dyukuusta K, nazmena c (16), cu obpa-
3ysame ¢yukuusata K, [kaTto samecTuM [g,] B K, CbC CTOHHOCTHTE HM,

onpeneneHd ot (17)] v ypaBHeHHsiTa Ha reOJ€3HYHHTE JIHHHH Ca:

——1=0 (a=1, 2,..., k),
KbM KOHTO Npub6aBsiMe H ypaBHeHusta (17).

§ 6. HoBo noxasaresCcTBo HAa NMPHHIHNA HA HaH-MaNKOTO AeHCTBHE

Heka uMame emHa XOJOHOMHAa MeXaHHYHa CHCTeMa, reOMEeTpHuYHaTa
KOHGHrypalHsi Ha KOSITO Ceé onpelesH OT 0606lLieHHTe KOOPIAHHATH ¢,
Gaseeey Qiye.., s (MM [g;]), M HEKa cHcTEMAaTa € MNOMYHHEHAa Ha Io-
CTOSIHHH BpP'b3KH H Ha Ja/I€HH CHJH, KOHTO NMPOM3X0XJaT OT (QyHKUHsTa

_>
Ha cuan U. Ako M e BeKTOpHaTa KOOpJAHHATAa Ha €1Ha KO Jla € TOuYKa
- =

M ot cucremaTta CbC CKOpPOCT v=2AV], TO HHTErpaja Ha XHBHTE CHAH Ce
JlaBa ¢ PaBeHCTBOTO:

—
(1) T=L sman-L ngqﬂi %;_”;q,;,k:uM,

¢

m|-—-

raeto £ e KOHCTAHTaTa Ha TO3H HHTErpas-,.
B § 1 HHe nokxa3axme, uye YpaBHEHHATA Ha JBHXEHHETO Ha XOJO-
HOMHaTta MeéXaHHYHa CHCTEMAa MOraTr Jna Ce HalHIIaT BBbB (bopma'ra
oK
——=0,
0q,-

8 Hspectns na MaTemaTHuECKHS MHCTNTYT, KH. 2
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raeTo

K=-;—(7‘ —37)—U,

T e KMHETHUHAaTa eHeprus Ha cucreMmarta, pynkuusta 7, e DyHKUHATA
T, pasrnenana xato (yHKuMs caMo Ha KoopmusaThte [g4, a ckopo-

CTHTE [q,] ca bukcupann. Heka usuyucanm ¢dysHkuuara K 4 jna HandmeMm
yPpaBHeHHsiTa Ha nBHxeHHeTo. MMame:

oM oM - oM o*M

T—— > m— oq‘ oq thth-l— >m 041 dq dq qiqr Qr:
y oM oM -
T=2m dqz dq Qk i +
oM M oM M
25 .Y Y P
+( m 0q; 0q,0q, +32m aq, dqlqu)qkq 9
. oM M
To =2m 54, Ogrog; 1+t
) 1 oM oM - oM o2 M oU
(2) K=-2m 6q A qk q: + (2‘ m 9ai g 04, Grqr — _ti—q:> gi +-...,
— -
0K oM oM - oM 2 M oU
3 =2m—— — 2m r——=20.
©) 0q: 0q: 0qx 9t 0q; 0g,0q, x4 0q;

B § 5 uue npeobpasyBaxme ypasHeHueTo (3), KaTo BMeCTO Npo-
M@HJIHBATa He3aBHCHMAa [, BbBeJlOXMe HOBAa HE3aBHCHMa [IPDOMEHJIHBA ¢
C NOMOIKTAa Ha peJalHsTa

(4) ‘;‘t’ =2U + 2.

Hue cera wie nokaxe\, 4ye ypaBHeHHATa (3), ciead npeobpa3yBa-
Hero UM C (4), u3pa3gsar dakra, ye 3a peaJHOTO ABHKEHHE Ha CHCTe-
MaTa HHTerpanbhT

P - o
(5) ]=>fz"de fz.mv?dt—IfQTdt--f(Q U-2 k) at

JIOCTHra MHHAMYMa 3 CPaBHCHHE C BCMUKH JpYrd ABHXKEHHs, IpeMecT-
Balld CHCreMaTa OT MOJ0XEHHeTO P, B mnJjoxeHHeTo P, U NPOH3JIH-
3alld C eqHO H CbUIO 3HAa4YeHUE HA KOH'TaHTHATA A.

To3n wuuHTerpaa, npeacrasisisaul ToTasHaTa paboTa Ha KoJjHde-
CTBOTO Ha JNBH)KEHHETO Ha CHCTemaTa, Ce HapHya AelfCTBHE Ha CH-
cTeMaTa MeXAa- JBeTe W nojaoxeuua P, u P,.
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3a ga nokaxkeM TOBa CBOWCTBO Ha ypaBHEHHSITAa Ha JBHXXEHHETO,
HHe BDb3 OCHOBa Ha peJauusata (4) me naneM Ipyr BHI Ha ReHCTBHETO
/ Ha cucremara. PaBeHCTBOTO (4) MOXKe QXa Ce HanHIue BbB BHIa

da

=V2U+2rYV2U + 2%

HJIH, C’bI/IaCHO (1 )

P —— .
& =V2UT2RY 3m o ‘Wq,qk,

d 041 oq+

OTr1eTo
oM oM
6 do*=QR U+ 2h)Zm ——daq;d
( ) o ( + ) 0q‘ qu qi qk
H
dM dM .o

(7 QU+ 2h) 3m 5o S0 g4, =1,

rAETO NPOH3BOJHHTE Ca B3€TH OTHOCHO o.
Ha ocnosanue (4) u (5) meficTsdero Ha CHCTeMaTa NpHeMa BHAa

P, a, a, -—> -3
oo = o oM oM ,
(5') I_F!Q‘vadM_!do—;[(zU-{—Qh)Zmdq g, Yiaido;

TO € MUHHMYM 3a PeaJIJHOTO IBHXKeHHe.
3a na HamMepHM H3pa3uTe Ha [g;] BrB OYHKUHS OT o, KOHTO NpPaBAT
I MuuuMyM, Tpsi6Ba Jna Hanuuem, ye Bapuauusita 6/ Ha / e HyJa.
AKko u3noJ3yBaMe TpeTHsi M3pa3 Ha / M aKO 3a CHKpallleHHe B NH-
caHeTo O3Hauum u3pasza 2U 4 2Ah ¢ N, TO nmame

7 - -

oM oM
= 2 S sa 4
6/ ;!'[HNZm 9a: oax q,9q; -

oM oM . ON _ oM oM
+(2n :
( M oan 09:00, + 3¢, =" 0qx 0q,

)7.q,84:|do.
Ho ako B3emem B npen BuA, ue 0q¢’;do=ddq;, TO NosyyaBamMe

oM OM oM »M
8/=—2 Y% "4 (NZm
f [1 2" Gq: 0q; qu "+< 0q: 0qx0dq,

ON . OM OM _ 1 oN _ oM oMy ,
+ OQr dq; qu —T aq 2m aqk aq )qu,]341d0=0.
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[Tonexe BapHauuure [0 q;] ca MPOH3BOJIHH H He3aBHCHMH, NoOJyua-
BaMe ypaBHEHHSTa

| oM oM . oM M
® CU+2Em I Sy [(2U+2/z)z Sar Pecdas
oU . oM oM U . oM oM7Y ,
+ 2 3q, m 0g: 94 — oa; Zm———qu —0qr] . 4,=0.

Ho snecno e 1na ce Buau, ye Te3H ypaBHEHHSI 33aellHO C YypaBHe-
HHeTO (4) nedHHHPAT TOYHO PrajiHOTO ABHXKEHHe Ha cucTeMata. M Ha-
HUCTHHA, la 3aMeCTHM B TAX o C NPOMEHJHBOTO £, ie(HHHpaAHO uype3 pe-

JaudsaTa (4). Umame

r_ d(]. at q: qi — 2(}iq.r _ oUu
%= 4t 4o U+ R 1T @UF3RT T @UF 25 og,

H ypaBHeHusiTa (8) npuemar BHIA

-

1 oM oM - oM M - . U
®) Tz <2mdq; 9g: 72" 54, 3g.0q; q"q’_dq:) 0

KaToO B3exXMe npen BHI, e B NnocaenHusa ujeH Ha (8), cwraacHo (7),

oM oM . . _ 1
‘lm()q, oqe ek 2UF 2k

YpaBHeHusita (9) ca TOYHO ypaBHEeHHATa (3) HA' JBHXEHHETO HA
cucreMaTa. [1o Tak+B HauHH NPHHIIHN'BT Ha HaH-MaJKOTO neHcTBHe (NMpHH-
uunsT Ha Moneprio-Jlarpanx) e n0oka3saH.

Ako H3nos3yBaMme Bropdsi u3pa3 Ha I, naneH B (9'), noxoxaame 10
3aKJIOYEHHETO: BBIPOCHT 33 HaMHpPaHe JBHXXEHHETO Ha €JHa XOJoO-
HOMHa CHCTeMa, NMOAYHHEHAa Ha MNOCTOSIHHY BPBH3KH H Ha NaJeHH CHJIH,
npousxoxaauiy or GyHkuHsaTa Ha cuan U, ce cBexna A0 THPCEHETO
Ha reole3uyilHTe JHHHH Ha KBazxpartHata $opma do®? Ha [dg;), namesa c¢
(o). Te3u sunuu ce ompenenast oT ypaBrenusita (8). Pynkuusara K, ce

o6pa3syBa oT (YHKUHSITA

dM dM .
(2U+2h) 1 —— 3q: Oan q:4,>
no6bura ot (7).
AKO RHail-ceTHe H3MnoJs3yBaMe NM'bPBHA H3pa3 Ha /, TO, 1aTO B3eMeM
npex BHA, 4e
ddM=d oM,

nonyyaBaMe R
P - () — - - :—v

31=9 [2mvdM= [ (zm MdsM + smaMsm)
o Py
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= f(— 2mM6M+2mM6M)(%‘ do=0.

Ho or (1) umame

zmMaM=aU=ﬂ dqi.
0q;
Ot apyra crpasa
S oM. . eM . = oM
M==— qrqr, "M=_aq, 0q:,

aqi ql+ qudqr
TOraBa

F oM M -
1= sovmn( -Gy Gy e
0q: 090,

OTraeTo c/aenBaT ypaBHeHusita (9).

R
0r 2+ 52) dqudo =0,

§ 7. O6o6menHe Ha npHHOHDa Ha OcTporpaaCkH-XaMHATOH 3a caydas
Ha HEeX0JOHOMHA CHCTEMAa C JHHEHAHH BPB3KH

Hexka umMamMe exHa HEXOJIOHOMH3a CHCTEMa C S KOODIHHATH: ¢,
Qasenry Gayers Qr (MMM [Qa)) 5 Grgas Qrtas-en Qiseees Qrip=s (MM [g;]) W
HeKa MeXJ1y KOODAHHAaTHTe CBUIeCTBYBaT p-Te IH(epeHUHaNHH (HEHH-
TerpyeMH) peJallHH :

(1) 4Qi=a;, dq,+a;dt wnu 9;=a., 9, +a;,

a=1, 2,.., k; i=k+1, k4+2,..., k+p=s. [lonexe é¢;=a;,3q9., TO
CHCTeMaTa C k2 p KOOpAHHATH HMa £ CTencHu Ha cBo6ona.

B peanHoTro IBHXeHHe Ha CHCTeMaTa KOODIHHATHTe M [q,] u [q]
ca naneru GyHKOHH Ha BpeMero f. [IBete noaoxeuus P, u P, Ha cH-
cTeMaTa, OTroBapsillH Ha MOMEHTHTe f, H f,, Ca ONpeJesJeHH CBHC CTOH-
HOCTHTe Ha [q@,] ™ [q) 3a ¢=t, u t=(,. Ila pasriename emxHO IpPYyro
NPOH3BOJIHO JBH)XXEHHE Ha cHCTeMaTa, 6e3KpaHHO ChCeIHO IO PeajHOTO
ABH)KeHHe, KaTO KpaHHHTe nojoxeHus P, H P, Ha CHCTeMaTa ce 3a-
naseat B aBere ABHxeHHs. Ha dynxuuure [@,] n [9;] na peanuoro nBH-
XeHHe ule CHOTBETCTBYBAaT GyHKUHHTE [§,+39.]H [g:+ 6 9:i] =[9i+aia 3qa]
3a (pUKTHBHOTO IBHXXeHHe. Bapmanunre [69,] Ha [g,] ca 6e3kpaiiHo
MaJKH QYHKOHH Ha [, KOHTO Ce€ aRYyJHpBaT 33 {=Ilo H !={, H OCBeH
TOBa TE€3H BapHAallHH Cca He3aBHCHMH, ToraBa dd¢q,=ddq,, Hello, KOETO
Ce npHeMa M OT ApPYrH aBTOpH [7—10].

Hue me nokaxceM, ye akO 3aMeCTHM PEaJIHOTO INBHXXEHHE HA €lHa
HEXOJIOHOMHA CHCTE€Ma C eJHO KAaKBO Ja € APYro ABHXEHHe, 6e3KpaiHO
CbCeJHO 1O pPeajJHOTO H ChBMECTHMO C BPB3KHTE, KaTO B JBETE JBH-
XKeHHsl KpafiHHTe noJioxkeHHss P, u P, ce 3anasBaT, TO 32 pPeaJHOTO
ABHXEHHE@ Ha CHCTEMaTa HHTErparbT
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1
@ o1= [ (87— 2L 00 +2L 54+ Pasq,)at
X 9q;

Qi

€ paBeH Ha HYJa, KAKBHTO H Ja Ca HE3aBHCHMHTE BapHaLHH [dq,]
Ha [g,). B To3u uHTerpan 7 e KHHeTHYHaTa e€HEprusl Ha CHCTeMaTa, KO-
rato s pasrjgexiaMe KaTo XOJOHOMHAa HJH BCe CBIIOTO, KOraTo He

ABPXKHM CMeTKa Ha penauuute (1); 7 — KHHETHUHATA €HEPrHs Ha He-
XOJIOHOMHATa CHCTeMa, KOSTO Ce Mo/MyuaBa oT 7, KOraTo 3aMecCTHM [q]
CBC CTOAHOCTHTE HM, HaleHH OT (l); BapuanuHTe 8q; ce onpenensT ot
(1), cuMBONBT 6q, 03HaWaBa BapHallHHTe OT (; KaTO OT HE3aBHCHMH,
T. €. dq,dt 6dq;,=ddq;.

H naucTHHa, HMaMe MOCJe10BaTeNHO :

“ —
Lfd Tdt=)f(‘” et L ogt ‘;T «Sq,)dt

99. 0q. q:
1 — — . -
:][[_i or , or +("T 5 9T d"”)a;ajdqadt;
o dt dqa aqa (341 OQk 00:
¢ t
s 0T - s 0T (aq, 0q; )
— 09, +—"—96 Qg O dt
. 33 \og. q 3, Qx + 9.
o ty
dq; 0q; d yoT
3 = — ( aa>6 . dt —(—. )
® rf 94: \oq, | og, ™) 77 +:‘.f at \ og, %ie)09-%
AT (aq', 04, d orT
— F —a.a)aadt+ = =_sqat;
f g \0q. ' Ogs f f o
*d OT
4 q; dt = —dd ,-— ————6 dt.
4) ’f q‘ q: 'f q it 0q, q:
ToraBa HuTerpaasr (2) B3emMa BHIa
h — -—— - L ]
d 0T  orT oT oT ( dq; .
3 = [—— ror L or, -2 ( —a,-a) Pa]d Ldt.
,!' at aqa OQG dqt f OQJ an + d

[Nonexe audepeHuHaHHTE YPABHEHHS Ha peajsHOTO IBH)XXEHHEe Ha He-
XOJIOHOMHaTa CHcTeMa ca (§ 3)

d oT 0T "T("""—a,.,) o o

)
dt dqa dqa aql 5%
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TO HHTerpanasT 6/ e paBeH Ha HyJa 3a ToBa ABHxeHHe. O6GpaTHO, ypaB-
HeHuero & /=0 maBa nudepeHNHaNHHTE ypaBHEHHS Ha IBHXEHHETO Ha
HEXOJIOHOMHAaTa CHCTEMa, 3alloTo, 32 Jna 6bue 4/ Hysa, KOrato BapHa-
nuuTte [8¢9,] Ha [@,] ca NMpPOU3BONIHH H HE3aBHCHMH, TpPsi6Ba kKoedHLHEH-
THTE Ha THSA B3pHAalUMH Oa 6bAaT BCHYKH Hyaa. [Ipouee, moayuaBame
ypaBHeHnHusaTa (5).

Axo osnaaum ¢ 7, Qynknusara 7, pasraenana xato QyHKIHs CaMo
Ha CKopocTHTe [g;] H ¢ T1 dyskunsTa T;, B KOSTO CKOPOCTHTe [g;] ce

3aMeHAIT C He3aBHCHMHTE [g,] Upe3 ypaBHEHHATAa Ha BPB3KHTE, TO
oT — = oT

6 T,= 6T,=—36

1= aq aql 01
H HATErpansr (2) B3emMa BHAa

h
(2") al=/[é(f— To+ T)) + P.dq.) at.
Ila pasraename ciyyasi, KOraTo Jale€HHTe CHJH NPOH3X0XKAAT OT QYyBK-
HATA

U([Qa]) [QI]’ t)l
TOraBa
sU= (dU + — ou a,.,)dq,, =P,8q.,.
aq, 0q;

AKO non0XHM
93

=fﬁ—ﬂ+n+wa

YPaBHEHHsiTA HA8 IBHXXEHHETO Ha HEXOJIOHOMHAaTa CHCTEMAa Ce MOJyYaBar,
KaTo Ce NPHPaBHH K'bM HYJa BapHallHATa Ha OonpeneseHHss HHTerpaa /.
CrenoBaTesHO, H3N'bJIHEHHETO Ha YypaBHeHHero 6/=0 B pean-
HOTO HIBHXKE€HHe H3pa3siBa 06o0OuleHHss npuHUHN Ha OcTporpancku-Xa-
MHJATOH 32 HEXOJIOHOMHa CHCTeMa.
Jla npennosoxum, ye Mexny KoopmuHaTHTe [¢9.] H [g;] Ha Mare-
pHanHaTa CHCTEMa CBHLUECTBYBAT p-1€ KPaHHH 3aBUCHMOCTH:

6) 91=41([qa], t) (L=k+ls k+29-°-’ k+p ( =S))’

TOraBa CHCTEMaTa € XOJOHOMHa. YpaBHeHHsATa (1) ce sameRHAT C

. Oqq dq; 09: _ 0q: _
qi'— aqa a+ (aqa = Qqq 7 _al),

KbIeTO a;, H Q; He 3aBHCAT OT [q;).
[Tonexe
a9q;

aq“ - alazot
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OoT paBeHcTBaTa (3) H (4) caenBa

—a giat = f—aq,dt

H HHTerpanasT 4/, mageHn c (2), B3eMa BHIA
t
(7 81= [T+ P.squ)at.
f

Axo BbB dyskuuara T (g, [9.), [g:), t] 3amecTuM [q,] cbCc CTOMHO-
CTHTE MM, JaJeHH OT (), TO NoJyyaBaMe KHHETHYHATa eHeprus 7, Ha

XONOHOMHATA CHCTEMA, KOATO lie 6bae DyHKuus Ha [Q.), [¢.), ¢. Torasa
oT, _ 0T OTs _ T OT oy

09. 0q. 0q9. 09. Oq; Oq,
= 0T oT oT oT oT . 0T aq,)éq

0T = 8 9.+ éqa-i——éq— 6qa+< +
dqa dq:: q: ‘ aqa aq:; dQl OQa

= OTh 4.4 Th 5q. — s,
0qa 049,

H ot (7) HMame

Hh
8 1= [ (6 Tu+ P.bq.,)at.
to

[Tpoqee, noxoxname RO NMPHHUHMNA Ha XaMHJITOH 33 XOJJOHOMHAa CHCTeMa:
HHTerpaasT 6/ e paBeH Ha HyJa, KaKBHTO H Ja 6bAaT [J q.)

§ 8. YpaBHeHHSITA Ha IBHMEHHETO Ha CHCTEMH, MOXYHHEHH HA CHJIH, KOHTO
npousxoxaar or ¢yHxkmusara U, 3aBHcAIa OT KOOPAHHATHTE, CKOPOCTHTE H
BpEMeTo

Hue BHAsIXMe, 4e KOrato IHPEKTHO MDHIOXKEHHTE CHJH Ha eJHa
MaTepHaJHa CHCTeMa C [Q;] KOOpDAHWHATH MNPOH3X0XIAaT OT (yHKUHsATA
Ha cuaun U ([qi], t), ypaBHeHHsITa HAa ABHXEHHETO Ha CHCTeMaTa ce Ha-
MHpaT KaToO Cceé TBHPCH MHHHMYMa Ha QYHKIHSITA OT BTOpa CTeMNeH
Ha |q]:

Ki= 5(F =37y~ U= o (=37, ~20),

KbaeTo pyHkuusita 7, € KHHETHYHaTa eHeprus 7 Ha CHcTeMara, pas-
raenasa kKaro pyHkuus caMo Ha [q;] H {. Te3an ypaBHeHHs ce MmOJy-
4aBaT ollle H OT ypaBHEHHETO

h

(1) d’f(T—}-U)dt:O
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32 BCHUKH IPOH3BOJIHH H HE3aBHCHMH BapHalWH [d¢;] Ha [q,].
Heka cera Hamepum ypaBHEHHSTAa Ha ABHXEHHETO Ha CHCTEMaTa,
xorato ¢dynkuusra U 3aBucH He camo OT [¢g;] H £, HO ome u OT 0606-

weHnuTe CKOpocTH [g;]. [Ipn To3u cayuaii HHe e THPCHM MHHHMYM Ha
dbysknusaTa oT BTOpa CTEenmeH Ha [gq;].

=;—(T—3 TotU—300),

kbaero U, e ¢ynkuuara U, pasrnenaHa karo ¢pyHKuus camo Ha [q]
H ¢. OueBnaHo e, e dyHkuuaTra K; ce nmoaywaBa ot K, korato U He
3aBHCH OT [¢;]. 1 npH TO3H cayvyali ypasHEHHsiTa Ha JBH)XXEHHETO Ce Io-
Jy4yaBaT CBUIO OT ypaBHeHHeTO (1).

Ja npecmerneM ¢dynkudsara K. HMmame

. orT - oT - or
I's—q+—q+—,
02T . T - . o7 - oT -
= — S i 2 — i 2——¢q; —_—g;+ ...
a0 T 2o P T 2 55w T og, 1
To—-JqTQi-FW, To= -a—‘-h—(h"i----,
npouee
.. .. o2T - . LI A o2 7T - orT -
T—3T=— 5 '2 T i 2—- ;—2—— (X
0 0. 00 9r Qi + dq;quqkq + Py dtq Yy q
[To cbwus Haunn uamupame u U —38 U,; Torasa
1(0:7‘.. o027 o2 T - oT -
= —(—— 2 — i+ 2= -2—q+
2 aQikoq “¥ 0q; anqkq a‘hatq‘ 09, o
sy - - U - - _oU - ou -
— i+ 2= i 2= —2—())
t Saoa T 2 agea Tt ™ T o
H ypaBHeHHMsTa Ha JBHXXEHHATA Ha CHCTeMaTa ca
o 02T 2T - 02T oT U
K = : — g "l" ; Q- —— — + —— ¢z +
0g;  0g;0q, 09:0q; 09;0t  0q:  0q:0q
U . U oU
+ — Qr + == - =0
dq, qu dq,dt dq;
3a i=1, 2,..., s. [Tonexe
& oT T - , T .  &T

dt 9q; 09,09, @t 9: 0qx ot 0g.0t
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¢ W _ oy, eU . T
dt 09;  09,9q; * 09: 9, * 0q: ot

TO ypaBHEHHsiTa B3eMaT ciaexHata ¢opma
T a .
@ d d?‘ _oT _dU 4 OQ (=1, 2...s),
dt 0¢; 0q; 09; dt 09;

KblEeTO OOO0OLIeHHTE CHJIAH

oU 4 odU
2q; dt dq;
NPOH3X0XKNaT OT (pyHKIHATAa Aa CHAH (MM noreHuwuana) U.

Axo npexnosoxum, ye 7T B U He BaBHCAT OT BpPeMeTo [, TO NpH
Te3H CJyuyad ChILECTBYBa HHTErpaJbT Ha XHBHTe cHad. H HaucTHHa, ako

YMHOXHM ypaBueHHsiTa (2) C g;, noJyyaBame
da oT . oT . ou - d odU

dt aql CA aQK qi N a‘h q‘ dt aqz %

HJIH
( oT aT dU d (0U -
- qi) = — ( - q,)
09; dt dt 09;
OTTYK HHTErpa/’bT Ha XWUBHTE CHJH Ce 1aBa C PaBeHCTBOTO
(3) —u-2Y . n
09,

Hue me BanpaBHM nBe nNpHJIOXKeHHA Ha ypaBHeHHsTa (2) u (3).
HaBecTtHO e, 4e 3axoRBT Ha Bebep ce medunHupa c ypaBHeHHETO

X3 rn
af( + +U)at—0 U——(l-l—c—,)-
[lonexe
T=—;—('r°+r’62),
To . - . ee . o
T=rr+r00+rro2
T=r24r20244rr 00+ r02r+ ...,
To drr+ —fé’;+...
T —8Te=r24+r62+4rr66 —2r02r+...
Or mpyra cTpaHa

v u - r 2u rr
U__—2r<l+c2)+_c—2— —_—

r r
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2u r3 u r
U,—%£;+..———(l+ )
_2ur (2 2
0-30 =25 T+ ( 5 )7+
[Ipouee
1 2u \ - .. of u ur
K=?[(l+ czr)r’-{—r’ﬂ’—i—Z(-r— C,r,——rﬂ’)r+4rr96]+
H ypaBHeHHSITa Ha IBHXXEHHETO Ca:
2u “ p;’ L ha
(l+c,r)r+ oy rgr =0,
r642rré =0,
OTK 7 1€TO

r—r9==—F(1+2'—’C_—’1), r=cC;

npouee, CHNATa € [EHTPaJHa, Ha KOATO ajare6pHuyHaTa MspKa BBPXY pa-
IHYyC BEKTOpa e

u 2rr—re
-5 (1 2257
Hurerpaasr (2) Ha XusHTE CHAH Cce naBa C PaBEHCTBOTO
r+re u r 2ur
P A (1 5) - Fa
HJIH ] .
x2+y2 . —’u— —_’:
e

Cbuio H3BeCTHO e, ye 3aKOHBT Ha PumaH ce nednHHpa c ypas-
HeHHeTO

" .
AJ(L_;'VL—}—U)dt:O, U=~ (1+"’+3”).
JlecHo ce nammpa, ue

K= |(1+25) G +im+25(1+ ""“”) _in *(ﬁjy}i)]

c!

KBAETO rr = XX +yy H ypaBHEHHSITa Ha IBHXEHHETO Ca:

R

cr?
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c? r’
HJ/IH .
ux v? 2u d (x\ _
x+—’—,,—<l+-c—,)+ = E(,) 0
(L2 ‘Lﬂi(i'_)_
y+ﬂ<l+c=) c? at \r = 0.
Hﬂ'rerpa:rb'r Ha 2XXHBHTE CHJH €
X4y w2y 2u(e4y)
2 r <1+ c? ) rec? e
HJ/IH

-'éi;i L1 ’5"‘“’ )+h

r

§ 9. H3BewnaHe Ha mnpHHOHNA Ha [ayc 3a HaH-MaJKOTO DPHHYWIEHHe, KaTo
Ceé H3moJ3yBa MHHHMaJlHOTO CBOHCTBO Ha QyHkmusata K

Heka [g;] ca xoopaHHaTHTe Ha €llHa XOJIOHOMHa CHCTEMa H HeKa
cH oOpa3syBaMme (GYHKIIHATA

1 o . - oM
(1) K= (T =3T) — Q4 Q=ZF4,

B KOSTO 7 e KHHeTHYHaTa eHeprusi Ha cHcrteMaTa, 7/, e Qyskuusra 7
pa3srnenaHa Kato (yHkuHs camo Ha [q;] v BpemeTo !. Hue HaMepuxme
Ye ypaBHEHHSTa Ha IBHXKEHHETO Ha XOJIOHOMHAaTa CHCTeMa Ca:

0K

(2)
dq,
M IOKa3axMe, ue CTOAHOCTHTE Ha [g;], onpeneneHH OT Te3u Y PaBHEeHHs,

npaBAT (QYHKIHSATA MHUHHMYM BBB BCeKH MoMeHT. [IoHexe cTofiHOCTHTE

Ha O0O6OOLIeHHTe YCKOPEHHS [g;] onmpenessT YCKOPEHHSTa Ha pasjHu-
HHTE TOYKHM OT CHCTEMaTa, TO HHe MOXeM Ja KaxkeM, Ye BbB BCEKH MO-
MEHT CTOMHOCTHTE Ha YCKOpPeHHsiTa mpaBsiT K MHHHMYM.

OT KHHeTHYHaTa eHeprus

L s B _ oM. | oM

=0 (i=1, 2,..., 5)

ype3 npoCTtH npecMATaHHsT HaMHpamMme

1[2 oM oM -

(1) K= |Zm G Go vt +
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oM ([ M M M - oM
+23m 04, (quaqr Qk0n+2———aqkat qk—I-—dt, )01] - ZF—aq‘ 9,

KaTO He CMe HamMCaJH YJeHOBETE, HEeCHABPMKAINH [g], H OTTYK

I _ [ 0 2,

9 .
(@) P 3a: Oar 9r +
— — — — —
oM [ M . oM .  »M > oM
+ 94 <qudqr 99 +2505F T —5p )]_ZF 0

Hue cera me u3senem npuHununa sa I'ayc 3a Hali-ManKOTO npH-
HYXJ€HHe, KaTO H3NnoJ3yBaMe MHHHMaJHOTO CBOMCTBO Ha (yukuusrta K.
Hexa B mamen MoMmeHT £ roukata /M oT cHCTeMaTa 3aema IOJO-

- -
xeHHeTro M u umn ckopoct M. Ha M neiictByBa nanena cuna F u cH-

S
7aTta @ Ha BPB3KHTe, KOHTO Ts1 € IPHHYIEHa jla yaoBiaeTBopsaBa. [la
NpenmnoJoKHM, ye 3a BpeMme df Ha M He neHCTByBa HHKAaKBa CHJa; TO-
raBa 3a TOBa BpeMe Ts 1€ Ce IBHXH pPaBHOMEDHO IO IIpaBa H B MO-
MeHTa /-}-df Heka Obme B TOuykaTa /N OT npaBaTa, KATO H3MHHATHAT N'bT

- 2 w = . 3 -
MN=Mdt. Ho ra toukata M neiicreyBar cujaute F H & H npH Hed-
HOTO peaJHO JABHXEeHHe B MOMeHTa f(-}df uie 3aeMe MNOJOXKe-

—_—

HueTo A. BektoppTr NP 1pencrasnsiBa JEBHallHATA MeEXIY Pe€aJHOTO

IBHXXEHHe Ha HecBOOOAHAaTa Toyka M M HeHHOTO (HKTHBHO NpPaBOJIH-

HeHO M paBHOMEpHO nBHKeHHe. TO3H BEKTOp Ce JaBa C PaBeHCTBOTO
1 -

N75=§Mdt=;

=2
noHexxe M e peasmHOTO yCKOoOpeHHe HAa M, NBIKHMO OT CHJHTe
- —

Fuaud 10
= 9mNP —= —

3 — - .
(3) mM="22 = F+

ﬂa npennonoxKum cera, ye npemaxsaMme MOJOXKEeHHTE€ BPD3KH Ha CHCTe-
MaTa; Toukata M ocraBa CeBO60OJHa M Ce IBHXH CaMO MoK IeHCTBHETO

-ﬁ
Ha nanesara cuaa F. Hexa B MoMmeHTa {-}-df Ts1 3aeMe no/soxeHHeTo S.

—
Bexropbr VS e neBuanusTa MexAy ABHXKEHHETO Ha cBoOGOAHaTa TOuKa M
M HeAHOTO MNpPaBOJ4HEHHO H paBHOMepHO IBHXeHHe. TO3M BeKTOp ce
llaBa C paBEHCTBOTO

1\73‘:%}’&2,

_)
rIero ¢ e yCKOpeHHeTo Ha cBoGoxHaTta Touka M, IABIXKHMO OT CH-

R J
nara F; ToraBsa
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(4) me = 2—”11\7:—?-—?
= Tar T

Ot (3) H (4) upe3 u3BaxKnaHe noJydYyaBaMe

2m(1\7ﬁ’—1\7§)=2m§)’_$

) =
(®) ae? dat: ’

— A=
HO oT (3) uMame @ =m M—F, roraBa

—F,

—
2mSP = 2 oM.. oM - oM . o M
6) 228 — F=
( ) dt? mM F [aq qi+ aq dq quk+ dq,dt Qt+ of

—

BekTopsT SP, KOATO npeacTaB/isiBa J€BHALUHATA MEXAY PEaJHOTO ABHIKE-
HHe Ha ToukaTa M u JABHXeHHETO, KOeTO TS5 MMa ako Geme cBo6onaHa, [ayc
—

— —
HapHYa NpHHY X neHHe Ha Touk a M. Or paBeictBoto NP =NS+SP
3aKJIOYaBaMe, 4e TO3H BEKTOD MNpeACT/BJsIRA 9acTTa OT JeBHalusTa

—
NP, KoATO Ce IB/KH OT MPHCHCTBHETO HA BPb3KHTE.
OT nocsieXHOTO PaBEHCTBO IMOJygdaBaMe

— —

4mSPr_ {amam iy ( aM pn M
T dtt 9q: 9g, 1*9¢ dq, 99:0q, 749" * 5q4,0f as

M = OM.-.
+ o )q,] 2m Fd_tp'qi+

KaTo B [AfiCHaTa CTpaHa He CMe HaNHCaJH Y/JIeHOBeTe, KOMTO He 3aBHCHAT
oT [g:]. Ako pa3ze.dy JBeTe CTpaHH Ha TOBa pPaBEHCTBO C /M, CeTHe
CyMHpaMme 3a BCHYKH TOUYKH OT CHCTEMaTa M Hall-CcTHE B3eMeM B MNpex
Buxa (1), To nonyyaBsame

™ SmSPi= “tK_‘”[ (1—370)— ZF[)M q,]

B asBara vact Ha (7) ce mo.ayun H3pa3, HapeueH ['aycoBO ,MpHHY X-
JeHHe“ Ha CHCTeMaTa, KOHTO Ce H3pa3sBa C BbBeJeHaTa OT Hac QyH-

kuua K.
[Tonexxe BbB BCEKH MOMEHT CTOMHOCTHTE Ha peajIHUTE YCKOPEeHHs
-

npaBatT K MHHHMYM, TO OT TOBa paBeHCTBO cJenBa, ye 3mSP? ¢ MHHH-
MyM 32 peaJJHOTO ABHX€HHe Ha CHCTeMaTa, KOeTO IBHXCHHE e C'bB-
MEeCTHMO C II0JIOXEeHHTe BpP'b3KH Ha CHCTEMATa, TakHBA KaKBHTO Ca B Ja-
IeH MOMEHT £. B T.34 naleH MOMEHT CHCTeMaTa 3aeMa eJJHO OnpeJneseHO
TIOJIOXEHHE, KATO CKOPOCTHTE HA BCHYKH TOYKH B CHCTEMaTa Ca H3BECTHH.
3a CBHIIOTO MOJIOXKEHHE H 33 ChuUlHTE HayaJHH CKOPOCTH, HHE MOXKeM Aa
CH BBOOpa3nM 6e3KpaiiHO MHOFO NPYIH NABHXE€HHS, CbEMECTEMH C BpBS3-
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KHTe, KOHTO IBHXXEHHsI GHXMe peajH3HpaaH 6e3 na H3MeHsiMe JalleHHTe
CH/H, KaTO NpHOaBUM HOBH BPb3KH, NPHIHYHO H3O6paHH. 38 eOHO OT THA
ABHXKEHHs!, TOUKaTa M OT cucTemara 3a BCSKO Bpeme df JOXOXIa B
nonoxenuero P, ¢ o6obueHo yckopenue g, ToraBsa B paBeHCTBOTO (6)

-

we numem P, BMecTo P, ¢' BMeCTO ¢, a cunata F He Ce M3MeHs; OT
(7) nosnyuaBame

- .
2 datt
ZmSP =’§' Klo
-
Ho nonexe XmSP? e MHHHMYM 3a pea/lHOTO IOBHXEHHE, TO

EmSP;>ZmSP.

O1ryk caensa npuHUHNDB®T Ha [ayc 3a HaK-MaaKoOTO
NPHHYXXEeHHEe: 33 e1Ho O6e3KkpaldHO MaJKO BpeMe MeXAy BCHUKH
CcyMH, 06pa3yBaHd OT MNPOH3BEJEHHSATA HAa MAaCHTE Ha TOYKHTE OT CHC-
TeMdTa C KBaJpaTUTE Ha TEXHHTE IPHHYXXIEHHsl, CyMaTa OTHeCeHa 3a
peaJHOTO [OBHXEHHE € MHHHMYyM.

Axo u3nonsysaMe (yHkuusita K, NPHHUEN'BT MOXe Ja Ce H3Kaxke
H TakKa: BbB BCEKH MOMEHT MEXIYy BCHYKHTE BBb3MOXHH YCKOPEHHS Ha
PAa3JHYHHTE TOUKH OT CHCTEMAaTa, KOHTO II03BOJSIBAT BPH3KHTE, peasHHTe
YCKOpPeHHSi Ha THA TOYKHM npaBsaT MUHHMyM Oysknuara K. Torasa BB3
OCHOBa Ha TOBa H3Ka3BaHC Ha IIPHHLUHIMA HHE MOXXeM Ja HaMePDHM OTHOBO
ypaBHeHHsATa Ha ABHXeHHeTO (2). M1 HancTHHa BB3MOXHHTE YCKODEHHS
Ha TOYKHTE OT CHCTeMara, KOHTO I[03BOJNSIBAT BPh3KHTE, Ce ONpeHesAaT

Yype3 pa3/IMUIHUTE [1POH3BOJHH CTOHHOCTH Ha 0006meEeHHTEe yCKOpeHHs [q;).
PeasinnTe yckopenusi Ha TOUKHTE Ca IANbXKHH la HanpaeaT QyHKIuATa K

nanenHa c¢ (1), MHHUMYyM; TOraBa CTOHHOCTHTE Ha [g;], OTroBapsillH Ha
PeaHOTO NBHXKEHHe, llle Ce [I0JyyaT KaTO NMPHPaBHHM KBbM HYJa YacT-
HHTE TPOH3BOAHH cipsiMO [¢;] Ha (dyHkuusra K W nomydyaBaye ypasHe-
Husita (1').

[Tpuuuunsr Ha Tayc ce npusaara H 3a HEXOJOHOMHH CHCTeMH, 3a-
IIOTO HHE BHASIXMe, Y€ YPaBHEHHSTa Ha NBHXKEHHETO Ha TaKHBA CHCTEMH
C JIHHEHHH BPB3KHM u3pa3siBat, ye dyHkuusita K, nonyuasama ce or K,

KaTO W3Pa3uM 3aBHCHMHMTE yCKOpEeHHs [¢;] upe3 He3laBHCHMHTe [g;], C mo-
MOIITA Ha YypamrHEHWATAa HA BPB3KHUTE, HOCTHra EKCTPEMYM, KOHTO e
ONVbXeH Ha Oblle MHHHMYM, HCIUO OYEBHIHO BE3 OCHOBA Ha €JeMEH-
TapHd GHU3HYECKH M TEOMETPHYECK! CHOOpaIXKeHHS.

Hakpass Heka 3aGenexxwum (PaxkrTa, 4Ye MHHHMAaJHOCTTa HAa H3pasa

—
2mSP? B peaJHOTO NBHXEHUe MOXe na Oble JIOKa3aHa H CBC Cael-

N
HUTE NPOCTH cboOpakeHus. Cunnte Ha BpH3kHTe @D, nanenH c (5), umar
paGoTa Hysa 3a BCfIKa CHCTEMa NMpeMeCTBaHHS Ha TOYKKTE OT MaTepHaJ-
HaTa cuCTeMa, CbBMeCTHMH C BPB3KHTE, KAKBHTO Ca B JNalleh MOMEHT [.

— —>
Taka we 3a asere cucremy npemectnaHuara MP u MP, Ha TOuKHTe,
€HOTO HEHCTBHTEJHO, a JIPYroTo MPOH3BOJMHO, IMaMe
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— — —

- 2 — - —> 2
3O MP = — smSP MP=0, 36 MP,=~— 3mSP MP,=0;

OTTYK 4Yp€3 H3BaXJIaHE IOoJAyyaBaMe

e —_ 2
(8) 3P PP,=— >mSP PP, =0,

T. €. cyMaTa OT pa60oTaTa Ha CHJATE Ha BPB3KHTE 3a CHCTEMaTa Mpe-
mecTBanus PP, e cbIuo pasha Ha Hyta. OT Apyra cTpaHa
SmSP? = 3m (PP,—P8)2= SmPPi+3mP3?*—23mPS PP, ;
noHexxe NMOCJIENHATa CyMma e HyJa, CbrvacHo (8), moayuyasame
SmSP?— 3mSP?= 3mPP?.
OTTyk caensa, ye KOraToO CHCTeMaTa TOUYKH P, Ce MEeHH, T. €. KOraro

—>
cHcTeMaTa npeMecCTBaHHss AMP, Ha TOUKHTC Ce MeHH, HO Taka, ue npe-
MEeCTBaHHSATA ca CbBMECTHMH C BPDH3KHTE, TO 33 BCHYKH T€3H NPOH3BOJHH

—> —
JIBHXKEHHS Ha MATEDHAJHATa CHCTeMa pa3nHkaTa ImSP;—3mSP? e Bu-

—>
Hard MoJ0oXKuTeJHa, a TOBA 3HauH, ue SmSP? e MHHHMYM 33 peaJHOTO
IBHXeHHe H Bb3 OCHOBA Ha (7) dyHkuusara K e MHHMMyM 33 peasHHTe
YCKOpeHHS.
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SUR UNE FORME NOUVELLE DES EQUATIONS
DE LA MECANIQUE ANALYTIQUE ET QUELQUES
APPLICATIONS DE CES EQUATIONS

Prof. Ivan Tzénoff

RESUME

Dans le § I nous avons montré que les équations du mouvement
d’'un systéme mécanique holonome de coordonnées généralisées [gi)
(i=1,2,...,4..., s) sont
(1) l(£—3d—T)=Q, (=1,2...,5)

2 dqt dqi
T étant Pénergie cinétique et Q; le coeificient de éq; dans I'expression
du travail virtuel des forces données. Si nous désignons par 7, la
fonction 7, considérée comme fonction seulement des [q:] et de t,
C’est-a-dire en fixant les vitesses généralisées [q;], les équations (1)
prennent la forme

oR

(2) '—=Q, (l=l, 2,..., S),
dq,'

ol nous avons posé

@®) R=g (I'—3T%)

Enfin si nous introduisons la fonction
(4) KzR_Qiql=‘£(T—3To)_QIQh

qui dans le cas particulier ol il existe une fonction de forces U ([q.], £)
prend la forme

K=R—U=4(I'~37)-0,

alors les équations du mouvement (2) deviennent

9 Ii3pectun Ha MaTemaTHueckns MHCTHTYT, KH. 2
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(5) K_0 @=1,2..,53).

dq,

Les équations du mouvement (5) montrent que dans le mouvement
réel du systtme a chaque instant la fonction K, donnée avec (4), a
une valeur minimum en comparant avec les mouvements obtenus en
variant les accélérations [g;] dans l'expression de K. Ces équations
sont invariantes pour tout un changement de coordonnées généralisées.

Nous supposons ensuite que le systéme est assujetti A / nou-
velles liaisons non holonomes, exprimées par p relations différentielles
linéaires entre les coordonnées [g.](a=1, 2,..., k) et [q/] (r=k+1,
k42, ‘s k+g=s) de la forme

(0)  Gr=0ruQata, (r=k+1, k+2,..., k+p; a=1, 2,..., k).

Dérivons (6) par rapport au temps et remplagons dans I’expres-
sion de K les variables dépendantes [q,] par leurs expressions en

fonction des variables indépendantes [g,]; désignons par K; la fonc-
tion K ainsi transformée. Alors les équations du mouvement du sys-
téeme non holonome sont

JK; oK dK
7 —=0 ou =0 (a=1, 2,..., &k
@ 09, doa+ dqr (= )
ou bien en vertu de (4)
OR, OR  JR
7' - =Pa — = rrz:Pa-
(7') g, ou 0q,,+ dq,a

oit P,=Q.+Qara.

Dans le § 2 nous avons démontré que les unouvelles équations
sont invariantes lorsqu’on effectue le changement de variables [q,]:

(8) bfzblkwk'!'bi (l’ k= 1' 2, e ey S),
[ws] étant les nouvelles variables.

En remplagant les valeurs de [g,] obtenues par les équations (8)
dans la fon.ction K, nous obtenons une nouvelle fonction K, qui dé-
pend des [w,]. Les équations du mouvement du systéme holonome sont

i 0 (kh=1,2,... s

dwk

9)

Pour un systéme non holonome de coordonnées [q.] et [¢,] nous
effectuons le changement de variables

(10) qazcaﬂ(nﬂ—f-ca (a8=1, 2,..., k),

[wg] étant les nouvelles variables.
En tenant compte de (6) nous obtenons

(ll) q.f:arac‘aﬂa)ﬂ+araca+ar (r:k+ 1, k+2, e e oy S).
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Si nous remplacons dans I'expression (4) de K les [q.] et [g,) par
leurs valeurs obtenues par (10) et (11) nous obtenons une fonction K,

qui dépend de [wy]. Les équations du mouvement sont
oK,
dwg

Nous avons appliqué les équations (9) et (5) pour obtenir les
équation d'Euler pour le mouvement d'un corps ayant un point fixe
et les équations (12) pour trouver les équations du mouvement du
cerceau.

Dans le § 3 nous avons calculé le terme complémentaire D, dans
les équations de Lagrange dans le cas d’un systéme non holonome

On a

(12) =0 (B=1,2 ..., k).

oR, [d oT 07']
DG=T_ 7 s T

dg. \atgq, 094a
T étant la fonction 7" dans laquelle g, sont remplacés par leurs va-
leurs (6). Alors

oT (3q; - oT
13 Da=_—-—(__aa)—_a(
( ) dq, an ! dq:
et les équation du mouvement du systéme non holonome sont
d oT 0T
(14) dl-‘dq dqa+D =P, (a=1, 2,..., k),

D, étant donné par (13).
Dans le cas particulier oit les liaisons non holonomes (6) ne

dépendent pas du temps ¢ nous avons donné i D, la forme suivante

oN, 0T , oT
Da= J Qia,
99, B+ 250, o

oit T désigne I'énergie cinétique du systéme non holonome et N, est
composé par ces termes de d_R, qui ne contiennent les dérivées se-

. . 4
condes des coordonnées généralisées.
Enfin nous avons donné 3 D, la forme suivante

07‘, _E_ df, dRe,l
dqa dt aéa a.éa
ol Tl est la fonction 7, considérée comme fonction seulement des

[9:}, ¢: étant déterminé par (6), et R.,. est la fonction R., considérée
comme fonction seulement des [¢] g, étant aussi déterminé par (6).

D,=
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Dans le § 4 nous avons donné une autre forme aux équations
du mouvement du systéme non holonome en introduisant au lieu de R

la tonction

T étant Iénergie cinétique’ du systéme. En calculant la différence
— OR, OR 9T (dq; - \ OT
15 Da= T o= ( _aia> a
(19) 09. 0q9. 09.\%9a og: +0q.
la nouvelle forme des équations est
OR

+D,=P, (a=1,2,..., k),

(16) 5

D, étant donné par (15).
Lorsque 7 ne dépend par des [g;], ces équations deviennent

R dT(dq, . )
17 —Qjq =Pa
(17) dqa+dq, 0qa
ou
, d 0T 0T dT/dq, . )
17 al=P..
a7 dt g,  99. " 9g,\0q.

Si dans ce cas particulier les liaisons non holonomes (6) ne contien-
nent pas a, les équations (17’) prennent la forme

d oT 0T dT(da,,q da,a)‘-’ _p.
at3q, 99.' 3g;\09. 095) 7"
donnée par Tchaplyghuine.
Dans le § 5 nous avons montré que les nouvelles équations du
mouvement (58) et (7) dans le cas particulier ot les forces agissantes

admettent une fonction de forces U restent invariantes, si au lieu du
temps ¢ on introduit une nouvelle variable ¢ au moyen de la relation

(18) B 2 U+,
h étant la constante dans l'intégrale des forces vives
T=U+-h.

En vertu de (18) l'intégrale des forces vives devient

(19) QU+24) gung/, = 1,
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&ir €tant les coefficients dans I’expression de la force vive; les fon-
ctions K et K, sont remplacées par K, et K; et les équations du
mouvement sont

oK . .
(20) W—O ¢=1,2,...,9),
oK
(21) 10 (a=1, 2..., k)

oq” ,

les dérivées des [g;] et [9,] étant prises par rapport a o.

Supposons maintenant que le systéme mécanique n'est par soumis
a des forces données, c. a. d. U=0; nous représenterons le mouvement
du systéme aux coordonnées [g¢;] par le mouvement d’un point dans
un espace a s dimensions de métrique

ds?= g;,dqid Q.

Alors le point représentant se déplace sur une ligne géodésique et on
obtient de (19)

do*=2hds>.

Il est évident que les équations (20) et (21) représentent les
équations des lignes géodésiques, les dérivées des [g;] et [g.] étant
prises par rapport a s.

Dans le § 6 nous donnons une nouvelle démonstration -du prin-
cipe de la moindre action de Mauperiuis et Lagrange. Nous avons
montré que les équations (20) expriment le fait que dans le mouve-
ment réel du systéme i’intégrale

Py - = 4
I=}[2mvdM= 2T at
| J

atteint une valeur minimum en comparaison avec tous les autres
mouvement qui conduisent le systéme de P, & P, et s’effectuent avec
la méme valeur de la constante 4.

Dans le § 7 nous donnons une généralisation du principe d’Ostro-
gradski-Hamilton pour un systéme non holonome & liaisons linéaires.
Nous avons montré que le mouvement réel d'un systéme mécanique
non holonome différe de tous les mouvements voisins possibles qui
ménent le systdme donné d’une configuration (£=¢,) & une autre (£=¢,)
par le fait que dans le mouvement réel l'intégrale

(22) 8 1= f ( o797 a&i+£ab,+Paaqa> dt

to 0q; 0g;
est égale & zéro. 7 désigne I'émergie cinélique du systéme calculée
sans tenir compte des liaisons non holonomes (6); 7 est I’énergie
cinétique en tenant compte de (6); les variations 8q; sont calculier en

partant de (6); le symbole 6¢; désigne les variations des q; si on les
suppose indépendantes, c. 3. d.
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6_ti,dt=6dq,=déq,.
Si 'on désigne par 7, la fonction 7, considérée comme fonction

seulement des vitesses [g;] et par T, la fonction 7, dans laquelle [g,]
est donné par (6), alors

o1,= 9T 55, oT.= 9L 55,
09; 09:

et l'intégrale (22) prend la forme
1
61=]f[6(f— TotTo)+ P. 89.] dt.

Enfin lorsque les forces données dérivent d’une fonction de
forces U, alors / représente l'intégrale

19}
I= [ T—Ti4+ T4 U)at
t

et le principe généralisé exprime que /=0 dans le mouvement réel.

Dans le § 8 nous avons montré que lorsque les forces agissantes
dérivent d’une fonction U qui contient aussi les vitesses, les équations
du mouvement s’obtiennent en cherchant le minimum d’une fonction

de deuxiedme degré en [q,]
K=g (F=3T+U~30,)

T. et U, désignant les fonctions 7 et U, considérées comme fonctions

seulement des [g,] et de ¢.
Enfin dans le § 9 nous avons démontré que le ,principe de la
moindre contrainte* de Gauss peut étre déduit en nous servant de la

propriété de la fonction K d’étre minimum.



