SUR LA THERMODYNAMIQUE DES PROCESSUS IRREVERSIBLES —
CAS DE RACINES DOUBLES DE L'EQUATION SECULAIRE

Cinquiéme mémoire
K. Popoff
Dans nos publications précédantes nous avons étudié les inté-

grales du systéme d’équations différentielles de la forme

a?x; . g
) o =Xi=ga H1t+8n ot B Xst ... H8in X, (i=1,2, 5.....7),

Zin=g&ri, ces intégrales s’annulant pour £=--co. Ici

48

ol
1 .
18=— > > BinXiXks (i, k=1,2,...,n).
i,k
3 &ix XX, Gtant une forme quadratique positivement définie,
ik
Fintégration de ces équations par des expressions de la forme
Xy=a€”, x,=8e" . ., x,=ve"
conduit aux équations suivantes:
(gn—r?)a+gp B+ +&1av=0
g21a+ (oo —1?) B+ - +&nr=0

&niat&ub+ - ++ (Ean—r?)r=0

D’ici 'on tire, pour la détermination de 7, I'équation
gn—r? &1a £&1n
&1 Loy —71? &on

Em Ena gnn_’2
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La forme 3 ginx:x, €tant positivement définie, # des racines
ck

de cette équation sont négatives et les n autres positives. Soient
r<ra<ry<< - <ra<0 et rpqy=—ry, rnya=—r», cy Fop=—"q.
Les intégrales cherchées correspondent aux racines négatives
ry, rs,- -, rp. En formant les X; avec les x,;, correspondant 4 I'une
de ces racines, I'on a
Xi=(gna+g b+ - +&inv)e”
Xo=(€21a+ 820+ - +&unv)e”

Xo=(&ma+gnb+ - - +gur)e”
X =rae", ,t;:rﬁe”,. <, X, =rve".

L’élimination de @, B, - -, » des expressions de X;, X5, ., X,
et de x; conduit

vx r 0 O -0

1
&1 812 813 * &1n
&o1 820 Koz - 8on

ity

Xn 8&ni 8no &nz - * &nn

d’ou l'on tire
X, =Ly i+l Xot+ - - +Lin Xno

De méme I'élimination de a, B, , » des expressions de X,
Xy, +,X, et de x, conduit a

X, = Lay X1+ Lag Xo+- « Lo X
En tenant compte de ce que gi,=gi on trouve de suite qu'on a
Lyg=Ly,.
Ce résultat est obtenu en ne considérant que les intégrales cor-
respondant A une valeur quelconque de la racine 7. Dans le cas oi

les racines sont simples les intégrales générales du systéme (1), san-
nulant pour ¢=-4o», sont de la forme



Sur la thermodynamique des processus irréversibles 15

x,=Ca, er"+ Ca, .. +Chra, e’
x,=C, 8 er't+ C, 8, e+ . +ChBne™

Xn==C v, €+ Corg e+ +Cpv e
L’élimination de C,€™, C,e™ . ., C,e™” des expressions
de X,, X,, - , Xn, formées avec ces valeursde x;, X, -. X, et

des valeurs de <X;, respectivement de X, conduit, comme nous
I’avons montré dans notre troisitme mémoire cité, aux relations phé-
noménologiques de la thermodynamique des processus irréversibles
de la forme

x,"=L,~1 ‘Y1_+Li2 Xg+ ° +Lirz Xnv i= 1’ 2. 3' ° s A,

ou les coefficients L;, ne dépendent des constantes d’intégration C.
Dans le cas de n=2 l'on obtient facilement, comme nous l'avons fait
dans notre premier mémoire quon a L,,=L,, . Dans le cas de n=3
et n=4 M. Ch. Karanikoloff a montré la symétrie du tenseur L par
une méthode algébrique. M. M. E. Dimittroif et Kyrille Dotcheff ont
montré cette symétrie, dans le cas de n quelconque, par le calcule
des matrices.

Dans notre seconde et troisieme mémoire de ZAMP nous avons
considéré le cas plus générale ot I'on garde tous les termes dans le
développement de 4 S suivant les puissances des x; en supposant tou-
jours les racines distinctes. Considérons maintenant ce qui se passe dans
le cas de racines multiples. Ici nous nous bornerons du cas
n=2, mais la méthode est générale. Considérons d’abord le cas ou

1) 485 est réduit A ces termes du second degré.
En nous bornant aux termes du second degré,h nous aurons a
considérer le systéme d’équations différentielles

2
L;:—=a,\:—{-by::X,

dt
@) i
a- -
P wbereye
avec

a>0, ¢>0, ac —562>0,

oll nous avons écrit x, y au lieu de x,, x, et a, b, ¢ au lieu de
11> Lras B2 ) .
L’'intégration de ces équations par des expressions de la forme
x:==ae’, y=fe" conduit & 'équation
\

| a—r? b
b c — r?

i = rt—ria-+c)+a.c— b*=0,
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d’ou l'on tire

. a-|—c:t\/a e\ 4 pa.

Dans le cas de racines doubles on a
b=0, a=c¢c>0

et les équations ci-dessus se réduisent aux équations

a’x a’y
T =a.x=2.X, T =a.y=Y,
d'ou Pon tire
—yat _ _Vat _
x=C,e xX'=—YVaC,e =—Va.x,
— al — —Va t
y=Ce & y=—"VYaC,e Ve =—Va.y
et enfin
o X y - Y
— Vz’ _ }/71
Ainsi les L;, des équations phénoménologiques sont ici
1 l
L _ T = L = 0
11 ‘/a 12 L‘!] L22 ‘/

2°) En restant toujours dans le cas de racines
doubles et de n=2, examinons ce qui se passe lors-
qu’on retient dans le développement de § autours
de 1’'équilibre thermodynamique les termes de degré
supérieur a 2.

On aura a étudier ici les intégrales du systéme d’équations diffé-
rentielles

'%Qf:‘zax+ex2+2 fxy+gy?+...=X+o(x,y),
3)

ay . .

7t2—=a)’+fx +2gxy+hy34-...=Y+v(xY),
avec

X=ax, Y=ay, a>0,
qu’on peut écrire sous la forme

(4) dx  di _dy_ dn__

Par une substitution linéaire de la forme
u-—=ay &tap xtapnta,y, W —ay ftapxtagntay,y,
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(®)
V=09 ET 090 XUz N+ Uge Iy T=0ay {-Fagg Xtagntayy
on aurait pu aissayer, comme nous l'avons fait dans notre second mé-
moir cité, ramener le systéme (4) & un systéme de la forme
de.  dv = dw az
ret... revt... rnvF... rz+..
oir les points (...) remplacent des termes de degré suppérieur a un.

Mais cela ne donne pas directement des résuliats dans le cas de ra-
cines doubles, puisque dans ce cas on aura

Q3 e Ayy Gy
Qa1 Ay Gy  Qgy
231 30 (33 U3y
A1 Uy 43 ayy

et la substitution (6) ne définit plus x, &, y, n au moyen de u, v, w, 2.
Dans ce qui va suivre nous montrons que le systéme (3) admet
des intégrales de la forme
—Vat —Vat —Vat

x=C,e +Z (e , )
—Vat ( l/nt —V'.Zt)

y:CQC’

ot = et / cont des fonct ons holomorphes de e"‘V"t, te _V"t, s’an-
nulant pour f{=+-co, et dont les développements en séries suivant
ces quantités commencent par des termes de seconde degré au moins
et que dans ce cas l'on a

lim Ly,==lim L,;=0 pour {—>-co,

Pour ariver ce résultat faisons d’abord le changement de va-
riable définit par

f o dt — VY at
at = -—\"a_r' T =€ lim r=0 pour f=+4co.
On a ainsi
dx _( dx\ ax , & x
Tt*“w(’z‘)’ a ( e )

et des expressions analogues pour les dérivées de y.
Avec cela le systéme (3) s’écrit

ax azx

a [r —_ - 12 - ] ax-+q¢(x, y),

d1 d?
(:)' 5 (i? y y

2 iiaseetms ua M I, x|l
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Nous allons exprimer x et y comme fonctions de r au moyen de
u=—r, v=rtlogr,

considérés pour un instant comme des variables indépendantes. On
a ainsi

dx Ox ox ox

PR T TR i

d*x dx 0*x 5 0?x 0?x
"I o0t U2 Gugnt T G (W H)

T

T

ce qui donne en définitive

ox ox 0?2 x 0% x 0% x
a [E‘H_% (v—2 u)+a? u2+25170_'v u (v—u)-}—w ('v—u)’] =
=ax+o (X, y),
© (/] g 02 g2 0?
a [—%u-}-a—z (v-2u)+%u2+2da3; u(v—u)+ 5;}%’-(@—11)2] =

=ay+vy (X, y).

Montrons que ce systéme admet des intégrales x, y qu’on peut
développer suivant les puissances positives et entieres de u et de v.
On voit d’abord qu’on peu calculer de proche en proche toutes
les dérivées partielles de x et de y pour x=y=u=v=0, 3 P'excep-
tion de
ox _dl
ou’ du
qui restent arbitraires et jouent le role des constantes d'intégration
C,, Cy. En effet, 'on peut exprimer les dérivées partielles d'ordre p
par les dérivées partielles d’ordre inférieur 3 p. Pour le montrer fai-
sons une remarque préliminaire.

Les premiéres membres de (6) contiennent les dérivées pre-
miéres de x et de y, multipliées par u et v, et les dérivées secondes,
multipliées par les carés de u et de v. En difiérentiant p fois par
rapport 3 u et v il reste dans les premiers membres, aprés avoir mis
x=y=u=v=0, des dérivées d’ordre p seulement, ef dans les se-
conds membres des dérivées d'ordre inférieur 4 p, provenant de ¢ et
de y. Cela permet d’exprimer toutes les dérivées partielles de x et
de y d’ordre p (pour x=y=u=v=0) au moyen des dérivées par-
tielles d’ordre inférieur a p.

Ainsi la premiére des équations (6) donne, en différetiant une
fois par rapport 4 # ou 4 v respectivement et en posant ensuite
X y=u=v=0,

9x o ox
ov ' du

Une nouvelle différentiation par rapport & 4 et v conduit, apreés
avoir mis x=y=u wv=0, i trois relations distinctes ne contenant

= arbitraire.
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aux premiers membres que des dérivées partielles secondes de x et
aux seconds membres les dérivées partielles du premier ordre de x et

de y, provenant de o¢(x, y) et calculées par les operations précé-
dentes. On a ainsi

o0t x 0% x 02x _ (ox Oy
350 S awos T2 50 =1 (G- o)

ou? ouo ' ou

0?x _402x_f <_Q£ dy)
ouov Yoz N \ou ox)
BRx__ [(ox dy
3 302 “f"(au’ du)’
avec
3 —8 2
0 3 —4 |- 270,
0 0 3

ce qui permet la détermination des dérivées secondes.

San faire des calculs il est facile de se rendre compte que le
déterminant des coefficients du systéme, contenant les dérivées par-
tielles d’ordre p>1, n’est pas nul. En eifet, dans le cas ot ¢ et y
seraient identiquement nuls, on aura x=C,u, y=Cyu et toutes les
dérivées de x et de y d’ordre p>1 seront nulles. Par coséquent les
déterminants des coefficients d’ordre p, étant les mémes dans les
deux cas, seront diférents de zéro, ce qui permet la détermination
des dériwllées d’ordre p>1 dans le cas oi1 ¢ et y ne sont pas identique-
ment nuls.

Il rest & montrer que les séries suivant les puissances positives
et entieres de u et v, ainsi obtenues, sont convergentes. Il va sans

dire que les équations du systéme (3) doivent étre traitées conjointe-
ment.

Pour monirer la convergence, écrivons les équations (3), en in-
troduisant un parameétre u, sous la forme

dﬂ -
A Xt u e (B Y ek )t

(7)

aty 2
B —aytuw, xy)tuys(x,y)+-- -,

ou les @, et les y, sont des fonctions homogénes en x, y de degré
P. Les seconds membres de ces équations sont des fonctions holo-
morphes de u pour |u|<1. D’aprés un théoréme fondamental de
Poincaré, les intégrales du systéme (7) peuvent étre développées
suivant les puissances positives et entieres de «. Mais aux équations (7)
correspondent maintenant les équations
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0x 0x 0?x 0%2x
o | Gt g w24 T 2 S v ) + 3 (o=t -

=ax+pg,+u’ 3+,

[g‘xu—!— A (v— 2u)+ ‘vu2+‘7 d

y 7 (v— u)’] =

=ay+u wg-l-u wa+--

Or en traitant ces équations comme nous l’avons fait pour les
équations (6), on constate aisement que les dérivées partielles de x
et de y d’ordre p, prises pour x=y=u=v=0, contiennent ! en
facteur. On obtient ainsi

X=Cyu+u & (u,0)+u2 & (u, v)+---
y=Cu+uny (&,v)+u*n; (4, v)+---

olt &,(u,v), np,(¢,v) sont des fonctions holomorphes de degré p en u
et v. Pour u=1 ces séries coincident avec celles, obtenues auparz-
vant pour le systeme (3); elles convergent pourvu que les valeurs de

at _  —yat
U=—1=—e ,v=trlogr=—Va te

soient suffisamment petites, c. q. f. d.
Recu le 30. I1X, 1954
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TEPMOIIWUHAMHKA HEOBPATHUMBIX TMPOLIECCOB. CJIYUYAM
KOrA BEKOBOE YPABHEHHWE UMEET IIBOMHOM KOPEHb

Kupua A. Ilonos

B HalHX npeaHAylHX Ny6JHKAaNHAX O TepMOAMHaMHKe HeoGpa-
THMBIX NPOLIECCOB MH H3y4aJH HHTErpaJH CHCTeMH Au(depeHnHaNbHHX

YPaBHEHHHA
a2 x;

darr
rae 2, g XXy TOJOXHUTEJLHO OMNpeleneHas KBaapaTHuHas (opma
7 k

=8n X1 +8uXe+ -+ 8axn (i=1, 2,---, n),

H rje KOpHH BEKOBOro ypaBHEHHS

gn—"r & &in
a1 Ba—1®- &on
=0
8m & &nn—r*
€HOKpPaTHbH. 31eCb Mbl H3yyaeM CHCTeMY
ai x,
an = g1 X181 Xa+@ (X, X3),
a? x,
w7 =ga1 X1+ &aa X2+ (X1, Xa),

BEKOBOe ypaBHeHHe KOTOpOH HMeeT JBOHHOH KODEHb H HHTerpain KO-
TOPOA CTPeMATCH K HyMO Iasi £ — -} co. C 3TOH HeNbIO paccMaTpHBast

— Vet
Xy, Xg KaK (QYHKUHH u= —r, v=tlogz, roe r=e 4 Mhl NPHBOAHM
3Ty CHCTEMY K CHCTeMe
dx1 dxl d"xl 9 02 x, X3
it Grw—2wm+ 5w +2 2w —u)+ S w—uyp -
=X14@1 (X1, Xg),
dx, dx, S (v— 2u)+d°x’ w2552 d?xg > u(v—u)+ x’('v u)® =

X9+ g (x1 y Xa)
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H yCTaHOBﬂHBaEM CymieCTBOBaHHE HHTerpaJIOB BHaA
X1= Cl u+§2 (ll ’ 'v)+58 (ll, "U)-l— Ty
Xo=Cou+ny (4, v)+n3 (1, 0)+---,

rae 5, n ﬂpHHHMalOT 3HauYeHHe Hy.ﬂb ﬂpH u=0, ’U=0 H rae
- V lut — - V &u t
u=—e , v=—Vente



BbPXY TEPMOIJHUHAMHKATA HA HEOBPATHMHUWTE INFOUECKH —
C/IYYAM HA JOBOMHHM KOPEHHM HA XAPAKTEPUCTHUUYHOTO
YPABHEHUE

Kupuan A. [lonos
PE3IOME

B HauHTe no-paHIIHM NYOGJHKaUHH MO TePMOJHHAMHKAa Ha HeoOpa-
THMHTE MpOLIECH HHE H3yyaBaxMe HHTErpaJHTe Ha CHCTeMH aH(epeH-
HHAaJHH YpaBHEHHS

a’x _
—dt—al=gu X1+&a Xo+HLinXn (i=1, 2,..., n),

raeto D, 8ikX; Xy € MOJOXKHTeNHO He(MHUTHA KBaApaTHYHA (opMma
ik

H raietTo KOpeHUWTe Ha XapPaKTEPHCTHYHOTO YpaBHEHHE

gu—" & &in
a1 La—1r’ 8an

=0
8ni 8ny Gnn—1°

ca npoctH. B Ta3u pa6ora u3yyaBaMe CHCTEMaTa

a® x
—d—ﬁl =g X1+ 82 Xot@ (X1, Xa),

d? x
72 = ga1 X1+ Lae Xa+y (X1, Xa),

YHeTO XapPaKTEPHCTHYHO ypaBHeHHe HMa JBOEH KOPEH H HHTEerpajure

Ha KOATO KJOHAT KbM 0, Korato {— oo. 3a Tas leJ pasriaexname
— Vant

X,, Xg Kato (GYyHKUMH HAa u= -7, v=tlogr, raero r=e , 1 CBeX-

JlaMe ropHaTa CHCTeMa K'bM CHCTeMara
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0 dx 0 x
Tlut T @—2u)+ 55 w42 =Sl u(v— u)+602‘(v )2 =

(9x2

raneTo

02 Xy

= X141 (X1, Xa),

w32 w—2u)+ L 22 4 2. 75y (i) 4 L2 (0 —up

= Xa+ @4 (x1 y Xa).
Y cTaHOBsAABaMe CbIIIE€CTBYBAHETO HaA HHTerpa-ﬂH OT BHAA
x1=Ciu+gu, v)+5 @ v)+---,
Xe=Cou+n, (1, V)+n3(, v)+---,

— V eut,

& n ce anyaupatr npu u#=0, v=0 u raero u= —e

v ='_“/g11t e_VE:t.
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