SUR LES FONCTIONS ANALYTIQUES DE DEUX VARIABLES
COMPLEXES QUI SONT PARAANALYTIQUES

par Maurice Fréchet

Rappel. Soient f, f,,..., fa, n vecteurs unitaires sur n axes de
I’espace £, A n dimensions; e, é,,..., €, p vecteurs unitaires placés
sur p axes de l'espace £, A p dimensions, V X, ,fi+ ...4 X, f,,
v=x,6,+ ...+ xpep deux vecteurs de ces deux espaces.

Quand V- F(v), X,,-.., X, sont des fonctions,

Xi=Fi(xyy.oooy Xp)yonny Xp=Fp(xy,..., Xp).

Dans des mémoires récents, [1] nous avons étudié¢ les conséquen-
ces des définitions suivantes.

I. F(v) est dérivable relativement a la reégle R
pour v=1° si

1° F(v) est différentiable pour v =17°.

20 ]I existe un vecteur Vj§, indépendant de dv, tel que pour v--v°

(1) dF(v)=V,.dv
oli, au second membre, le produif est effectué suivant la régle RV,
est de la forme Z_L,- @°) fj, et Vi dv de la forme

2 (Z Llfi).(dekek) = ZZL/dx,f,—-e,.

Pour que I'égalité (1) ait un sens, il faut évidemment que la régle
soit exprimée sous la forme

(3) fr-en= 2 tanfn
h

ou les u;,, sont des constantes qui déterminent la régle R.

Si les conditions 1°, 2° sont remplies, Vo sera dit une dérivée
de F(v) pour v=1° relativement a3 R.

Il. F(v) est paraanalytique relativement a R pour
v=1° si F(v) est dérivable indéfiniment relativement 3 R au
voisinage de 7°.
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Dans les deux mémoires cités plus haut, nous avons donné quel-
ques propriétés générales de ces fonctions et nous les avons appliquées
5 la théorie des surfaces dans le cas oit =3, p=2.

Position du probléme. Nous voulons ici donner une autre applica-
tion en cherchant, dans le cas ou n=2, p=4, quelles sont les
fonctions analytiques (au sens classique) de deux vari-
ables complexes qui ,sont“, en meéme temps, des fonctions
paraanalytiques relativement 3 une régle R conve-
nable, le sens précis de cette question étant formulé comme suit

Soit donc

S m) = Py(xy,....x%) + EPy(x,, ... %))
une fonction analytique au sens classique, de :
£ X, t+ixe, n=x3+ix,

pour & 4 5 n¥ On peut la considérer comme déterminant un
vecteur de l'espace E,

F(v) =P+ Pafq
fonctions du vecteur
v xe+ ... +x.€,
de l'espace £
Si elle est paraanalytique pour v 7” (correspondant au couple
" ") relativement & une régle R, elle et dérivable relativement a R

pour chaque point o suffisamment voisin de 7°.
Il existe donc un vecteur

V=L(v)/\+L,(v)],
indépendant de dv et tel que
dF (v) = V'.dv

c'est A dire

(4) :;:dphfn (ZI-/(T')."/) (dek"k) = Z(ZZLIdka/M>,fn-

[ ]
D’on

(5) dp, = Z(}; LA jan )dx..

A

Or, puisque f(s, n) est analytique en g, 5, voisin de z°, 5% f(&,n)
est analytique en ¢ x,+ix,, d'ou
oP, oP, 0P,  dP,
dx, Oxp,’ adx;

6 ’
(®) 0x,y
c'est A dire d’apres (5H)

* Nous nous ¢loignons des notations ordinaires pour abréger les calculs qui
suivent.
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(@1 1]

Z Li(v)uj,,= Z Lij(v) e,

Z Ly(v)ujs~ — Z L;(v) ujy,
ou encore ’ ’
(411 — Uy99) L1(7) = (Ugpe — U1 ) o(T),
@) U119+ 819)) L1(V) = —(Uge; + Uy1a)Lo(T).
De méme f(z, n) étant analytique en
(13, —Uy49) Li(V) - (Ugea — Uasy) (D),
(8) (Uy30+ U, 41) Li() = — (Uogy  Uage) (V).

Supposons d’abord qu’'une au moins des parentheses des quatre
derniéres égalités soit 3 0. Par exemple soit u,,, —u,,04 0, on aura

Li(v) = rly(v)

ou r = = — est un nombre, indépendant de v ¢t de la fonction
Uy, —lyey

F(v), entiérement déterminé par la régle K. On aura alors

dF(v) = Ly(v)rf,+/,) - dv,
ou en posant

M(v) = (rfi+1) - v Z af(V)f;

J

(Oil a;j(v) Z u,-kx,,> dF(v) L,()dDUv)

ou D dP)fi= L) D aldo);;
J
d’ou
(9) dP,-=Lz(v)a,(dv)=Q(x,,. .oy X‘) Za,kdx,,.
3

Supposons que l'un des déterminants du second ordre tiré du
tableau

all ‘ooal‘
(10) Upp - -0y
soit F 0, par exemple
Layy ag
| + 0.
| gy agy t

Alors en posant

Y, = Zauxk. Va :=202kxh Ya= X3 V¢ Xu

on pourra tirer x,,..., x, en fonctions linéaires des y,..., y, et en
portant dans les P, on pourra poser
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Pi(xyy. ..o X)=ps(Yir---2 V)i QX1 . X)=q(Y1,---, Vo),

de sorte que (9) deviendra

dpA Y- V)=V, --- YAy,

Donc p, est un fonction de y, seul, soit p( y,) et on aurait
dp, (») dpy(Ya)
=t zm SRS = (Ve ey = Lg(v
qy‘ 4yh q( 1 )“) lﬂ( )
La valeur commune sera une constante x4 et on aura

PAY)=uy;+¢;, Li(v)=p,
d’'ol
aF(v)=u(rf,+1,) . dv=(4.f,445f,) - dv,
F(v)=21-v+oc,

ou 3=2,f -+dgfq, ¢ -c,fi+c,f, sont des vecteurs constants.
Ainsi F(v) est une fonction vectorielle linéaire de . On a

Pri+Pfs (ifi+2.1.)(xe,+ cootxe) e fi4 cofa

- Z (Z Z 4, Xl jan+ Ch )f;. :

d’ou
v 1
Ph;-_ Z(Z 11u/,,.)x,+(‘;, - Zﬁkh xk+ch
ry I3
avec
P, oP, _oP,  oP,
Bu ox, ox, Pug, Brg= ox, - ox, =By,

et de méme
ﬂns =80 ﬂsc =—PB¢-

D’oir
f(&n)= Z (Ba +iBuy) Xa+Cy+icy = (B, +iB13) X,
&
H(=Bu+id e+ ...+ €1 tdcg= (B +ibg) (x,+ixg) + ... 4 +ic,

De sorte que f(s, 7n) est de la forme
(1) (& n)=ws+tn+y
ou w, f, » sont trois constantes complexes: f (8, ) est une fonction
linéaire du couple (3 7).

D’ailleurs, la régle devra étre (quand L,(v) et Ly(v) ne sont pas

constamment nuls au voisinage de ¢°, c'est i dire quand f (3, n) n'est
pas une constante dans ce voisinage), telle que I'on ait, au moins,
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Ugyy =Ugy; + 7 (81 —Uh99)
Ugg, = —Ugyg —7 (Uy,3+ Uy))
Ugey = Uyy) + 7 (813 — Uy 4e)
Ugqy = —Uggy — 1 (Uy39+ U, )

Considérons maintenant le cas ou les déterminants du second
ordre du tableau (10) sont nuls; mais supposons d’abord qu’un des
éléments de ce tableau soit 3 0; par exemple a,,30.

Alors, comme

(12)

a;;, aw|
.

Qg Qg

%.:a‘.zi‘ ou ap=san (k=1 2, 3, 4)
11

dP,= Qs D, a,udx, - sdP,,

d._P_l_f’_Ea __sf’Pl. dpl «_dPg “-—s‘«)P'
ox, ox, ~OJdx,’ Jdx, = Ox, ox,
oP, 0P, 0P, = 0P,
ox, sdx., =0, sdx, + 0x, =0.
Le déterminant de ces deux équations en 0P, , P, est 14s?:40.
Jx,’ Odx,
Donc
QBI Qf_)l =O
0x,  0x,
et par suite
0P, __ 0P, _,
dXQ - dxl ‘

Donc P, et Py sont indépendants de x; et x;. On verrait de méme
qu’ils sont indépendants de x; et de x,. P, et P, se réduisent 2 deux
constantes c,, c;. Finalement f(s,n)=c,+ic, se réduit dans ce cas 3 une
constante complexe et F(v)=c,f,+c,f; se réduit 3 un vecteur con-
stant. Il en est encore évidemment de méme, d’aprés (9), quand tous
les a;» sont nuls.

Supposons maintenant nuls tous les coefficients de L,(v) et de Ly(v)
dans (7) et (8). On aura
Bigg =Uy 15 Ugey=Ugy; U9y = —Uy19; Ugyy = —Ug1g;
Uy =Uh31s Uaee=Ug31; U1g1= —U139; Ug = —Ugg-

D’oir d’aprés (5) et (13)

(13)



Puisque .130, on
part, poser

8 Maurice Fréchet N
dP,+idP,=L, (Z l,.,dx.+12u,., dx.)
+ Ly (Zﬂux dx,+i Z“sn dx.)
2
= Ll [ﬂ,“ dX|+u‘21 JXQ‘*‘ soe +illu,dxl+la,”dx,+ . -.l + LQ [ ..-]
== Ly [ (8, +iy,g) (dx,+idxy) 4 ... ) + L, [(ugy,
+ lugyy) (dx, + idxy) + ...},
d’otr
df (&m) = | M(v)+iNy(v) ]de + [ My(v) + iNg (v) ] dn.
Ainsi
S 7= MHIN =L+ iy)y) + Ly(gy tillgye) = Lyw, + Ly,
S, MuHiIN, = Ly(0 5+ ity )+ Loy, +ittysg) ~ Lot + Lyt
Donc
(14) tify—waf, = Li(tyw, —wyt)) =L, 4,
t /;_wl/:,;‘- L,(tywy+w,ty) = — L, A.
Quand .140, si l'on pose g (&, n) =f(i;’,7), on a
1,8, — wyg, =[une quantité réelle, fonction de v]=L,(v),
g, —w,g, - |une quantité réelle, fonction de v]= — Ly(v).
Posons

peut en tirer &', n’ en fonction de ¢, » et, d’autre

k(& n')=g&(& n)-

Puisque g, comme f, est analytique en g, 5 et alors 4 est analytique

en &', n’, on aura

(15)

si 'on pose

on peut écrire
A (s,

* Il ne peut y
de la p. 6.

oh _, 08 _. 908 __ :
"E =1, 0z w, on Ly(v);
oh o o,
o=ty di — Wy aszL,(v).

=y +yy, 7 =ys+iy,,

)=P( V1 Vo Vo Vo) +ig (31, Vo Y Vo)-*
avoir de confusfon entre cette fonction ¢ (..

<o Ya) et celle
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Alcrs
dp , .0q __,(0p . .09\ _0h _
ay, T v, (6)’9 +ld)’s) o L@).
Donc au voisinage de ©° puisque Lg(v) est réelle:
99 _ 9 _
ay, op,

Ainsi p ne dépend pas de y,, ni ¢ de y,. De méme, on verrait que p
ne dépend pas de y,, ni ¢ de y,:

P=P(V1V3): 9@=q(VaV)
Or on a

op(ynys) _ o9 (J’m)’c)

oy, d)’a
la valeur commune des deux membres est une constante o

P=0w,+pi(¥s): g=38y:+q:(y,)-
Mais on a aussi

soit
dp, (¥s) _ dq, ().

dy, dy,

ici encore la valeur commune des deux membres doit étre constante
et on a

P=0y+uys+v, g=4y3+uy+v,.
& n)=h(, n)=ptig=[8(y1+iys) +m(yVs+ iy |+ + vy,
(&, n)=0F 4 un+»r.

Par suite f(f, n)=d4dg(s, n) est une fonction linéaire de ¢, %,
donc de ¢, »
Jdg og
ds’ On
d’aprés (15) L, et L, seront des constantes. Et alors d’aprés (4) F(v)
sera une fonction linéaire de v.

Il reste le cas ou 4=0.

0=t wy —t,w, = (U3, + il g9) (gy) +ilipya) — (Upsy + illgee) (U1 + ildy,g).

Dans ce cas, si 'un des termes de 4 est 4 0, par exemple w,%0,
on aura d’apres (14)

1= o S af=1;(det 2 dn).

D’ailleurs, s’il est ainsi seront des constantes et par suite,
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Puisque df est différentiable prés de 7°, avec
1,
df = — B (wag+tem).

c’est que f(&, n) est une fonction analytique d’une fonc-
tion linéaire de £, n, A savoir Z=wyi+1lyn prés de z,=wys%+ten°
soit la fonction

J(& n)=9(2),
ot

Z=wy¢ + tgn = (Ug)) + lllyyq) (X, +1Xg) + (s + ilggs) (X5 +ix,)
ou en posant z=x-iy
X = Ugy Xy — Uq19Xg t gy X3 — UegeXy,
Y = Ugy Xyt Ug 19X, + Ugsy X+ UyggXs.

Le cas oii1 tous les termes de .4 seraient nuls, ne peut se présenter
puioiqu’alors les f,.e, seraient tous nuls, cas qu’il faut evidemment
exclure.

Remarque. Les cas ou f(f, ) se réduit A une fonction linéaire ou
a4 une constante, rentrent dans le cas général ou f(g, n) est de la forme
#(w;+tn), en prenant pour ¢{(z) dans ces deux premiers cas ¢(z)=
=pz+q ou p et g sont deux constantes complexes.

Probié¢me inverse. Donnons-nous a priori, une fonction ¢(z) ana-
lytique au point 2°=x°+4i{y® et une forme linéaire wi+¢n de deux
variables complexes :=x,+4ix,, n=x3+ix,. La fonction

(& n)=@p(ws+tn) — Py(x,, ..., X)+iPy(x,,..., X,)

sera évidemment une fonction analytique des deux variables complexes
& n pour £=2% n=n° pourvu que ws’+tn°=2°

Nous voulons démontrer qu’il existe au moins une régle
R relativement A laquelle soit paraanalytique pour
v=1v"=x.", + ... +x,',, (avec F=x,°+4ixy’ n°=x,"+ix.°) la fonc-
tion vectorielle associée & f(% n), soit

F(v)=Py(x\,..., x) [1+Ps(xy,..., X)) fs

Démenstration. Pour des raisons indiquées plus loin, prenons 3
priori les coefficients u,,, de la régle R tels que
(16) l By il 3=, gy +illlgyy = —W; Uyg +illyge =1, Uy +illgg= —t;
Uigt il gy = 0 = Ugy, +illg g3 Byl =il =Ugq + ligg,.
Il s'agit de savoir s'il existe L,(v), Lgv) tels qu’en posant F(v)
=L\(v)f1+Ls(v)fy on ait

dF=F .dv

ou

AP f,+dPyfy = D, D DL, dxau; afa
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ou
dPy = D) D L. dxutm.
D’oui

de(2)=dP, + idPy = D] D) L;.dxu(ujm + itjeg) = Lidxyw + Lidxyiw

+Ldxgt+Ldx,it+ ... =L(wdsz+tdn)+
ou

¢! dz=(L,+ily)dz.

Ainsi F(v) est dérivable puisqu’il suffit de prendre L,+ily=g¢;, c’est
a dire de prendre pour F(v)=L,f,+Lyfe, la fonction vectorielle asso-
ciée A ..

Mais alors, de méme, puisque ¢ ; est aussi @nalytique pour z =29,
F’(v) est dérivable et on obtient F”"(v) en la prenant égale a la fonc-
tion vectorielle associée A ¢ ”(2), etc.

Finalement on voit qu'il existe une régle R, définie par
les relations (16) et, par suite, dépendante des coefficients w, ¢ de la
forme wi+tn, mais indépendante de la fonction ¢(2) (sup-
posée analytique pour 2z=2,), régle R telle que la fonction vectorielle
F(v)=P,f,+P, f, ascociée a la fonction ¢(w:+ ty)=P, +iP, soit pa-
raanalytique pour v=1t" en posant

o Zx:.e,, oit W(xX34ix3)+H(x3+ ixe) = 2°.

Généralisation. Pour démontrer la proposition inverse, il suffisait,
comme nous l'avons fait 4 I'instant, de prouver qu'il existe au moins
une régle R, pour laquelle F(v) soit paraanalytique pour v=7°

On peut cependant se poser la question de déterminer les régles
R pour lesquelles il en est ainsi. Nous nous contenterons de dire que 1°¢
si ¢(2) est constant, toutes les régles conviennent, 2° si ¢{(z) est linéaire,
sans étre constant, on obtient facilement deux formes de régles, qui
dépendent d’un assez grand nombre de paramétres arbitraires, 3° enfin,
dans le cas le plus intéressant ou ¢{(z) est analytique pour z-==2° sans
étre constante ni linéaire, la régle la plus générale cherchée dépend
de deux paramétres réels arbitraires: a et b, tels que a+ib ¢+ O, en pre-
nant pour les wuj:

Uy iy g =8S+in; Uy +lllggy= —(d+in);
Uygtlllygo = US+in) =gy, + Uy,

(17) Uyg1tillygy =S +in'; Uy +illyy= —(s'+in’);
Uggy +illgze =S +iN") =l + Wl g9 ;
avec s+in=(a+ib)w, s +in'=(a-+ib)t.

La régle examinée plus haut est celle qui correspond au cas ol
a=1, 6=0.
Cas particulier. Lorsque ¢(2)=e’, il est clair qu'on aura
Fv)=F'(v)= ...
Regu le 10. 10. 1955
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BbPXY AHAJ/IMTUYHHTE o®YHKUHMHU HA JOBE KOMIWIEKCHH
NPOMEHJ/IUBH, KOUTO CA MNAPAAHAJIMTHYHH

Mopuc Ppewe ([Mapux)

PE3IOME
Heka f,, fo,..., fa Ca N eN1HHHYHH BEKTOPH BBHPXY 7 OCH OT npo-
CTPAHCTBOTO £, C n H3MEPEHHRA; €,, €,,..., €, P EAHHUYHH BEKTOPH, NO-

CTaBeHH BBpPXY OCHTE Ha nNPOCTPAaHCTBOTO £, ¢ p u3MepeHus o
V=Xfi+ ... + Xafa Hn U=x,0,+ ...+ X, IBA BEKTOPa OT Te3H ABe
npocrpaictBa. Korato V=F(v), To X, X,,..., X, ca ¢ysxkuuu Ha
Xl, xm.--,xP'

Xi=F(xy,.... xp), X=Fy(xy,..., Xp)yeo oy Xn=Fa(xy,..., Xp).

B 1nBe CBOH HeOTAaBHAallIHH nydnuxaul-m aBTOPBHT € BBHBEN H H3IYUUN
HAKOH MNPHJIOXEHHUA Ha CJCeAHHTE neqmnuuuu:

. F(v) e audepeHunpyeMa OTHOCHO nPaBHAOTO R 33 v =° ako
1°F(v) e nudepenuupyema 3a v—7° u 2° cbulecTByBa eauH Bektop V',
He3aBHCHM OT dv, Taka 4Ye 3a v=7° na umame

(1) dFv)= Vudv,

KbAETO B NACHATA YaCT MPOU3BENEHHETO € WM3BbPIUIEHO CbrAacCHO npa-
Bunoto R. V, uMa Buaa E L{v°)f, a Viav uma Buaa

N (Z%Himﬂ=22wwﬂ-

3a na uma paBeHCTBOTO (2) CMHCBJ, TPAOBa OYEBHAHO TMPaBHAOTO 3a
YyMHOXEHHe na ce u3pa3ssBa BbB ¢opmarta

fr-ex = Zu/lmfn,

h
KbAETO Ujp, Ca KOHCTAHTH, OdpelensillM NpaBuaoTo R.

Ako ycaoBusita 1° u 2° ca uanbaveuu, V4 ce Hapuua npou3BoaHa
Ha F(v) 3a v=v° otHOocHO R.

Il. F(v) e napaaHaauTHYHa OTHOCHO R 3a v=1°, ako F(v) e aude-
peHLUHpyeMa HeOrpaHHYeHO MbTH OTHOCHO R B OKOJAHOCTTa Ha V.

B untHpaHHTe nBe paGOTH aBTOPBT € YCTAHOBHA HAKOH OOLUH
CBOACTBA Ha Te3H (QYHKUHH H TM € NMPHNOXKHA B TEOPHUATA HA MNOBBPX-
HHHHTE B CJyuan, Kbaero n=3, p=2. B nacrosmara pa6otra aBTOPHLT
AaBa HOBO NMPHJIOXKEHHE, KaTO H3CJelBa B CJAyuasi, KbleTo n=2, p=4,
KOH Ca aHaJHTHYHHTE (YHKUHH (B KNACHYEH CMHCDbJ) HA JIBE KOMNJIEKCHH
NPOMEHJIHBH, KOHTO Ca B CDBUIOTO BpeMe MNapaaHatHTHYHH QYHKIHH
OTHOCHO €JHO NOAXOAAWO NpaBuao R.



Ob AHAJIUTHYHYECKHX O®YHKLHUAX IIBYX KOMIUVIEKCHHIX
NEPEMEHHbBIX, AB/IFIOUIMXCHA TMTAPAAHAJIMTHUHECKHUMH

Mopuc ®pewme ([lapnx)

PE3IOME
Honyctum, 4T0 f,, fa,..., fa — N €AHHHUHBIE BEKTOPH MPOCTPAHCTBA
E. n uamepenuft; e, €,,..., €, —p €AHHHYHbBIE BEKTOPH NPOCTPaHCTBa

E, p namepennt u V - X,/ + ...+ X,f, w v=x,6,+ ... +x,6, — nBa
BEKTOPa 3THX ABYX npocTpaHcTB. Korna V =F(v), To X, Xy ..., Xn—
byHKUMH X, X, ..., Xp;

X,l -:'Fl(xl-.-g xP)v Xﬁ‘—'Fﬂ(xh---: xP)n"" X"::F"(xl""’ xp)'

B aByx HenaBHO ONyGJHKOBaHHHIX CBOHX paboTax aBTOp BBea H
H3YYHJ PAL CJAY4YaeB NPHMEHEHHA CJEAYIOLHKX OnpeaesneHHA :
l. F(v) nndepenHumpyema OTHOCHTeNBLHO mnpaBura R ans v=17°,

ecan 1° F(v) andepenunpyema aas v —v°un 2° cymecrtBsyeTr BeKTOp 4,
He3aBACHMKHA OT dv, Taxk uTO Ans v=17°

(1) dF(v)= Vv,
rae B NPaBOft YACTH NPOH3BENEHHE OCYIIECTBJEHO COraacHo npasuay R.

V, HmeeT BHI ZL,(v")f, n  Vedv umeloT BHI

(2) (Z L/fl) ( Zd—ne.) == Z Zlexkfl-ek .

IIasn TOro, utoObl paBeNCTBO (2) WMeJI0 oOnpeneneHHHA CMbICA, OYe-
BHAHO HEOOXOAHMO, YTOOH MPABHAO YMHOXEHHA BHPaxKaaocb POPMORA :

fi-en = Zulufh,
]

TAe U s ABARKIOTCA KOHCTAHTAMH, ONpeAesSiOIIHMH NpaBHao R.

Ecan ycaoBusi 1° n 2° punoanenn, 1o V| Ha3biBaeTCs NPOH3BOA-
HoR Av) ans ©v=1v° OTHOCHTEALHO R.

ll. F(v) — napaaHa/HTHYHA OTHOCHTEAbHO R aAan v=°, ecan F(v)
HEOTPAHKYEHHO AH(epeHLHPYEeMa OTHOCHTEJbHO R B OKPECTHOCTH 7°.

B umTHpoBauHbix BHlle aAByXx paboTax aBTOpP YCTaHOBHJ HEKOTO-
puie o6umine cBOACTBa 3THX (QYHKUHA H NPHMEHHJ] HX B TEOPHH MOBepX-
HOCTeRR B cayuae n=3, p-==2. B nactosuied paGoTe aBTOp naeT HOBOE
npuMenente, HCcheays (B cayuae n=2, p=4) — KaKkOBbi aHaNHTHYECKHEe
QYHKUMN NBYX KOMIMEKCHbHIX MNEPEMEHHLIX, ABARIOIIHXCH B TO Xe BpeMs
N DAPRAHAAMTHUCCKHMH (QYHKUHMAMH OTHOCHTEJIbHO OAHOIO MNOAXOASILEro
npasuaa R.
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