L’ALLURE ASYMPTOTIQUE DES FONCTIONS ENTIERES D’ORDRE FINI
par Arnaud Denjoy

Dans la premiére de mes Notes présentées a I|’Académie des
Sciences de Paris, A la date du 8 juillet 1907, jénongais, — en
m’illusionnant d’ailleurs sur la qualité des preuves que je croyais en
avoir obtenues — ce théoréme (numéroté | bis), dont I'exactitude, dé-
montrée pour une premiére partie par Ahlfors en 1929, n'est nullement
douteuse pour la totalité de la proposition.

Théoréme | bis. — Si la fonction F(z) définie dans le
plan de la variable complexe z est entiere d’ordre
apparent fini g,le nombredes approximationsasympto-
tiques P(z) de F(2), constantes ou entiéres d'ordre infé-
rieur 3 u=1/{2+(1/¢)], ne surpasse pas 2o

Dire que P(z) est approché asymptotiquement par F(z) signifie
'existence d’'un chemin allant a l'infini et sur lequel F(z) — P(z) tend
vers zéro.

Si I'on se borne aux seules approximations P(2) constantes, on
a I'énoncé réduit, constituant le théoréme | de la Note susdite et
démontré par Ahlfors, aprés une remarquable tentative de Carleman
établissant la borne supérieure 5. Il est probable que le théoréme I
bis se démontrerait dans toute sa généralité en suivant la voie dé-
couverte par Ahlfors pour justifier le théoréme I.

Nous établirons le théoréme | bis dans le cas trés particulier ou
'on suppose les chemins rectilignes. Il nous suffira de prouver
cette proposition:

L’angle Alimité par les cc’)tés C, (z=re®) et Cy(r=e)
(6,<9,) étant d’'ouverture =08,—06, inférieure A /g,
P(2) et Pyz) étant constantes ou entidres d’ordre infé-
rieur a u, si F(2)—Py(z) sur C, et F(2)—Py(2) sur C, tendent
respectivement vers O pour z infini, il s’ensuit Py (2)
= P5(2).

D’aprés u<o, F—P, et F—P, sont deux fonctions du méme
ordre que F. Donc, posant P,(z)— P,(2) = P(z), il nous suffit de démon-
trer que, si F(z) sur C, et F(2)—P(z) sur C; tendent vers O
pour z infini, il s’ensuit 22)=0.

Tout d’abord un changement de z en ze‘*, avec 0,4 6,—2¢ =0,
nous donne 6, = —w, 6y =w<n/(20).
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Soit 1>, mais avec wo<wr<<n/2: 1 étant indépendant de 2, les
deux intégrales

f F(iz)e "'dz et f F(iz)e *'dz

ont un sens et sont égales, d'aprés wr<<a/2 et F(12) <e“"+', e=¢(2)
tendant vers O pour z infini. La valeur commune des deux inté-

ales est une fonction entitre F/(1). Tout chemin d’intégration
joignant l'origine A P'infini dans I'angle A donnerait le méme résultat

FX4). Si 4 est réel positif, le point iz décrit respectivement C, et C,
en méme temps que 2.

4 croissant indéfiniment par valeurs réelles positives, on voit
immédiatement que la premiére mtégrale tend vers 0. La seconde ne
différe que par un infiniment petit en i de

G(1)= J P(iz) e-* dz.

Car, si F(2)=P(2)+Qz), (z) tend vers O sur C, et f Q(iz)e—*" dz

tend vers O pour 4=+ o réel. En conséquence Q(1) tend vers zéro
pour 1= + co réel

Soit P(z)=2a,.z".
Quel que soit »>u, asymptotiquement (pour n infini) a, <n- /).
D’aprés u<e<r nous pouvons supposer »<t;

(H2) = Zb,l", avec by=a,fB,,

8i A= (f z"e—*' dz.

L'intégrale ne change pas si on la calcule sur le demi-axe réel positif
Elle vaut, par le changement z* =u,

ﬂ.=(l/z):f“u¢n+n/.e-. 4: =(1/r)r‘('~'_'1'_l)

D'aprés la formule d’approximation de la fonction I, asymptotique-
ment (pour 7 infini):
by < n—RIDHRID

L'ordre de la fonction G(4) est donc inférieur a »r/(x—»). Cet ordre
sera inférieur & !/; moyennant »<r/(2r+1). Or ceci est réalisable. Car
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d’aprés 1>¢. Il est donc possible de choisir » supérieur A u et inférieur
A r/(2v+1). Mais d’aprés le théoreme de Wiman, la fonction entiére

G(d) d'ordre inférieur A '/y ne peut pas tendre vers O sur un chemin
allant A linfini sans étre identiquement nulle. Donc 6,=0, a,=0,

P(z)=0.

Le théoréme I bis est donc démontré dans ce cas particulier
Regu le 15. 10. 1956.
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ACHMIITOTHYHHO MOBENEHHE HA LIEJIUTE $YHKILIHH
OT KPAEH PEN

A. lauxya ([Tapux)

PE3IOME

Iloxa3Ba ce cnenHara TteopeMa: AKO QyHKuMsuTa F(2) HA KOM-
NNEKCHOTO MPOMEHJHBO Z € IiJa OT npuBHiacH pea (ordre apparent) g,
OpOAIT Ha aCHMITOTHYHHTe MNpPHOAHXKeHHA /[A2) Ha F(Z), NOCTOAHHH HAH

HeJH OT pen Nno-mMajdbK OT u=1 [2+(]0>], He HaaMHHaBa 2¢.

Ka3sBame, ue PY(z) acumnroTHuecku npubauxkasa [F(2), ako Cb-
LIeCTBYBAa KpPUBa B PaBHMHATa Ha 2, OTHBAlla KbM 06e3KkpafHOCT, B'bpXY
KOATO F(2)— P(2) knoHn KbM Hysaa. Teopemarta e ycTaHOBeHa 3a Cay-
4asi, KOraTo BbMNPOCHHTE. KPHBH Ca MPaBH JHHHH.

2 Hssecrns ma Matemarmuecxms w-t, 1. II, xn 2



ACHUMIMNTOTHYECKHUE CBOWMCTBA LEJIBIX ®YHKLIMM
KOHEYHOI'O MOPSIAKA

A. 1auxya (lMapnx)

PE3IOME

Iloka3nBaetca caenywiuas Tteopema: Ecan oynknua F(z2) kom-
NAEKCHOTO NEePEMEHHOro 2 SIBASAETCA lLesoft Kakyuerocs nopsaaka (ordre
apparent) ¢, TO YHCAO aCHMNTOTHYECKHX NpuOAHeHnRA F(z) — nocTrosu-

; 1
HBIX WM LIeIOr0 NOPAAKa MEHbILEro s =1/ [24—(0” , He npeBhilIaeT 2o.

Mu rosopum, uto AX(2) achMnTOTHYeCKH npuGankaer F(z), ecan
CYIIeCTBYeT KPHBasi B MJOCKOCTH 2, YXOAsllass B GECKOHEYHOCTb, Ha KO-
Topoft F(2)— P(2) KknOHHT Kk Hyao. Teopema NOKa3LBaeTCs AJR CAaAyuas,
KOr/la yNOMAHYThie KPHBHE SBJAAIOTCR NMPAMBIMH JIHHHSAMH,



	Image017
	Image018
	Image019
	Image020

