BbPXY CBLUIECTBYBAHETO HA NEPHOAHYHH ABHKEHHS
HA JBOHHOTO ®H3HYHO MAXAJI0 B PABHHHATA, NPH
KPATHH KOPEHH HA XAPAKTEPUCTHYHOTO YPABHEHHE

. bpaaucruaos

B mMost npeaumna paGora [1] noka3ax 3a enHO 7-KpaTHO (HU3HUHO
MaxaJso, JieXKalllo BbB BepPTHKaJHAa paBHHHA, CbllleCTBYBaHeTO Ha n ¢a-
MHJIHH NEPHONHYHH JBHXXEHHS OKOJO CTaOHJHOTO MY PaBHOBECHO MNO-
JIOXKEeHHe, TMNPH NPEeANoONOXKEeHHe, Y€ KOPEHHTE Ha XapaKTePHCTHUYHOTO
ypaBHeHHe He ca KpaTHH. B Tasu paGora ume pa3srsenam CbhUIHA BBNOPOC,
M TO B YaCTeH CJy4yad 3a IBOHHO (PH3HYHO Maxano MNPH Npeanonoxe-
Hhe, Ye¢ KOPEHHTe Ha XapPaKTePHCTHYHOTO YPAaBHEHHE Ca KPAaTHH HO
Pa3NHUHH.

B uactHocT ot |1, (8)] HamMupaMe HenocpeacTBeHO AHEpPEHUHANHHUTE
ypaBHeHHsl Ha JIBUXKEHHMETO HAa ABOMHOTO Maxasno:

(A +1) w68y [cos & (wy —yy) vy HASINA (v —yy) y'5]

oo s2n— 3, 3n 1
= —gBy,+ igB —)r A v
80,y 4 1"§’( ) 2n—1)1

(1)
B2b1 [COS 4 (W2—'l’1) W;/ + 4 sin 4 (V 2 ‘Pl) V”f]+(‘42+l2) ‘P;,
B lgB oo ( ) lﬂn-—aw;n-l
= —gDByyy+ 2 ) i S
E—z 2n-1)!1"
KbAETO ¢, =4y, € BIbJABT, KOATO CKJIOYBAa »-TOTO Maxanao (»=12) c
BEPTHKAJHOTO TMNOJOXeHHe, /, — HHEePYHHAT MOMEHT Ha »-TOTO MaxaJ/o

CNpAMO HEHTHPA HA TEXKECTTA H
A, =aim,+bim,, A,=alm,,
B,=a,m,+bym,, By =aym,.

Tyk a, e pa3scTosiHHeTO MexJy OCTa Ha BbpPTeHe H LEHTbpPa Ha Te-
JKeCTTa Ha »-TOTO Maxano, a b, — pa3CTOAHMETO MeXIYy OCHTe Ha
BbPTEHETO Ha JBeTe MaxaJja.

[Npn =0 cucremara (1) ce cBexna B auHefiHaTa cHcTeMa ande-
PeHLHANHH YpaBHEHHS
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(A|+/|)W;'+b132‘#; = —gBy,,
B‘:bl'ﬁ” + (Ag'f"l;')'l'lgl —"ngw._.,
Ha KOSATO XapakKTePHCTHYHOTO YpPaBHEHHE €

(3) (A + 1) *+g8B, b, Byo* 0

b, Bw?  (Astl)e*+gB,
KakTto nokasaxme B pafhorta |[l1], TOBa ypaBHeHHE€ HMa CaMO YHCTO HMMa-
ruHepHH KOpeHu + ' (k- 1,2). /la npuemem cera, yue Te3au KOpeHH ca
KPaTHH [IOMEXAY CH, T. €. e g, Rg,, KbACTO R € LI0 MOJOXKHTENHO

4UCNo, pPasInyHO OT enuHulla. Toraa O6UIMAT HHTErpan Ha nopaxna-
1ata cucrema (2) e

I v, L, (Cicospit+-Cysingt)+L,, (Cycos ko t+C sin koyt),

(2)

4

{ )l y'o ol (= Csinoit+ Cycosont)+ koL, ( C,sinkot L C,cosko,t),
(r - 1,2),

Kbaero [,, ynoBneTBOPSABAT ypPaBHEHHATA

) (At W) ei—&BI Lis+ b Buealon 00 ()

Babioalix 4 [(Ay 41y ea— g8y Laa=0
M AeTepPMHHAHTaTa, 0Opa3yBaHa OT THX,
Ly Ly
Ly L,

€ paidMuHa OT Hyaa.

OT unTupanata paGota [1] ce Buxua, ue 33 KOpPeHa p, H 33 MaJKH
THAUCHHY HA 4 CbhULCCTBYBA 34 JBVKPATHOTO  MAxajo eaHa (pamuaus
HEPHOJIHUHH JIBHKEHHS, 3aBHCCUHLID OT € lHH NapaMeThp, H1 KOHTO lepHo-

2 :

. 2a
UbT € Pasanuen otT H HPH 4 -0 KJIOHHM KbM (6auye nokas3sa-
Q2 Lo
TEACTHBOTO 33 CHINCCTBYBAHC HA [ICPHOIHYHH PelIeHHHA 3a KOpeHa o, Ipe-
CTABA Ad ¢ OPHJIOKHMO, TbIl KITO, HIOM 0., k:_)“ q)ym\'unoua.'maTa Ae-
.0
TePMHHAHTA - SN “Fa. 1 e OUeBHAHO paBHa HA HVAA.
(2
~l
T_\'K e JIOKaXeMm, 4e H [NpH TO3H KOpeH o, CblllecTBYBAaT MNE€pPHO-
AHYHH PELICHHA.

Jloka3aTencrso

[Ipn A0KA3aTeACTBOTO, 1le Ce¢  BH3NOA3VBAME OT  CJAE€LHOTO
cBoitcTro |1]:

AKO JBOHHOTO MaXano [IPH HEroBOTO JABHXCHHE MHHE ABAa NBbTH
npea CcTabHINOTO PABHOBCCHO [10JOXEHHE, ABHXEHHETO € MNEePHOAHUYHO.

34 Taan uea e pasraecaame CHeilMajHHs 4YacTeH HHTerpasa Ha
cucTemaTta (2):
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v (t)=L,, singt 4 L,, Nsin ky,t,
(6)

v  (8) —o, L, cospt+ ko, L,, Ncoskot
T
KOATO WMa mepuox —- M HAYaJIHH CTOHHOCTH

V’UO(O):O' ‘/':o'—QlLvl-*_k{’l Lv‘JN’
KbAeTo N e HeH3BeCTHa KOHCTAHT4, KOMTO, KAKTO 1I1€ BHIAHUM, MOXEM
Jla onpenenuM MO Tak'bB HAYMH, Y€ CLOTBETHOTO PeELIEHHE HA CHCTe-
maTta (1) na 6bae nepHOAHYHO.
HuTerpanbT Ha cHCTeMaTa (1) ¢ BHJIOH3MEHEHH HAUYAJHH YCJOBHA

v, (0)=0

v (0)=0, L, +ko L,y (N+a),

CBr1acHO enHa TeopeMa Ha Poincaré Moxe 33 JA0CTATHYHO MAJKH 3Ha-
YEHHT HA A M a Na Cce TNnpeacTaBH ChC CTENEeHHH PeJlOBe HAa 4 M a B
CJeJ1HHUs BHA:

o v, (D) =y () +P, (Dat+2[Q,.()+ R, (t)a+...], Lo
B Vi) vLO=POa21Q @)+ R Wy at ...}, &

kbaeto 2, Q,, R. u T. H. ca Heno3HaTH (VHKIUK Ha [, KOHUTO 3a - 0
NOOMBAT Bb3 OCHOBA Ha (7) Cne/lHUTE HAYyaJHH CTOMHOCTH:

P.(0) 0, P (0)=ko L,,;
Q.(0),=0, Q(0)=0;
R.(0) O, R (-0

KaTo 3amecTtuM HHTerpasa (8) B cucteMaTta (1) v npUpaBHUM Koe-
$HUMEHTHTEe Npejl CbOTBETHHTE CTENEHH HA a U 4, lile MOJYYHM 33 He-
nosuatutre pyuxkumu P, Q,, R, u T. H. JUHEHHH CHCTEeMHU NH()EPCHIIHANHY
YpaBHeHHs, KOHTO I111€ HH MO3BOJAT J1da I'H onpejaejguM HAN'bJHO.

3a HalIMTe MO-HAaTAT'bIIHW Pa3rJedJaHusi JOCTAaTbYHO ¢ Jla onpe-
neaum camo P,(¢), Q (/) v R,(f). Te3an ¢PyHKuHMH Cca HHTErpanu Ha

cucTemMaTa
) {(A +11),V + b, 32)’ +g&B,y,= F, (1),
) b,B,y +(As+ 1)y, + 8By, F.(1),

kvaetro F,(t) m F,(t) 3a ¢yukuuure P, Q, u R, ca CLOTBETHO
paBHM Ha
(10) FP(t)y 0, FP(t)=0

(7)

l

Y ' o ,
! F? gBl xo+b B (V 10 2‘/ 0) :o—b B ('4 o '4'2(,) ",2(1) ’
(an

F’Q

2

I

\2
Y'ao)® 7 2
' wzo‘—bez ('l':'eo‘“'f'lo)l’ 10

B, “* 0,8,
g 2 6 172 2
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< dFo Y — Yy ”
fll?-‘—"&?'v“:an ?lqpl'f'blBal.’(‘?’lQ‘é‘?“&)‘" P;

F+(Pr—P3) (w16 —vao) w;’.} —b, By [2(y10—W¥30) ¥, Py +H(Pi— Pg) w32

| FR _ dFy
i aN

[

~gB, "”‘P ,+6,B, [(“’w 2"""’” P!

‘+’(Pl“p2)('l'|o—"l’2o) W:I,]—blB‘zlQ(U'ao—V’lo)V’,lc P;+(P,-—'P‘)|p:: .

Xomorennara cuctema andepeHHaaRH ypaBHeHHs Ha (9) e TOYHO
:mata (2). CnrenoBatenno o6GwmusatT # uuterpan e (4). Torasa, kato
EM MpeABHA HayaJHUTe YCNOBHA Ha (yHKuuute P, (f):

P, (0)=0, P.(0)=ke,L,,
Te3n (PYyHKUMM Ca yaCTeH HHTerpan Ha (2), HaMHpame
P.(t) L,,sinkot (» =1,2).

¢ynkunnte Q,(t) u R,(f) we ce noayyaT CbIO KaTO YaCTHH
rpaau Ha cuctemata (Y) ¢ navaauwu ycaosus y.(0)=y (0)=0 u npu

BETHH JIECHH CTpaHW. 3a 1d HaMepHM YacTHHH HHTerpaa Ha (9)
Te€3H HA4YaJHH YCJIOBHs, 1ll€ [MOCTDHIIHM (10 METOAa HA BApHpaHe HaA
TaHTHTe. Toau HHTerpaJsa e O6bae OT Buaa (4), KbAETO MNPOH3BOA-
Ha C,(¢), C,(¢), Cyt) n C,(t) ynoBaeTBOpsABaT CHCTeMaTa YypaB-
|

Ly, (Cicos it +Cisin g t)+L,, (Cycos kot + Csin ko t) =0,
Ly (Cicos it +Cisin 1)+ Ly, (Ccos koyt+Csin ko,t) =0,
kL,, (—C;sing,t + Cjcos g,tH—-L,q (—Cjsin ko, t+C ' cos kot)
»

gB Fl(t)v

} RL,, (—Csingt + Ccos Qlt)-*'-L” (—C.sin ket + Ccos kg, t)

IleTepmuuanTara, 06pa3yaaua OT KOe(pHUHEHTHTEe Tpen HeH3BeCcT-

L,, cos gt L,, singt L,,cosko,t L,,sinko,t

Ly, cosot L,, sin o,¢ Ly, cos kot Ly sin kot
—RL, sing,t kL, coset —L,;sinkgt L,,cos kgt |
— kL, sing,t kL, cosgp,t —Lygsinkp,t Legcoskot



Bbpxy CHUIECTBYBAHETO Ha NEPHOAHYHH ABHIKEHHR. . . 77

3a na npecmeTHeM JaeTepMHHaHTaTa [J), 1le YCTaHOBHM Haf-na-

npen, ye T € KOHCTaHta. HaMcTHHa cHcrematra (2), npeancraBeHa B
HOpMaJseH BHA,

!i';=0-‘l’1+'1,
| v,=0.yo+1,,
l ¢ =0.1,+...

¥ =014 ...

noka3ssa, 4¢ B JNE€CHHTC¢ CTPAHH HA TE€3H yYPABHEHHA KOQQ)HHHCHTHTC npen

V1, Way Ty H 79 CHOTBETHO B NbPBOTO, BTOPOTO, TPETOTO H 4Y€TBBLPTOTO
ypaBHeHHe ca Hyau. CrenoBaTesHO

t
Jo.ar

D= const. ¢° = const.

[Mpouyee cTONHOCTTA Ha pneTepMHHaHTaTa [) MOXe na ce TMNpecMeTHe,
KaToO Ce MNOJOXH £ =0:

L,, O 2 0 Ly, Ly, RL,, L,

(150 D= Foe = R L)
0 kLy O L Loy Ly kly Ly
0 kLy O Ly

YucsauTeMTe Ha peuleHMATa Ha (14) ca caenHUTe NeTEPMHHAHTH

0 Lll Sln Q]t L12 coSs k(llt Ll? Sln k{)‘t
0 Ly, sinpt Lys cOs kot Ly, Sin kot

D= f, kL, cosp,t —Ly,sinko,t L,,coskot '
fo kRlLgy cosoit —Loosinkot Loy cOS kot
L,,cospt O L5 cos kot L,,sin kot
Ly coso,t O Ly, cos ko,t  L,,sin ko,t

? — kL, singt f, —Lysinkot L,,cosket '
— kL, sing,t f, —LspSinket Ly, cos Ryt
L,,cospoit L, sing;t 0O L,,sinko,t

D, - Ly cospit  Lyysingt O Ly, sin kgt ,

— kL, sing,t klLcosp,t f, L,,cosko,t
— klyysingt kL, cosgt fo Ly,cosket
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! L,cosg,t Ly, sinpyt Li,coskeoit O |
L, cosgit L,,singt Ly, cos ket O

[) == Ly
" kL, singt kL, cospt —Lysinkot f, !
—RL,, sing,t kL, coset —Lypsinkot f, |
ok L. ek
KbI1€TO F, n f. F.,.
fl A’B[ 1 /2 gBQ 2

Kato passuem /), [),, Dy n [), chOTBETHO NO eJNeMEHTHTE Ha
IrLpsaTta, BTOpPAaTa, TpeTata W 4Ye¢TRLPTATA KOJOHA, HAMHpAMe, 4ye Te3H
NETEPMUHAHTH HMAT CJAeHUTE CTOHHOCTH:

Dy [Lnfi()—Luf, ()] Isineyd,
| Dy —lfs (= Linfu ()] 1cosert
0, [Lifa(t) Lo fi(8)] Vksin ko,
[, —|Lyfa(t)—L, f ()] 1kcoskot.

(16)

[Mpouee petnennsita na (14) ca

. D Lo, f[it)—Ly fu(0) .
o l)l — ! b1 12 sin o, f,
(:; [1); o 1‘2‘.’ /l (I)k”"ll‘l‘l f'.'. (t) coS L’lt,
(17) "
~ 1y Liyfo)—L, f (1)
C, Do 4 sin ko, t,
. D, _ Ly fa(t)y—Ly fi(2) .
C, T , cos ko, t.

Torasa uHTerpaTbT Ha cucTemarta (Y) C Haya HH YCJOBHH

i) v, (0) 0 u y (0) y.(0) O

f [Lag fo (@) — L,y fa(u)] [cOS ol sin o —-Sin o u cOs o] du
k.1

[ 4
f VL fal) =15, fi ()] [sin kot cos ko - sin kou cos kot|du

, 0
+ 1'.‘3 { -

HIH
Lo llenfi(@)—Lys fy@)]sine, (£—u)
18)  wo= f | 4 & Loy (Lyy fo (@) — Loy £y ()] sin ke oy (¢ —u)
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CnenoBaTenHo ThpceHuTe QVHKIMK Q, n R, me ce nanat ot (18), kato

ylk - ~
3amMecTHM Hai-Hanpen f, ¢ gB F, n caea ToBa F, CBOTBETHO C M3-
pa3ute ot (11) u (12).

€ra e TbPCHM YCJOBHETO, KOra HHTerpanbT (8) e nepuoanuna
dvHKLHSA.

To3u HHTEIpaJ 111€e HMa 3a JAOCTATb4YHO MAJAKH CTOHHOCTH Ha 4

2426 2 .
H ¢ BHAOHM3IMEHEH NepHoa H4 nepHoaa Ha MHTerpana (o),
0, O
akKo
-4 O
uu("*')=0 o> 1.2,
@,
T. e. aKko
. . . . . a+0 RG]
L,ysind~L,, Nsinkdo+al,,sinkéd- z.—‘(Q,(1 T }+I€,( e )u+ ‘ 0O
[ X T h

3HauuTte + OTIrOBaApAT CbLOTBETHO HA R HEYETHO HWJIH YE€THO.
KaTto pa3BHEM 110 CTENEHHTE HA 9, noJayydapame

l”ll-n*'kl.,x_,/\'w'bL,.“,u~ . zﬂ(o,<;'>+/e,<;')u+..} o,

t9) | '11 ~rl\
Moyt hloy N kLyya - l—ze{o,(- ECAGRTE! }:-n,

. [ 0Oy

K'bJ1€TO HEHANHCAHUTE UYJIECHOBE ChAbLPAKAT O  HAN-MAJKO OT I'bpBa
CTElleH.
Cucrtemara (19) no o u 22 e Obae  VIOBICTBOPEHd, aKO € H3-
'bJAHEHO YCJOBHETO
\

(20) [Lyy~ kL Nkl I{Q:(: )'+‘/\)-.a<z )" - }
o 1

Loy kLo N+ kg -{Q,(") LR, (;)a—i—---j' 0.

\ ) ]

O06aye SCHO e, Ye¢ MNOCJI€THOTO PABCHCTBO 11e¢ ObL1¢C  VIOBJICTBO-
PEHO 3a N0OCTAaTbYHO MAJKH 3HAaYeHHsS HAa a(4), aKO CBOOGOJIHHAT MY YJICH
€ paBeH Ha HYJa, T. €. aKo

(21) (Lyy kL N) Qz(-l ) — Loz kL N)Q, (;:,) .

\ 01
H ako KOe(HUUHEeHThT Npea a € pa3djHyeH OT HVJa:

(22) (LuzkLyNR(T) = Lnrkly MR(T )
S C Oy

kL, Q7 )k Ln Qi) 10

Kato 3amectum B (21) u (22) Q,, Q, u R,, [, CHLOTBETHO C H3-
pa3uTe, naaeHd ot ¢opmyaa (18), Hamupame



80 I'. Bpaancrwaos

(21 a) f{anB,F?(u)-la.B,F?(u)lsinko,u F N|Lyy By FQ (1)

— L,y B, FO (u)] sin o, } du=0.

(22a)f{[Lu B, FR (1) — Ly, By FR (1)) sin ko, ¥ N |Lyg By FR ()

— L,y B, FR (u)]sin o, u } du

+ f[l‘ﬂBg Ff’(u)— leBlf;o(u)ISingluda F o.

JlaBaTa cTpaHa Ha NOCAEAHOTO HEPABEHCTBO NPEACTaBANBA NPOH3-
poaHaTta no /N Ha sAABaTa CTpaHa Ha ypaBHeHHeTo (21 a).
B (21 a) u (22a) nonarame z =p,u ¥ nojyuyaBame

(21 8) f{ Ly, B, F:?(;) ~ L, 32F9<;)] sinkz:/v[ L By Fy(.g‘)

[

—LmeF,Q<Z)]sinz}dz=0
H (31

@20 f { [t rH(]) = e Born (] )|sinksm a1 82 ()

— L,y B, Ff( ;)} sinz } dz

¥ f [LNBQF?(’Z> — Ly By F’?(;)]sinzdz:t:().
o 04 1

KaTo ce npecMeTHaT HHrerpanute Ha paBeHCTBO (21 B), ce BHXIAa,
ye TO MpencCTaBAsiBAa ypaBHeHHe Ha TpeTa cTeneH cnpamMo N:

(23) aN*+bN?+c N+d=0.

Eaun noapo6Gexn aHanua 3a ycTaHoBsiBane OpOsi Ha peasiHHTe KO-
peHn Ha ypaBHeHHeTO (23) e nocTta TpyaeH, TbH KaTo KOe(PHUHEHTHTe
Ha TOBA ypaBHeHHe ca CJOXHH H3pa3u. (O6Gaue npH BCe TOBa MOraTt aa
ce nanat CAelHHTEe H3BOAH:

1. [lpn k& + 8 koepuuuentute # W d Ha ypaBHeHHeTO (23) ca
HYAH, KOETO MOKa3Ba, Ye TOBAa YpPaBHEHWe UMa €IHH KOpeH HyJja. 3a
TO3H KOPE€H HepaBeHCTBOTO (22B) e H3nbjaHeHO. ToBa ce npoBepsiBa
ype3 HenocpeacTBeHo npecusitade. OTTYK MOXeM Aa 3aKJIOYHM, 4e MNpH
k + 3 cbulectByBa enHa (paMHIHR MNEPHOAHYHH JBHXKEHHS HA JIBOHHOTO
MaxanO B OKOJHOCTTAa Ha PAaBHOBECHOTO MOJOXeHHE C BHIAOH3MEHEH ne-

b1 4
proa o y KOHTO IOBHXCHHA C€ H3pa3dABaT C HPHGJIH3HT€JIHHT€ YPaBHEHHR
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@, (l)=A4y,(t) =~ 1L, sing,t,
(24) (r=12)
g.(O)=iy (t) ~ie, L, cose,

AKO OCTaHaJHTe JBa KOpPeHAa Ha YpaBHeHMc¢TO (23) ca peanHu M
3a TAX € H3M'bJHEHO HEePaBEeHCTBOTO (22B), T. €. aKO Te3HM KOPEHH Ca
NpPOCTH, 3@ KOp€Ha ¢,i{ CblIleCTBYBAT oilue aABe (PaMHIMH ME€PHOITHYHH
JABHXXE€HHUS HA NBOHHOTO Maxas0, KOMTO ABHXKEHHS C€ H3Pa3dABaT C NpH-
GAU3HTENIHHTE YPaBHEHHs

I o, )=~4iL, sing, t+:+1l,, Nsinkp,t,

(25)
lq:(l) iol, cosp t+ike, L,, Ncosko,t.
2. [lpn k=3 cBOGOAHMAT uleH Ha ypaBHeHHeTL (23) e
B 2y - . . .
4§ { Bl ngl Al (Lfl —L§1)+\3 bl L’: (1.1x b ['71) I\; (Bl L‘:l —B‘_’ I-‘;‘)

+ Lu Ln (81 l—u - B') L:l)]\,

KOHTO H3006L10 € pa3nnyeH OT HyJaa. ToBa nNOka3Ba, ye NpPH TO3HW cayyaH
KYOHYHOTO YypaBHeHHe (23) uMa MOHe €/MH peasieH KOpPeH, pa3fiuyeH oOT
Hyna. CnenoBaTenHO, akO 3a TO3H KOpPeH HepPaBeHCTBOTO (:2B) e H3-
M'bJHEHO, T. €. aKO KOPeHBbT € MPOCT, CbllecTBYBa eaHa ¢aMHaus ne-
PHOLMYHH JIBHXEHHA Ha JIPOHHOTO Maxalo OKOJO CTAaGHAHOTO PaBHO

[y

ﬂ -
BE€CHO MOJOXE€HHE€ C BHIAOHU3IMEHEH NepHOn , HA@ KOHTO HPH6J'IH3HT€JI-
0

1
HHUTEe ypaBHeHHUs ca OT BHJaa (25). AKO H OCTaHAIHMTe KOPEHH Ha KY-
OMYHOTO YpaBHEHHe Ca ChIIO PeaJHH H OCBEH TOBA MNPOCTH, llle UMaMme
aBe QaMHIMH NEePHOJHYHH JIBHKEHMs] HAa JBOHRHOTO Maxano, Ha KOMTO
NpUOJIHU3HTETHHTE VPaBHEHHS €a Cblllo OT BHAA (25).
H Tbil, MokeM jna 3aKkI04YHMM, Ye NMPH KPATHH KOPEHH C'b-
nmecrTByBaT M3001m0 (AaMHUIHUH NEPHOJHUYHHU NABHKEeHUSH

Ha IBOMHOTO MaxXxaJoO C BUHIOHM3IMEHEH NepPHOI 2@: OKOJO
CTa6bHUIHOTO PaBHOBECHO NOJOXEHHE,

Camonpu kh 3 u N OnpubnusuTenHUTEe YPABHECHUSH
Ha NMe€pPpHOIAHMYHHTE JABHKEHH:H MOIaT Jga c¢ u3passuT C
VpaBHeHHATA (24), KaKTO OOHMKHOBEHO HAa INIPaKTHKAa Ce
npaBH. Boctanaaute cayuyaud npuGAH3UTENTHHUTE ypaB-
HeHHs ce H3pa3siBaT H30061110 c ypaBHeHusTa (25).

ITocmasnu.aa na 18. 4. 1956.
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6 HMasectus na Marte vatuyeckus nHcTuTys, 1. Il xH. 2.



O CVITECTBORPAHHH TTEPHO THYECKHUX OBHXEHHH
JIBOITHONO GH3HUECKOI'O MASITHHKA B INVTIOCKOCTH,
KOT LA OJIHH KOPEHDL XAPAKTEPUCTHYECKOI'O YPABHEHUY
SIBCISIETCYH KPATHBIM IPYTO1'O

I' BpaanucTtuaos

PLIKWIME

B oanoft csoeit np~awnyieit padore |l| nna n-kpatHoro ¢u3uue-
CKOI'0 MAasTHHKA $i 10Ka3aa CYULICCTBOBAHHE 71 CEMCHCTB N€PHONHYECKHX
AHMOKCHHA BOKPYT MOJOXEHHA YCTOHYHBOI'O PaBHOBECHSI MPH [pearnono-
AKCHHH, Y4TO HH OJIHH KOPEeHb XapPAKTEPHCTHYECKOro YPABHEHHSI He SiB-
JSMETC KPATHRM apyroro. B HacTosiiieit paGoTte st paccMaTpHBald TOT
e BOHPOC 110 OTHOUIEHHK) K JIBOAHOMY (DH3IHUECKOMY MAsiTHHKY, Npel-
MO Aras, UTO KOPHH  XAPAKTEPHCTHYECKOrO YPaBHEHHS KPATHBL ApNT
APYIY  OTHOCHTESBLHO KOPHSt ML JOKa3bhlBaeM, YTO B OKPECTHOCTH NO-
JOXKEHH YCTOAYHMBOIO PABHOBECHS [IPH HAYaJbHbIX YCJOBHAX

v.(0)=0

u': 0)=0o,L,,+ ko L,, (N + a),
1, Ay, OTKJOHEHMC MasiTHHKA » OT BEPTHKAJBLHOIO MNOJOXEHH,
cean N peadabHbiil B NPOCTON KOPeHb KYOHYeCKOI0 YPaBHEHHS
() alN? +-bN*+cN+d O

A3t SIBOITHOTO  (PHAHYCCKOrO MAasiTHHKA CYUIEeCTBVIOT CeMeHCTRa Mnepuo-
JIHUECKHX  JIBIDKEHII.

[ToApoOHBITT aHANMH3 ¢ 1eJbi0 YCTAHOBJEHHS pPeaibHbhIX KOpHeli
vpashaennst (1) seckMa Tpyvaenw, Tak KakK KO3(PQHIHEHTH 3TOro Vvpas-
HEHHHN — CJIOARHBIE BbiDAXEHHSA. O:xuaxo, HECMOTPH HA 3TO, MOXHO CAae-
JaTh CAeAVRIOLHE BLIBOIM :

[lpn & + 3 ypashuenHe (1) NPHBOAHTCH K YPaBHEHHIO
aN®*+ cN=0,

T. ¢. 06.101a€T OJIHHM NPOCTHIM KOPHEM, YTO NOKa3nBaeT, YTO B OKpe-
CTHOCTH HHOJOXKEHHH VCTOHUHBOI'O PABHOBECHS CYULECTBYET OAHO cewef-
CTBO UCPHOJAHYECKHX NBHXK(HHA JBORHOro (¢ H3HYECKOro MasiTHHKA C



»® Xy v
é [

O CYUIECTBOBAHHH NEPHONHYECKHX 1BHIKEHHA. £3

BHIOHW3MEHEHHBIM MNEPHOAOM. 3TH YPaBHEHHS BHIPAXAKITCA NpPHOIH-
XEHHBIMH YPaBHEHHSIMH :

¢, (t)=4ay,(t) =2L,, ing,t,
(r=12)
v, (t)=4y (t)=~12¢,L,, cosp, 1.

Ecau ocranbHbie nBa KOpHsi peasbHbie H NPOCTHE, TO CVUIECTBYIOT
AN KOPHS @, €llle nBa CeMEeHCTBAa NepHOAHYECKHX ABHXEHHH, KoTOophie
BHPaXKalTCA NPUOJHIKEHHBIMH YPaBHEHHSIMH

, ¢, ()~ 4il, sinpg, t+il,,Nsinkop,t,
l qg,(8)7=ie, L, cosp,t+Ako L, ,Ncoskop, .

[Ipu £ =3 cBOOGOAHBKI uneH ypaBHeHus (1) BOOOle HE PABEH HYJIK)
3TO nNOKa3mnBaeT, 4YTO B MNOCJe/lHEM Cayuyae KyOuueckoe ypaBHeHHe (1)
MMeeT o KpafiHeH Mepe OAHH peanbHbIH KOpeHb, He paBHbIA Hyaw. Ecau
3TOT KOPEeHb NPOCTOH, TO CYIIECTBYeT CEMEHCTBO MNEPHONHMYECKHX JBH-
XKeHHH JNBOWHOro MAasiTHHKa BOKPYT [IOJIOXXEHHH YCTOHYHBOIO paBHO-

2n

BECHSl C BHIOH3MEHEHHbIM MEePHOIOM , MPHOJHIKEHHBIE yPaBHEHHUH KO-
o

Toporo umelT BHA (2). Ecan ocTanbHble KOPpHH KyOGHYECKOro ypaBHEHHs

TaKXe BellleCTBEHHbIe W MNPOCThle, TO NABONHON (H3HYECKHA MaATHHK
OyneT MMeTb ellle nBa ceMelCTBa MNEPUOAHYECKHX JIBHKEHHH C nNpu-
ONHXKEeHHBIMH YpaBHeHHsiMH BHaa (2).



UBER DIE EXISTENZ PERIODISCHER BEWEGUNGEN EINES
ZWEIFACHEN PHYSISCHEN IN EINER SENKRECHTEN EBENE
LIEGENDEN PENDELS BEI UNTEREINANDER TEILBAREN
WURZELN DER CHARAKTERISTISCHEN GLEICHUNG

G. Bradistilov

ZUSAMMENFASSUNG

In einer fritheren Arbeit [1] hat der Verfasser das Bestehen von
n Scharen periodischer Bewegungen um die stabile (Gleichgewichtslage
eines n-fachen in einer senkrechten Ebene liegenden physischen Pendels
nachgewiesen, unter der Annahme, dai die Wurzeln der charakteristischen
Gleichung nicht untereinander teilbar sind. In der vorliegenden Arbeit
wird dieselbe Frage behandelt, und zwar in dem Sonderfall fiir ein
zweifaches physisches Pendel, unter der Annahme, da die Wurzeln
der charakteristischen  QGleichung  untereinander  teilbar, jedoch ver-
schieden sind: ¢, Aoi. Fir die Wurzel o wird bewiesen, dal in
der Ulimgebung des stabilen CGleichgewichts Scharen periodischer Be-
wegungen fiir das zweifache physische Pendel mit folgenden Anfangs
bedingungen bestehen:

@ (0) 1y, (V) O,
@, 0) 4w (0) oL, + koL, (N+ a),

i denen  die Abweichung des »-ten Pendels von der senkrechten

lLage ist, wenn N eine reelle und einfache Wurzel einer kubischen
Gleichung

(1 AN '+ bN?+cN+d=0
ist.

Eine eingehende Analyse zwecks Feststellung der reellen Wur-
zeln der CGleichung (1) ist ziemlich schwer, da die Koeffizienten dieser
Glewchung  komplizierte Ausdriicke sind. Trotzdem konnte daraus fol-

vende SchluBfolgerungen gezogen werden:
Bei £+ 3 148t sich die Gleichung (1) reduzieren in

aN}* 4+ cN=0.

Sie besitzt, folglich, eine einfache Wurzel Null, ein Zeichen dafiir,
daB in der Umgebung der stabilen Gleichgewichtslage von veranderter
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Uber die Existenz riodischer Bewegungen eines zweilachen physischen. &!
re gung ph)

. 21 . .. .
Periode -, - eine Schar periodischer Bewegungen des zweifachen Pen-
p Jung

J1
dels existiert, die durch die anniihernden Gieichungen

[9:@=iv.(0) L. sinet
(r=1,2)
| 7.0=iviw) deL, coset

ausgedriickt werden.
Wenn die iibrigen zwei Wurzeln von (1) reell und einfach sind,
so existieren fiir die Wurzel o,/ noch zwei Scharen periodischer Be-

wegungen, welche durch folgende angeniiherten Gleichungen zum Aus-
druck kommen:

‘ g, (t) 4L, sinp,t-+~iL, Nsinkot,
(2)

| 90(0) ZeL coseit+ike L, cosket.

Bei k= 3 ist das freie Glied von (1) iiberhaupt von Null ver-
schieden. Das beweist, dafl in diesem Falle die kubische Gleichung (1)
wenigstens eine reelle, von Null verschiedene Wurzel hat. Ist diese
Wurzel einfach, so besteht eine Schar periodischer Bewegungen des
zweifachen Pendels um die stabile Gleichgewichtslage mit verdnderter

.

Periode 7, deren annihernde Gleichungen von der Art (2) sind. Sind

o
auch die iibrigen Wurzeln der kubischen Gleichung ebenso reell und
einfach, so wird das zweifache physische Pendel noch zwei Scharen

periodischer Bewezungen mit annihernden Gleichungen dieser Art
(2) haben.
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