HHTETPAJIHO NMPEACTABSIHE HA EAHA KJIACA ®YHKIIHH
A. NRobGpes

B Hacrosimara paGOTa e noka)eM, 4ye H3MbKHAJHTE H YE€THO XO-
MOIr'€HHH (byHKuHH Ha JB€ MPOMEHJIMBH HNOMYCKAT CJeNHOTO HHTerpaJiHo
npencraBsaHe :

f6,3) = [ |y=sx|da()+A| x|,

KbleTO A e HeOTpHLATe/JHa KOHCTaHTa, a(S) MOHOTOHHO pacTawa (yHK-
oo

uusi B (—oo,00), 332 KOSITO nmerpan'b'rfﬁs:da(s) e cxonsul.
~—00
Heka K e cbBkynHocTTa Ha (QYHKLMHTE Ha JiBe NPOMEHJIMBH, Je-
(vHUpaHH 3a BCcsKa JABOHMKA (X, ) OT paBHHHATa, KOHTO ca:
1) xomorennu: f(ax,ay)=!a|f(x,y) 3a BCSKO peajHo a;

2) usnbvkHann : f(X1+ X, Y1+Ve) <[ (%1, V1) +S (X2, Va)-
Jlema 1. Heka f(x, y)e K. llle nokaxewm, ye ¢ynkuusara f(1,£) e

H3l'bKHaNa (yHKIMS Ha ! B HHTepBaJa (— co,00), KOSSTO HMa aCHMNTOTH
38 f—>00 Hl—>—oo0.

Heka ¢, u f, ca peanun uucaa, a p>0 u ¢>0 ca TakuBa, ye
P+qg=1. ToraBa e H3MbJAHEHO HEPABEHCTBOTO

F(, ptitqts)=f(p+q, ptitqt)<pf (1, £)+qf (1, &),

KOeTO MNoKasBa u3nbkHasoctTa Ha f(1, f). OcraBa na nokaxem, ue f(1, )

HMa acHMAOTOTH 3a {—oo H —>—co. C APYrH IYMH, LUE [OKaXeM, ue

MMa TakHWBa uMcad a>0 u 6>0, ue rpanuuure lim [f(1, £)+-af] u
t——o

lim|[f (1, {)—bt] na cbUIECTBYBAT.
= [lle noxa)xxem Hanpumep, ue lim[f(l, {)—b¢f] cbmecrBysa. 3a b
B3umame b=f(0, 1). Torasa o
f(, H)—=bt=f(1, t)—f(O, ¢) 3a t>0.
OT HepaBeHCTBOTO

F(LE+R)—f 0, t+h)<f(1, )+f©, B)—f(0, )—f (0, &) ~>0
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ce Buxna, ue f(1, £)—f(0, t) moHoToHHO HamansBa. OT Zapyra cTpaHa
uMame f(0,H)<f(1,8)+f(1,0), 1. e. f(L,8)—f(0,8)>—f(1,0), Koero
nokassa, ye ¢yHkuusra f(1, {)—f(0, £) e orpannyeHa oTmONYy H CJeno-
BaTeJHO HMMa rpaHHI@, Korato f—co.

[To ananoruueH HauMH ce moka3Ba, ue lim [f(l, f)+ at] cbmecTByBa
(@=7(0, 1)). to—ee

C ToBa semara e jnOKa3aHa.

Karo usnbkHana ¢yukumus [1}, f(1,£) we Hma BBB BCAKa TOYKa
AsiBa H JASiCHa MPOW3BOJHA, KOHTO Ille CBHBNAAAT BBB BCHYKH TOUYKH C
M3KJIIOYeHHEe eBeHTYaJHO Ha H36POHMO MHOXECTBO.

OcBeH TOBa 32 <t <l3<I{,

) s TEBZILE o p g,
2 3
M Hail-ceTHe f;_(l, f) e MOHOTOHHO pacTslua.

Ha Bcsixka ¢ynkuus f(x, y)e K cbnocrassime MOHOTOHHO pacTsillaTa
Qynkums [ (1, 7).

Jema 2. Axo Ha zaBe ¢yHkuun ot K f(x,y) u g(x,y) cboTBer-
CTBYBaT PaBHH MOHOTOHHO DaCTSAUIH byukuuy, 10 f(X,¥) = g(x, V) +
+ ¢ x|, KbAETO ¢ e KOHCTaHTa.

Haucmﬂa 1LIOM f+(l t)=g, (1,t), cnensa, 4e MNOYTH HABCAKBAE

€ H3MbJHEeHO paBeHcTBOTO [ (1, t) g (1,%). Ot npyra crpaHa ¢yHk-
uudre f(1,%¢) u g(1,%), KaTo H3NBKHANH H MNPHTEXaBallH aCHMIITOTH
3a {—>c0 M f—>— oo, yIOBJETBOPABAT yCJAOBHETO Ha JIMMIIKL H ciepoBa-
TEeNHO ca a0COJIOTHO HHTErpyeMH.

OT Te3u pa3chXIeHHs MO elHAa Teopema OT Teopusita Ha JleGer’o-
BUsi HHTerpaa [2| cnenBa, ue f(1,¢)=g(1, )+, KbAETO ¢ e KOHCTaHTa.

Heka 3a x#0 no/sioXHM B FOPHOTO PaBEHCTBO tz'}: Y MHoOKaBail-

KH JBeTeé CTPaHH HA MOJYHYEHOTO PAaBEHCTBO X H Hanonayaaﬁxu XOMO-
reéHHOCTTa, MoJy4YaBaMe.

f(x,y)=8(x,y)+c|x| 3a x30.

Ot HenpexkbCcHaTOCTTa Ha QyHKuUMHTE f(X, V), g(X,¥) 1 x| cnensa,
ye f(x,y)=g(x,y)+ c|x| 3a Bcsika ABoiika (X, y).

Jiema 3. Heka f(x, y) € K. LLle nokasem, 4e HHTerpasbT, r (s daf (1)

€ cxonaslul.

00

Ha nbpBOo Bpeme 1ie mnokaxem, ye f sdfjr(l, s) e cxoxpsut. OGpa-

3yBame CH HHTerpaJsa fsdf’_,_(l,s) (roit Hma CMHCBJ, 3alOTO TPaHH-
1]

uMTEe My Ca Kpa#HH, S e HelmpeKbCHaTa QYHKIHA, a [, (1, s) MoHoToHHO
pacre). Muterpupame no 4acTH:
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)4 p
f sdf, (1, 8)=sf (1, s)’[— f f.Q1,s)ds=pf, (1, p)— f 1,(1, s) ds.

Toit karo f' (1,2)=f'(1, ) nourn uaBcsxbUe, CJlenBa, Ye
g
Sroa,9ds=1 0, p)=£1,0),
[

rorasa fsary 1, 9=t (L )—1 (1, P+ £(1,0),

[

Ho f’ (1,¢) < ﬂs,_S_) 3a t<s, a f(]T’S)—)f(O, 1), Korato s — co,

cnenosarenso f~ (1,£)<f(0,1). Ho f/ (1,f) e MoHOTOHHO pacTsa M
noutu HaBcskbre f) (1,£)=f' (1,¢), caenosateano f' (1,8)=f(0,1)
Torasa

S sdr, (1$)=pf (0, 1)~/ (1, P)+1 (1, 0)

Ot nepasenctsoto f(0, p)—f(1, p)+f(—1, 0) crensa, ue pf (0,1)—f(1, p)

€ OrpaHHYeHa OTrope H CJIeOBAaTeJHO HHTErpanbT fsdf:'_(l,s) e Cxo-
0

[}]
naut. Ilo ananoruueH HauWH ce 10Ka3Ba, 4e M HHTErpadbT -—fsdf’+(1, s)

— OO

€ CXOA&filll, OTKBAETO CJeiBa CXOAHMOCTTAa Ha TBPCEHHS HHTErpan
[ sdr @, s).

OT cxomMMOCTTa Ha TO3H HHTerpaa cjaeiaBa CXOXMMOCTTa HAa HH-
Terpana f |ly—sx|d j_'i_(l, s) 3a Bcsika JaBOHKa (x,y).

—

OueBHaHO e, ue ¢yHkuMATA
r L F(1,8)
g )= [ ly—sxid =

NpHHanJexu Ha K.
O6pasysame cH M3pa3a

g(l,u+?—g(1,u) =_é__l_f[{u+c_s’_iu-—sddf;_(l,s)

a-4¢ oo

i”f_;_df;(l,w.‘e_ f .+ [2=srears (.9— +df (1, s)
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OT oueBHAHHTEe IrpaHHYHH npexonHd (3a U4 TOYKA Ha HENPEK'bCHATOCT Ha)

£ (1, 9)
g(l,u+ :)—g(l, u) —g', (1,1)

>0
>0

_!-;—df;_ (1, s) = %f;(l,u)— -;—f:,_(l,_oo)

©o

3 df, (L) = 5 f (L w) =5 £y (1, )
—)0

s
ut-e

= flu—sidf, (1,

uU—s

";—%f[ﬂu—s)-}—e]dfjl_(l,s)
L AR u+s
+—fdf+(1 s)<fdf+ 1, s)—>0

nonyuasame, e g’ (1, #)=f (1,u)— 2 [ (1,—o0)+f (1, 00)] (mouTH

HaBcsikbae). Tbil kaTo Q)yﬂxuuﬂra f(l f) nipy t—>c0 M [—>—co HMa
cbotBeTHO acumntotH f(0,1)f+4 1 —-f(O l)t+l.,, nonyyaBame, ue

ToraBa f:*_(l,u)=g’+(l,u) H 1o neMa 2

f+(.)

feen=[ly—sx|d +A|x

OcTtaBa jma mnokaxeM, 4Ye KOHCTaHTata A e HeoTpHuareasa. 3a
1e1Ta M3noJ3yBaMe H3N'bKHaJjocTTa Ha ¢yHkuusrta f(x,y).

Heka x>0. OueBnnHO nOpasH H3NBKHANOCTTA HA QYHKUMATA
f (x, y) umamMe HepaBeHCTBOTO

f()

JO6 D+f (=2, 1)=f(0,2) = fll —sxd +A x|

+f[1+sx[dft(—’~)+A 1 %[>0,

RO |l —sx|— (s
2A>f2 [1—sx| l1+sxidf+( )

T. €.
X 2

Ila nonaoxum

J(x) =fm[%— l%-'s

l R f’ (1’ ) ' l’
L oo, 50
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B TakbB cayuaii

1 1

109= (242 )da+ f0da()+

— 00

(-2;—2.:)(14(5).

Mty

X
1

X ©o
Ia ocraBuM x—q; x>0, Torasa f sda(s) w f sda(S) KAOHAT KBbM
1

x
HyJa MnopaauM CXONMMOCTTAa Ha HHTerpana f | s|da(s). Ot npyra crpa-

—o00

HA 0<p[a(co)—a(p)] sfsda (s), . e. p(a(o0)—a(p))—>0
F p—>00

0> —pla(—p)—a(—)] > [ sda(s), T e. —pla(=p)—a(==)0.

Crenosartenso J(x) -0 sa x—; x>0, oTkbmero caeasa, ye A>0.
[Tonyuenure pesaynratu mMorat aa ce popMyaHpaT KpaTKO B CJeIHATa
Teopema. Besika ¢yukuusi Ha nBe peannu npomensuBu f(x,y), me-

¢unnpana 3a Bcska aBoilka (X, y) OT paBHMHATa M YNOBJETBOPSIBAllA

YCJIOBHATA :

1) f(ax, ay)=|a|f(x,y)
33 NpOM3BO/IHA ABOHKA (X, y) M BCAKO DPeasHo a;
2) F(xrtxa, 1431 <1 (X1, 1)+ (X3, Va),

KakBHTO M na ca nBoikuTe (X, ;) H (X2, Va),
NonycKa MHTErpaJHOTO NpenCcTaBsiHE

fE&)=f 1y sxida(s)+A xi,

Kbreto A e HeOTpHLIaTeNHA KOHCTaHTAa, a a(S) € MOHOTOHHO pacTAlla
(-]

pyHkuus B uHTepBana (—co,00), 3a KOATO HMHTErpanbT f|slda (s) e

cxonsu. *

Obnaxa na uskaxa nba6okata cH 6JarollapHoCT Ha MOSl  yUHTeJN
npog. . Taramauuku 3a uHTepeca, KOHTO TOH CbOYAH B MEH KbM [O-
106GHH BBNPOCH, H 3a LEHHMTE HAI'bTCTBHS, KOHTO MH name B paGoTrara.
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UHTETPAJIBHOE MNPEICTABJIEHWME OJHOIO KJIACCA $»YHKLIUH
I. Jo6pes

PE3IOME

[Mycte K MHOXeCTBO (QYyHKUHMH OBYX mNepeMeHHBbIX 3alaHHbIX BO
BCell MJOCKOCTH, YHOBJNETBOPSIOLIHX CJEeIYIOIHM YCJOBHAM:

1) flax,ay)="a f(x,y) (a—no6oe ReACTBHTENLHOE YHCJO),

2) f(x,+xq, y1 + Vo) =F (X1, Y1)+ [ (%a, Va)-
ABTOp nOKa3blBaeT, 4TO Kaxkaas QyHKuus f(x,y), npuHanjexamas
koHycy K, nmpemcraBuma B (popme

fx )= |y—sx|da(s)+A| x|,

rne A HeoTpHLATeJbHAas NMOCTOSIHHAs, a a(S) HeKOTOpas Bo3pacTaroulas
o0
B (— o0,00) (pyHKUHS, AN KOTOPOH HHTErpan f |s|da(s) cxomurcs.
—oo
3neck uHTErpanb NMOHMMAIOTCA KaK HecOOGCTBEHHHE.

drta TeopeMa AaeT pelleHHe B ABYH3MEPHMOM CJyyae €JHOro BO-
npoca $I. Taramanuxoro.



INTEGRALDARSTELLUNG EINER KLASSE VON FUNKTIONEN
D. Dobrev

ZUSAMMENFASSUNG

Es sei K die Menge aller in der ganzen Ebene definierten Funktionen
zweier Veridnderlichen, die homogen und konvex sind und folglich die
Bedingungen.

flax, ay)=|a|f(x, ) (a reell)

und f(x,+4xg, ¥1+Y2)=<f (%1, 1) +f(Xa y) erfiillen.
Es wird bewiesen, daBl jede Funktion f(x,y) aus K die Integral-

darstellung
(1) fay)=[ly—sxida(s)+ Al x|

zulaB, wobei A eine nichtnegative reelle Konstante und a(s) eine nicht-
abnehmende Funktion in (— oco,00) ist, die die Bedingung f |s|da (s) < oo

erfiillt. Das Stieltjes’sche Integral (1) ist in uneigentlichem Sinne zu
verstehen.
Trivialerweise sind die Funktionen aus K nicht negativ.

) DaB Funktionen die, die Darstellung (1) zulassen, zu K gehoren,
Ist auch richtig, aber trivial.

Zum Beweis des Satzes wird die Funktion @ (£)=f(1,¢) studiert
wobei f(x,y)eK. Diese Funktion ist konvex, also besitzt sie eine nicht
abnehmende rechte Ableitung. Sie besitzt auch Asympthoten, sowohl

bei ¢ — oo, als auch bei ¢ —— oo, worausflsldzp_'{_ (s) < o folgt.

Weiter wird bewiesen: wenn f(x, y)eK; g(x, y)eK und fi,0=
=&, (1,t)+ a, dann ist f(x,y)=g(x,¥)+¢c|x| (a und c sind Kon-
Stanten).

4 Hamectma na MartemaTHueckus UHCTHTYT, T. III, kn. 1
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Die beiden Funktionen f(x,y) und f|y—.sx\da (s), wobei

fia,s) , . .
a(s)= — 5 ist, gehodren zu K und die rechte Ableitungen von f(l, £)

oo

und f t—s da(s) sind bis auf eine additive Konstante gleich.

—on

Somit g;.langt der Verfasser zur Darstellung:

(1) fey=f|y—sxc|da(s)+A|x|.

Endlich wird bewiesen, da8 die Konstante A nicht negativ ist.

Zu besonderem Dank ist der Verfasser seinem Lehrer, Prof. J. Ta-
gamlizki, verpflichtet, der in ihm Interesse fiir diese Probleme er-
weckt hat.
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