SUR LES SOMMES EGALES DES CUBES DISTINCTS
DE NOMBRES NATURELS*

W. Sierpinski (Varsovie)

Le but de cette communication est de démontrer d’une facon
tout a fait élémentaire le théoréme suivant:

Théoréme. Quels que soient lesnombres naturels m
et n=m, sauf les cas m=n=1 et m=1, n=2, il existe m+n
nombres naturels distincts ay, aq..., @m, by, bs,..., b,, tels
que

ai+az+  +am=bi+ b+ - +b5.

Démonstration.

Lemme 1. £ étant un nombre naturel, le nombre
(6F—1) est une somme de 2k—1 cubes de nombres natu-
rels distincts nfayant pas d’autres diviseurs premiers
outre 2,3 et 5.

Démonstration du lemme 1. Le lemme est évidemment vrai
pour £=1. Soit maintenant 2 un nombre naturel >>'1 et supposons que
le lemme est vrai pour le nombre 2—1. 1l existe donc 2k—3 nombres
naturels a,, Q@,, ..., @2_, N’ayant pas d’autres diviseurs premiers que

2,3 et 5 et tels que a, < @y<<...<am—_; et (6*2Y)=al+aj+  +
+ a3%—3. Vu que 6°=3"+4%453, il en résulte tout de suite

(6571)*=(3a,)’ +(4a,)’+(5a,) +(6a,)’ +(6a3)’ + - + (6aze )",

ol1 A droite on a 2k—1 termes croissants (puisque a, < @y < - - - <Q2x—3)
et n"ayant pas d’autres diviseurs premiers que 2, 3 et 5. Le lemme 1
se trouve ainsi démontré par l'induction.

Lemme 2. Notre théoréme est vrai pour m=1 et
n=3, 4, 5,...

Démonstration du lemme 2. II résulte tout de suite du
‘lemme 1 que le lemme 2 est vrai pour tous les nombres n impairs
> 1.0n a 133=534+734+934103%: le lemme 2 est donc vrai pour n=4.
Soit maintenant n un nombre pair >4, n=2k+2, oit & est un nom-
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bre naturel, et supposons que le lemme 2 est vrai pour le nombre
n—2=2k.
Il existe donc des nombres naturels a,, a,, ..., @ et a tels que
- -~ : 3 3 N
A, < ay,<< < am<_a et a’=ai+ar+ +as, d’oil

(6a)*=(3a,)'+(4a,)' +(5a,)' +(6a,)" + (625’ +  +(6az)’,

ot A droite on a 2k+2=n termes croissants. On conclut donc par
Pinduction que le lemme 2 est vrai pour tout nombre n pair>2. Le
lemme 2 se trouve ainsi démontré.

Lemme 3. £ et / étant des nombres naturels, il
existe 24+2/+1 nombres naturels distincts a,, @5, ..., Q2
by, by, ..., byy, tels que

al+as+  +a=5b+b3+ ... +by

Démonstration du lemme 3. Soient 2 et / deux nombres,
naturels. D’aprés le lemme 1 il existe des nombres naturels ¢,, c, ...,
Cor—y et d, ds, ..., doyy—;, Mayant pas de diviseurs premiers autres que
2, 3ousettels que ¢; <ecqg<l - -<cCop—1, dy<-.-<doy1,

8)) (6* 1P =ct+ 3+ -+ Cor—y, (6P =di+ do+ .. - +dy_,,

d’oi, vu Pégalité 13'+14*=1%4+3%4+17%, on obtient (13.65+—2)3 4
(14.6/='¢c;)> + (14.67' ¢y)® + C 4 (14601c gp,)? = (6%H-2) 4
(3.64+1=2y} - (17.6%—1d,)* + (17.6%1 d,)}+ +(17.6%d 5, ).

Le co6té gauche est une somme de 2£ cubes et le coté droit est
une somme de 2/+1 cubes. Tous ces 2k+2/4+1 cubes sont distincts,
vu que le premier terme a gauche et les deux premiers a droite sont
tous les trois distincts et non divisibles par 7 ni par 17, que les termes
a gauche a partir du deuxi¢éme (vu la propriété des nombres c))
vont en croissant, de méme que les termes a droite a partir du troi-
siéme (vu la propriété des nombres d;), et que les termes a gauche a
partir du deuxiéme sont divisibles par 7 et les termes a droite 4 par-
tir du troisitme ne sont pas divisibles par 7, mais sont divisibles
par 17. Le lemme 3 est ainsi démontré.

Lemme 4. 2 et I étant des nombres naturels, il
existe 2k+2/ nombres naturels distincts a,, a,, ..., axn,
b, by ..., by, tels que

ai+ a3+ - . +an= bi+ b3+ - .. +b3,.
Démonstration du lemme 4. Soient £ et ! deux nombres
naturels et soient ¢,, ¢y -.., Cor—; et d,, d, ..., dgy—, les mémes
nombres comme dans la démonstration du lemme 3. On a donc les
formules (1), d’oi1, d’apreés l'égalité 24+ 34%=15%433% on trouve
(2.6%+H=2)3 +(34.6/1 ¢,)* +(34.6/ 1 ) + . . . +(34.6!) €p—,)* =
= (15.64+/—2)* +(33.6%1 d,)? +(33.651d,)? + . . . +(33.6*1 dy_,)>

Le coté gauche est une somme de 2k cubes et le coté droit est une
somme de 2/ cubes. Tous ces 2k+2/ cubes sont distincts, vu que les
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premiers termes a gauche et a droite sont distincts et ne sont pas
divisibles ni par 17 ni par 11, et que (vu les propriétés des nombres
¢; et d;) a partir du deuxiéme, les termes a gauche et aussi a droite
vont en croissant, les termes a gauche étant divisibles par 17 et les
termes 4 droite etant divisibles par 11, mais pas par 17. Le lemme 4
est ainsi démontré.

Lemme 5. £k et [ étant des nombres naturels, il
existe 22+ 1+2/+1 nombres naturels distincts a,,
Aoy o« oy Qg et bln bg,..., b21+1, tels que

ai+ a3+ - +ah=b+ b3+ by

Démonstration du lemme 5. Soient %2 et / deux nombres
naturels et soient ¢y, €5, ..., Coxr—1 et d,, dy, ..., do;—1, les mémes nom-
bres comme dans la demonstratlon du lemme 3. On a donc la formule (1),
d’oi, d’aprés I'égalité 33+ 25% 293234931 34% on trouve

{3.64+H—2)3 4 (25.64+!—2)3 1-(29.6/—1c,)? +(29.6/1cg)* + - - - +(29.6:2€2p—, ) =
=(2.64+—2)3 4 ('9.5k+1—2)3 +(34.641d,)% +(34.6*—1d ) +
+(34.651dy )32

Le c6té gauche est une somme de 2k+1 cubes et le coté droit est
une somme de 2/+1 cubes. Tous ces 2&+1+2/+1 cubes sont dis-
tincts, vu que les deux premiers termes a gauche et les deux premiers
a droite sont tous les quatres distincts et non divisibles ni par 29 ni
par 17, que les termes a gauche & partir du troisiéme et aussi ces a
droite a partir du troisitme (vu les propriétés des nombres c; et d;)
vont en croissant, ces a gauche étant divisibles par 29 et ces a droite
étant divisibles par 17 mais pas par 29. Le lemme 5 est ainsi démontré.

Notre théoréme est une conséquence facile des lemmes 2, 3,
4 et 5.

Regu le 10. X. 1956



BbPXY PABHHU CYMH OT PA3JIMHHH KYBOBE
HA ECTECTBEHH 4HHCJIA

B. Cepnuacku (Bapmasba)

PE3IOME

ABTOpPBT [OKa3Ba MO eJeMeHTapeH I'bT CJeAHATa TeopeMa:

KakBHTO ¥ Ja ca ecTeCTBeHHTe UHCJia 1 U N = m, C H3KJIOYEeHHe
Ha cayyaute m=n=1 H m=1, n=2, cbllleCTBYBaT m+n Pa3JHYHHA
€CTeCTBEHH YHCNAa Q,, Qg ..., Ay by, by, ..., b, TaxkHBa, ye

al+as+  +ad=bi+b3+...+b



O PABHbIX CYMMAX PA3JIMUHbIX KYBEOB
HATYPAJIbHbIX UHCEJI

B. Cepnuuckuii (Bapmasa)

PE3IOME

ABTOp I OKa3blBaeT 3JIeMEHTApPHHM MYTeM CJAEeARYIOIIYVIO TeopeMy :

KakoBh Obl HH OHJIH HaTypaJibHble YHCJA 77 H 11 = m, 3a H3KJIYe-
HHeM cayyaeB m=n=1H m=1, n=2, cymecTByer m-+n pasjHYHbIX
HaTypaJbHHX YHCEN @y, Qg, ..., Amy, by, by,..., b,, TaKux, 4TO

ai+ a3+ .. +ay=>5bl+by+ .. +bo
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