SUR UNE FONCTION IMAGINEE PAR MINKOWSKI*

Arnaud Denjoy (Paris)

Minkowski désingna par la notation ?x une fonction continue qu’il
définissait sur le segment (0,1) comme il suit:

g et ¢’ étant deux entiers positifs (nous les admettrons plus loin
non négatifs), les deux fractions p/q et p’;,q’ sont dites adjacentes
entre elles si pg'—qp'=*1; en ce cas la fraction (p+p')/(g+4q') est
dite leur médiante. Celle-ci est adjacente aux deux premiéres.

?x se déduit de I’équation fonctionelle

?(-zj;g:) :%-?(%) +—;-:?(%:) avec 2(0/1)=0 et ?(1/1)=1;

?x obtenue pour x rationnel, se compléte par continuité.

La détermination progressive de ?x met en oeuvre les suites de
Farey. La n¢, soit S,, est formée de 27— 1 (la premiére de 2) fractions croi-
ssantes, chacune adjacente a la fraction voisine, de part et d’autre (0/1
et 1/1 composant S,, sont les termes extrémes de chacune des S,);
S, s’'obtient en ajoutant a S,—, les médiantes des fractions formant
cette derniére suite. S, est (0/1, 1,2, 1/1): S; est (0/1, 1/3, 1/2, 2/3,
1/1) etc. Les valeurs correspondantes de ?x quand x décrit S, forment
la suite croissante des fractions dyadiques #%/27, pour 0 = A = 2~

Minkowski constata que ?x change les irrationelles de second
degré en des nombres rationels, et réciproquement.

Figurons par la notation (ay, @y, ..., @n...)=ae+1(ay,... a,...)
une fraction continue, les a, étant des entiers positifs, sauf le premier
qui est quelconque. La n¢ réduite de cette fraction, soit R,=P,/Q,
est définie par Pp,=a,Pr—1+Pn—g Qn=0,Q,—1+ Qn—o avec Py=a,
Qo=1 et conventionellement P_, =1, Q_,=0.

La n¢ suite de Farey S, est formée des fractions (0, ay, ... ap)
avec a;+ +a, ~n.

x=(0, a;,..., a, ...) pour une fraction illimitée étant la limite
de R, on constate que ?x s’exprime aisément a laide des quotients
incomplets a, et on en déduit cette remarque capitale: Pour x>0
(et 0<<plg, P'lg <1, pq'—qp’'= x1): ?[(px+p)(gx+q)|=A?x+B,

* Conférence faite i la Session scientifique des mathématiciens bulgares, ‘Sofia,
octobre 1956.
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A et B étant indépendants de x. On est ainsi conduit 4 rechercher
un rapport entre ?x et le groupe de Schwartz. Mais dans celui-ci les
substitutions sont de module 1, et non pas —1, de facon que I’exten-
sion au plan complexe laisse invariant chacun des deux démiplans
séparés par l'axe réel. Jai donc considéré une fonction plus generale
-que ? x et oit le role de p/q et de p’/q’ ne soit pas le méme si pg'—gp’ = 1.
Soit @ un nombre réel compris entre 0 et 1 (?x correspondrait 2
a=1/2; on pourra méme supposer « complexe, avec |¢|=1, |l —a|=1
et |a(l —a)] <1, le tout simultanément).

Pour g=1, ¢’ =1, plq et p'/q' sur le segment (0,1), considérons
P’équation fonctionelle

Fp+Pg+9)al=aF(Plg,a)+(1-2) F(pig, @) si pg'—qp'=1.

Cette condition ne sera pas limitée par nous au segment (0,1).
L’entier quelconque, n/1 étant la médiante de (n—1)/1 et 1/0 (cette
-derniére fractions s’introduit d’elle méme dans les éléments comme
réduite d’ordre —1 de tout nombre réel), nous pouvons prendre p/q
et p'/q’ dans tout le champs réel. Nous admettons la fraction 1/0.
Toute fraction n/0, méme (—1)/0 est tenue pour réductible, et est
exclue de la collection des fractions utilisées. En particulier (—1)/0 est
systématiquement éliminée.

L’équation fonctionelle verifiée par une fonction F(x, 2) lest
également par toute fonction AF(x, )+ B, A et B étant indépendants
-de x. Nous choisirons F(1/0, 2)=0 et F(0/1, ®)=1, indépendamment
de a. Nous trouvons alors que, si

Gn=0Qo+Q+ .- +a2m (2m = n), Gn =@ +83+ - -+ (2p+1=n)
‘la fonction F(x, @) pour laquelle’nous adoptons désormais ‘la notation

x (x, @) vaut Y(— 1)» a°"(l—az)°".
n=0

Cette expression fait pressentir les rapports mutuels du nombre
y==(x, @), positif, variant en décroissant de + co pour x=-—oco0, a 0
;pour x= + oc, avec le développement du nombre réel x en fraction
continue.

La fonction x(x, ) étudiée en elle-méme jouit de propriétés in-
téressantes. Elle a la dérivée O sur une plénitude (sauf
sur un ensemble de mesure nulle). Plus précisément, en un point x,
les nombres dérivés supérieur A et inférieur 8, pour l'un ou pour
lautre coté, vérifient ces conditions: Ou bien =0 (dérivée latérale
nulle), ou bien A= — co (dérivée latérale infinie) ou bien A/&>>17/16,
indépendammant de «. Quel que soit « la fonction x(x, ) ne posséde
-de dérivée finie non nulle en aucun point.

Mais le plus grand intérét présenté par cette fonction est dans
la nature des transformations de x.(x @) quand x est remplacé par

x'=(px+p')/(gx+q'), avec pg'—qp'=1.

Nous admettons g=0, sinon g = 1. Avec ¢=0,q" sera 1. xX'=x+1
donne la substitution fondamentale

1) x(x+1, @) =ax (x, ).
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Ainsi, » (n, @)=a". Supposons g=1. Pour g=1 et ¢=0 x'=—1/x.
Sig=1 et ¢ =1, le développement de x’ en fraction continue
montre que, pour x>0,

% (x', >)=Ax(x, &)+ B,
A et B étant indépendants de x. Pour x=co, x(p/q,2)=A; pour x=0
x(p'/q', ®)=A+B.
Si pg—qp'=—1 (avec ¢g=1, ¢ =1, pour x>0)
x(x'y 2)=Cx(x, 1 —2a)+D.

Pour a=1/2 la différence entre les deux cas pg’—gp'= X1 disparaitrait.

Si x decrit la totalité du champ réel, la transformation de x(x’, )
ne peut pas se conserver. Car pour x= —q/q, % (x’, @) passe brusque-
ment de + co 3 0.

Le champ des x réels se partage en une infinité d’mtervalles
(&, &) dans chacun desquels, pour la substitution bilinéaire x'=(px+
+p)(gx4q), x(x,a) est changé linéairement en Ax(x, a)+B, les
coefficients A et B dépendant non pas de x seul, mais simplement
des intervalles (, £'). Que sont ces points separateurs E des intervalles
de validité des substitutions linéaires Ax(x, «)+B?

Considérons un développement

(z__k, a._.k.i.l, o e oy a_l, “0, al’«' . oy a,,,, L) .)
ainsi défini: posons

rn:‘pn/qn=(7-kr- T an) (n = —k)
avec
Pn=0%nPn—1+DOn—3, Gn=2ngn—1+qGn—a
et p_,=1, g_,=0; pp=a, go=1.

Les relations si-dessus peuvent’ se résoudre en p,_,, ¢n—o pour
les valeurs négatives décroissantes de n. Nous demandons simplement
que le dénominateur ¢, de r, soit un entier jamais négatif, mais nous
n’excluons pas ¢g,=0. Cette exigence sera respectée pourvu simplement
que o, soit un entier non négatif, sauf le premier «_, Les a, nuls
seront admis. On constate alors que (2, 0, §) =a+B; (a, B, 0)=a,
(aa 0 0 g)"‘(“r B)‘

Un entier p estdonc (1,0, 1, 0,..., 1, 0, 1) (p chiffres 1 alter-
nant avec p—1 chiffres 0; ao—(a0 k, O l 0..., 1,0,1) (£ chiffres 1
précédés de chiffres 0).

Le développement normal (a, a,... @a...) peut étre ainsi con-
verti en un développement dont tous les quotients sont uniquement O
ou 1, le premier seul étant un entier quelconque inférieur ou au plus
égal a a,. Mais ce nouveau systéme donne des fractions continues
auxquelles rien ne répond parmi les fractions normales.

1/0=(1, 0, 1, O, 1,...) (une infinité de O et de 1 alternant, en
commencant par 1). Les réduites successives sont

1/1, 1/0, 2/1, 1/0, 3/1, 1)0, ...
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D’aprés 0=1/(1,0), 0=(0, 1,0, 1,...) la méme alternance indéfinie,
en commencant par 0. Réduites: 0/1, 1/1, O/1, 1/2, 0/1, 1/3,...
On a une suite infinie de réduites décroissantes tendant vers 0. Le
développement considéré de O est supérieur.

1-(1,1,0,1,0, 1,...)

Mais 0 = —1+ (1 divisé par 1)=—1,1,1,0,1, 0, 1,..., dont les
réduites successives sont —1,1, 0/1, 1/2, 0/1, --2/3, 01 ascen-
dantes, tendant vers 0. Le développement est inférieur.

Les réduites inférieures a ry, sont r_qp=a,—p, r_yp4;=1/0 (p=1).
Tous les nombres entiers ne dépassant pas a, sont des réduites du
nombre x =(a, ay,...)-

Si x est rationnel =(a,, a,..., @n), on peut donner a x un dé-
veloppement infini, en faisant suivre a, de 1, 0, 1,..., développement
de 10. Il y a deux fagons de terminer le développement normal de x,
par Qpuiq+1, si am=1, par an—1, si a, =2.

On a dés lors pour x rationnel deux développe-
ments indéfinis vers la droite, Pun inférieur, lautre
supérieur, selon que les réduites, ajoutées en infinité, sont supé-
rieures ou inférieures a x.

Enfin sous la double précision ry=a,, r—;==1/0 on peut faire
précéder a,=1 par une infinité de chiffres 0 et 1 alternant, a _,
étant 0.

On obtient ainsi le (ou les) développement canonique
complet de x.

A tout nombre rationnel ou non correspondent une infinité de
réduites formées d’entiers négatifs et consécutifs.

Si x est rationnel, le développement canonique complet est
double.

Les points séparateurs des intervalles de vali-
dité desformules = (x',a)=Ax(x,ax)+B coincident avec
les réduites du développement supérieur canonique
complet de — ¢'iq.

La fonction x ({, «) dans le demi-plan supérieur complexe

Il est naturel de se demander si 'on peut considérer la fonction
réelle « (x, ®) comme la limite, par certains chemins, d’'une fonction
complexe x({, @) définie dans le demi-plan supérieur. On doit supposer
que toute substitution {'=(pz+p’)/(gz+q’) change linéairement x (3, &)
du moins autour de tout point { du demi-plan supérieur.

Mais la substitution ¢’ 1/C est une involution simple de points
doubles i et i; ' =1—1/C est une involution double de points dou-
bles 8=(1+i}3):2 et ( 1+i}3)/2 dans le demi-plan supérieur, soit 6
et —1+60 (ou b?). La fonction x(§, @) ne pourrait étre uniforme dans
le demi-plan supérieur que si les transformations linéaires de =« (t, «)
correspondant au substitutions précédentes étaient elles aussi des invo-
‘lutions, simple ou double respectivement. On constate que ceci exige-

rait a=e™3 -0, ce qui est exclu. Dés lors x (§, ) ne pourra étre uni-
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forme dans le demi-plan supérieur que si les points i et 8 sont joints
a l'axe réel par des coupures. Mais pareillement tous les points
(Pi+p)/(gi+q') et (p8+p")/(q0+4q’) sont des points doubles involutifs
pour certaines substitutions du groupe de Schwartz. Tous ces points
doivent étre englobés dans un systéme de coupures ne divisant pas le
demi-plan sugpérieur.

On sait comment, pour le groupe de Schwartz, on forme les
polygones de Poincaré, a coOtés circulaires orthogonaux a l'axe réel
(droites dans la géometrie de Lobatchewsky), polygones dont chacun
contient (du moins pour la région supérieure) un transformé et un seul
d’'un point quelconque { du demi-plan, tandis que I’on obtient la fonction
t (§), invariante par toutes les transformations du groupe.

On applique conformément le demi-plan supérieur des ¢ sur le
triangle t ¢, —1+6, {) des T avec les correspondances (i=o, £=0),
C=—1+46,2t=1), (=i t=c). Puisonoreére par symetries par rapport aux
cotés des deux triangles appliqués (dans celuides?,les3 angles valent x).

Les triangles déduits de t par symétries répétées par rapport
aux cOtés issus de o forment une alvéole A(1/0), bordée par la ligne

brisée indéfinie A(%) de sommets successifs (7 1+8), (n+i) ( ~<n

entier < ).

Cette alvéole est invariante par la substitution 7'=C-41.

La transformation de A(1,0) par ¢'=(pt+p’)(g<+¢") donne une
alvéole A (p/q) formée des triangles transformés de =t ayant leur som-
met réel en p/q. Cette alvéole est indépendante de la fraction pq,
c’est-a-dire de l'addition a p’, ¢ de np, nqg respectivement, n entier.
Si p/q est la médiante de p,iq, et de p,'q, (p, 9, < p/q < p,/q,) nous
choisirons pour transformer A(1/0) la substitution 7 (p/q), J'=(pL—p,)
(g5—q;). Dés lors nous considérons le systéme de coupures L(p/q) se
déduisant par 7 (p/q) respectivement de la partie de A(1:0) allant de
I'infini négatif jusqu’au point i

Le systéme des coupures L(p-q), pour toutes les fractions
pig,oit ¢ =1, ne divise pas le plan. Il contient tous les
points critiques de x (g, @).

Le contour A (p ¢g) de lalvéole A(pg) renferme une infinité
d’arcs étrangers aux coupures. Le premier aprés L(p;q), homologue
de (i, 8), est le seuil de A(p,g). On a les propriétés suivantes:

1. Un point { mobile, glissant constamment au
voisinage infiniment proche dun contour dalvéole,
en se déplagcant dans le sens positif par rapport de
Palvéole ou il est intérieur, et partant du bord supé-
rieur de A(1/0) a2 linfini négatif, tendant vers le nom-
bre réelx, tantot glissera surdes seuils d’alvéoles ot
il.ne péneétre pas, tantot coupera des seuils d’alvéoles
Les fractions-sommets de ces alvéoles constituent la
suite des réduites finies du développement cano-
nique complet de x. On a une réduite normale quand
glissement et franchissement s’échangent. Ainsi se
trouve expliquée le génése des développements ca-
noniques complets.

2. UsBectus na Matemar. HHCTHTYT, T. IV, KH. 1
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badd

2% Quand { est dans une alvéole, ' est intérieur
a2 une autre et »(f,x) est linéaire en »({,2). Les coef-
ficients changent quand § franchit un seuil d’alvéole,
alors que le transformé ¢ franchit une coupure. Les
sommets des alvéoles seraccordant sur le seuil don-
nent les points séparateurs des formules de validité
des trzfansformations de 2(x,2) dans le champ réel

Enfin

t
e .)=hft"(l——t)"(t—c)—‘~’ dt+1a(1—1)p P(t),

h, a, b, ¢ étant des fonctions de « et P(f) une fonction uniforme

quelconque.
Recu le 14. X. 1956
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BDBPXY EIHA &y !‘iKLlI/ISI HA MHWHKOBCKH
A. Iauxya ([Tapux)

PE3IOME

Heka p/q, p'lq’ (p, P, 9 g’ UeJH uYMCla) ca IBe ChCeOHH APOGH

(pg'—qp’'= *£1). Axo g u ¢’ =0, npobra p+p’'/g+q’ ce nHapuua Menu-
-aHTHA Ha p/q U p'/q’. Ta e amloOHrHpaHa H c JBeTe.

Haxoxpaiiku ot O/1, 1/1, moayyaBame penunure Ha <Papeii, Kato
BCAKAa eHa OT TAX Ce MojyyaBa OT MNpedHAyIIaTa ype3 npHOaBsHE Ha
MeIHMaHTHHTe, 00pa3yBaHH OT €JIEeMEHTHTe Ha MNpeauayllara.

MHHKOBCKH pa3rsexja HenpexkbcHaTaTa QYHKUHS ? X, ne(pmmpaﬂa
+p l,p
B (0,1) 3a pauuoHaasu x ¢ ?20/1=0, ?1/1=1 ?p — 4
l( )' P / / g+q "2 g
+§?£q’7~ ? X npeBpbllla HPALHOHAJHHTE YHCJAa OT 2, cTeneH B pa-

LIMOHAJIHH.
Hexa 0 <Ja <1 mau no- o0moe |a|=1, |[l1—a|=1, |a(l—a)| =
M pg'—qp'=1,¢g=0, ¢ =1 H Heka NON0KHUM

’

«(1/0)=0, =(0/1)=1, v(f]’j_f]’,, a)—ax(z,-’ a)+(l — ) x(g, ).

[To-HaTaTbK, HEKa X e MPOH3BOJIHO PeajiHO YHCJO, Pa3BHTO B HOp-
‘MaJlHa BepHXHa Npo6 x=(a,, a,, ay ...)=0ay+1(a,, a, ...), Kpaero a;
ca nean =1 3a i = 1. AKO NOJOXHM

O‘,,= E aom H O‘,, = E agp_l,

2m=n 2p—1=n
Tiony4yaBame
a 4
x(x, @)= E (—1)yar(l—ea).
ngo
Y=2n(x,®) € MNOJOXHTe/JHa, HaMajasBama OT c© 3a X=—oo A0 0 3a

X:=4oo. &~*x (X, ®) e nepHoaHyHa ¢ nepHox 1.
[lpu napgeHo y >0 uucaata q@; ce noayyaBaT MO CJAEJHHA HaYHH
(KaToO OCTaBMM Ha CTpaHa cjayvas Ha palHOHaJHO X):

ettt <y <la® H a®(l—y,), oTkbmeTo 0y, <l—a,
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(1=t <y, <<(1—@)n 1 y,=(1—a)(l y,), oTkBRETO O< Yy <@

H T. H.
Tesn penauud MOKa3BaT JAOKOJKO CBOHCTBAaTa Ha (QyHkuMATa

# (X, 2) M Te3W Ha Pa3BHTHATA Ha peaJHHTE YuCJa BbB BepHKHA Apob

Ce B3aHMHO oOmpeneJsrT.
Jloka3Ba ce, ue - (x, @) UMa NOYTH HAaB(AKbAE NPOH3BOAHA, paBHa

Ha O, H ye B HHKOfl TOYKa TA HAMA KpaHHa oOTpHIlaTesHa TNPOHM3BOJHA..
(Axo nBe HeilHH NPOM3BOAHH (ropHa H JOJHA) OT e€JHa cTpaHa Ouxa
GHAH KpailHH H OTpHUATeJHH, TAXHOTO OTHOLIeHHe OH HaJIMHHAaBaJo

BHHAard KOHCTaHTata 17/16 He3aBHCHMO OT X H a.)
. dyukumuaTa x (X, @) NPUTEXKaBa CJAENHOTO 3a0€NEXKHTEJHO CBOH-:

ctBo. Ako ¢ =1, pg'—qp'=1 n ako X' =(px+p)(gx+q")=T (x),
%z (X, @) =A+ Bz (x, a),

KbIeTO Koe(pHUHeHTHTe A M B He 3aBHCAT OT X, HO He BBbPXY UAnaTa
peasHa oc (cbraacHo ¢ == 1), a BbPXY HHTepBallH, OTHAeJIeHH OT TOYKH,.
cBbp3aHd ¢ apo6tra — ¢’'/q. Te3au ToukH ca npuOGJHKEHHTe JAPO6GH B.
KaHOHHMYHCTO NBJHO pa3BHTHE Ha — ¢'/g BbB BepHxkHa ApooO.
ToBa pa3BuTHe (..., &, ...) Ce TMOJydyaBa, KaTO JONyCHEM HSIKOe o,
Ia e paBHO Ha UA/NOTO 4yHcao O, a ocTaHa/uTe, C H3KJIOYEHHE Ha Mbp-
BOTO, CYHTaMe penylUHpaHH KbM enuHuua. lMmame

(a, 0, b)=a+b, (a, b, 0)=a, (a, 0, 0, &)=(a, b),
1/0=(1,0,1,0,1,0,...); a=(a, 1'0)=(a—1, 1, 1/0).

Te3u dopmysu nopaxkkxaT rOPHOTO M INOJAHOTO pa3BUTHe Ha us-
JOTO YHCJO a.
PassuTHeTO MOXke 1@ ObAe NPOABJKEHO H BJABO CHIVIACHO

a=(@ k 0,1,0, 1,...,0, 1)

¢ kR uudpu, paBHy Ha .

Il. EcTrectBeno e na ce 3anurame jaau He Moxe (YHKLUHsTa
7 (X, @) na ce MoOJyYd KaTO rpaHWua Ha eava QYHKuMs =% (2, z), nedu-
HHpaHa B ropHaTta (WJM I0JIHA) KOMIVIEKCHA MNOJIypaBHHHAa, KaTO MO He-
O06GXOMHMOCT peasnHaTa oc Ghae exHH pa3pe3d 3a TasH (QyHKUUa. Ta3u
(¢yHnkuusa TpaGea na nonycka BCHUKH CyOCTHTYuMH A+ Br (z, ) 3a pe-
ajJHO 2, aKo

z+p' ' ,
2=P p:T(z), qg O, pq' gqp'=1.

9z+4q
T (2) oGpasysat rpynata Ha llIBapn, WMamnia 3a nopajall MHO-
FOBIr'bJAHHK YCTHPH'BI'BIHHKA ¢ BhpxoBe (1,0,0- 1,7, b) U cbc cTpaHh,
nepreHAHKYJAPHH HAa peajHaTa ocC, KbJeTo O €73, MHOro'brbaHHIHTC,

KOHFDYCHTHH C Hero M HMMamu 3a Bpvx 1|/0, oOpa3yBaT enHa aJsascoJja
A(1/0), orpahuueHa ot Hauynesata JuHHs A\ (1/0) ¢ BBpxOBC 'n+i,
n+8 (—~ <n<+«). T(2) Tpaucdopmupa A(1,0) B A(p/q). Bcuuku
TE3H aJIBCOJIM Ca JIN3IOHKTHH, TAXHATA CyMa ¢ paBHa Ha moaypaBHuHaTa. Ko-
rato ¢~ 1 u ako pjqg ¢ MemuautHata Ha ( p')/—q u(P+p)(q+4)
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'Heka L(p/q) e oOpasbr upes 7 (z2) Ha abratra Ha A (1/0) ot — o+
o i H Heka c(p/g) e oOpa3bT Ha orceuxarta (i, 0).

I'pynata Ha UlBapu cbABbpPKAa HHBOJIOTOPHHTE CYOCTHTYUHH
2'=—1,z 1 2"=1/(1- 2) c IBOHHH TOYKH [ H H.

Ananornudo toukure (pi+ p")/(gi+q') n (po+p')/(gd+q") ca nBoiinu
TOYKH Ha HHBOJIIOTOPHH CYOCTHTYLHMH OT c'bllaTa rpyna. 3a jga Moxe
% (2, @) na Oblae eqHO3HayHa, TPSAOBA CYOCTHTYLIHHTE, HMAILH T€3H JABOHHH
‘'TOYKH, lla CbOTBETCTBYBAaT C'bIO HHBOJIIOUHH C Koe(pHLHEHTH CbHOT-
BeTHO B —1 v B=08 uau 62. ToBa obauye e HeBb3IMOXHO.

Eto 3amo ¢ HeoO6xoaHMMO na ce YHH(POPMH3Hpa % (2, @) upe3 elHa
.cHcTeMa Q OT paspesad, CbABPXKALIH BCHUKH KPHTHYHH TOYKH, 6e3 na
«ce pasnesiss paBHHHATa.

CbBkynHocrra L(p;q) npencrasisgBa TOYHO TaKaBa CHCTeMa Q.
‘Ta nputexkaBa CJAeIHHTe CBOHCTBA:

1. KoraTto z ce xab3ra OTBbTPe NO TrPaHHLHTE Ha aJIBEOJIUTE H
‘BJIH3a B TAX Npe3 nparoBeTe UM G (£/q), 2 KJOHH KBbM €JIHA onpeneseHa
TOYKa .X OT peaJjHaTa ocC.

Penunara Ha nparoseTe, KOMTO Z € MHHaka (BBHHLIHO) HJH e Mpe-
-CéKJia, JaBa NpUOJHIKeHHTe Apo6H Ha N'BJHOTO KAaHOHHYHO pa3BHTHe,
-6e3KkpallHO B JBeTe NMOCOKH, Ha X.

2. Oruensigute TOYKH Ha ¢Gopmyaute % (X', 2)=A+Bz(x,x) 3a
peasrHo x ca Hayana Ha paspe3dre L (i/p), TakMBa, ye 2’ mnpecuuya
L[T (A/p)], xorato z npemMnHaBa npe3 npara Ha A (A[p).

Ilpobute A/p npexactaBasBaT NPHOJHXKEHH JAPOo6H HA NBJAHOTO
TOPHO KaHOHHYHO pa3BHTHe Ha —('/q.



Ob OIHOM ®YHKLIMKM MHHKOBCKOI'O
A. IIanxya ([Tapux)
PE3IOME

ﬂycrb p/q, pP'lqd (p, P’y q, ¢ ueanle uncaa) nBe cocenHHe HpOOH:
(pq’ qp =+1). Ecan q u q’>0 Apo6b p+p’/g+q’ Ha3HBaeTca Me--
AMaHTOH napoGeit p/q, p'/q”. Ona cocenHa c¢ -HuMH. Hcxomss H3.
0/1, 1/1 mbl nonyuyaem psanan Papesi, TaKk 4YTO KaxKJhIK pAJ MOJyyaeTcs.
M3 NpeablAylero BCTaBJeHHEM MeJHAHTax OO6pa3OBaHHBIX IapaMH cocen-

HbIX SJIeMEHTOB IMpeAbIAyllero psna.
MHHKOBCKHI paccMaTpHBaeT HeNpepHBHYIO (QYHKIUHIO ? X onpene--
deHHyio B (0, 1) ans palHMOHaJbHHIX X CJenyloIlHM 06Gpa3om:

20/1=0
21/1=1

PP _ p +

2P
q+q 2 q

? X npeBpallaeT HMPPallHOHAJbLHBIX YHCeJ 2-i CTeneHH B PallHOHAJBHHIX.

[Monoxum nas neiictBuTenbHoro 0<z<1 (uau Gonaee oOGuye:
ana |e|=1, |[l—a|=1, ia(l—a)=1) u pg'—qp'=1, ¢=0, ¢ —F

% (1/0)=0, x(0/1)=1, x(%“%,s a)=ax(§:r 2)+(1—a) x(f]—’. ).

[lycTth nanplie X NPOH3BOJIbHOE AEHCTBHTEJbHOE YHCJO, MpeicTaBs--
JeHHOe HOpMaJbHOH HenpepuBHOH JApPoObI0 x=(ay, a;, G ...)=ay+
+1/(ay, ay,...), TAC @; ueavle =1 aaa i = 1. Ecau nonoxum

, 9
= E :azm H o,= 2 , @ap—1>

2mz=n 2p—1==n
HaXxOJaHM
x (%, @)= D (— 1)y &% (1— a)°n.
n=0
y=x (X, ®) nNONOXKHTeNbHa, YOHBaET OT oo aad X=—oco 100 0 nam

X= +o. &~ % (x, «) nepHoaHYeCcKass C nepHoaom l.
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[Npu nawHoM y >0 uHcna @; NOJYy4alOTCs CJHeAYyIOIHM o06pa3om
(ocTaBnsis B CTOpPOHe cJayuail palHMOHAJbLEOIO X):

ettty <a® H a® (1—y,), H3 atoro 0 <<y, <1—a,
(1—2)atl Ly, < (1—a) n y,=(1—ea)* (1—y,Y, u3 sroro 0y, <=

H T I

SDTH COOTHOIIEHHUSA MOKa3bIBAIOT B3aHMOCBA3b MEXJAY CBOHCTBAaMH
GyHKIHH » (X, @) H Pa3/OXKEeHHsI B HeNpephIBHYIO JAPOOh.

MoxHO nokasaThb YTO NpoH3BoaHas (QYHKIMH =% (X, @) H3ue3aeT
NMOYTH BCIOAY H YTO 3Ta MPOM3BOJHAsl HHUIrJeEe He SBJAAETCH KOHEYHOH H
orpunarenbHoii. (EcaH nBe npou3BoaHble C ONHOH CTOpPOHe OblIH Obl
-KOHEYHH H OTPHIATEAbHBI, UX OTHOLIEHHe NpeRO3X0oAHJ0 Obl 17/16, He-
3aBHCHMO OT X H c.)

I. dyskuua = (x, o) BWMeeT caeaylolllee 3aMeyaTeNbHOe CBOHCTBO.

Mycte ¢ =1, pg'—qgp'=1, ecu x'=(px+p)(gx+4q)=T (x),
(X, a)=A+Bx (x, 2),

rae ko3doduiHeHTHl A1 B He 3aBHCAT OT X, ONlHaKO, He HA BCceR NEHCTBH-
TeJAbHOH OcH (¢ = 1), a HA HHTepBaJaXx OTHAeJeHHbIMH TOYKaMH CBA3aH-
HBIMH C JApOOBI0 —¢'[g. DTH TOYKH SHABJAAIOTCA TMOAXOASLIHMH APOOAMH
NOJHOrO0 KaHOHHYECKOrOo Pa3BHUTHA -—¢'/¢ B HempepuBHYIO ApoOb. ITO
Pa3BHTHE MOJIy4YaeTCsi €C/AH HEKOTOpoe M3 e, pPaBHO HYJIO, a JpyrHe
(uskJsI04as nepBoOro) ceeleHbl K enuHHue. Hmeem

(a, 0, b)=a+b, (a, b, 0)=a, (a, 0, 0, &)=(a, b,
1/0=(1,0,1,0, 1, 0,...); a=(a, 1/0)=(a—1, 1, 1/0),

rae mnocJsenHeblie (pOpMyIIbl MOpPOXKIAAIT COOTBETHO KaHOHHUYECKOE BepXHeEe
H KaHOHHYE€CKOE€ HH)XHee pa3BHTHE 1eJIoro 4HcJja a.

Pa3BuTHe MOXHO NPOAOJIKHTH HEOrPaHHYEHHO H BJIEBO COIJIACHO
a=(a—k,0,1,0,1,..., 0, 1), 2 uuppamy, paBubiMu 1. -

II. EctecTBeHHO MOCTaBHTb BOMNPOC O TOM, MOXHO JH TOJYUYHTH

% (X, @) Kak npenea oaHo# GYHKUHH » (2, @), ONMpeleseHHOH B BepXHeH

HJIH HHXKHEH KOMIUJIEKCHOH MOJYMNJOCKOCTH, rje HNeHCTBHTeJbHas OCbhb MO

HeoOXONHMOCTH 6yneT Bhipe3oM srtoil yHkuuu. Kpome: Toro, ata ¢yHk-

LS NOJKHA AONYCKAaThb IJs NEHCTBHTEJBHOro Z Bce CYOCTHTYLMH BHla
A+ Bz (2, @) ecan

’
y=PEYP _ T (2),

qz+q'

T (2) o6pasyior rpynny lllBapua, mmeiouyro B kadecTBe oOGpasyiollero
MHOroyroJibHHKa 4eThipeXxyroJbHHK (CTOPOHAMH NeDNEHAHKYIAPHBIMH Aeii-
CTBHTeJbHOI1 ocH) (1/0, 8 1, i, 8), rne 6=€"3. MHOrOoyrolbHHKH, KCH-
rpyeHTHble C HHM H C BepuiHHOA 1/0, oOpa3syioT aabseony A (1/0),
orpaHHyeHHylo JiomaHHoil A (1/0) c BepuvHaMu n+-i,n+0( x<n<+ o).
7' (2) npeob6pasyer A(1/0) B A(p/q). Bce 5TH anbBeosbl AH3bIOH-
KTHBl, @3 HX COeJHHeHHe paBHAETCH NoaynJaockocTH. Ecau ¢ 1 u ecam

g 0, pg—gqp 1L
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plq memuanta ( -p')) —q' u (p+p)/(q+q'), nycte L(p/q) ectb oGpas
npu TpaHcopmauHd AyrH A (1/0), naymuid OoT —oo +i X0 i H MyCTb
s(p/q) obpa3 orpe3ka (i, 0).

'pynna lllBapua comepXHT HHBOJIOTHble CYOCTHTYUHH 2'= —1/z
H 2" 1,(1 2z)c NBOHHBIMH TOuYKaMH [ H 0.

AxanoruddHo ToukH (pi+p)(gi+q’) n (pV+p)/(gd+q') aBasoTCA
IBOIHHMH TOYKaMH HHBOJIOTHbIX CYOCTHTYUHH 3TOH rpynnsl.

Iast Toro, 4ToGbl % (Z, &) Oblla ONHO3HayHa, HeOOXOILHMO, YTOOH
CYOCTHTYUHSIM C 3THMH IBOHHHUMH TOYKAMH COOTBETCTBOBAJH HHBOJIOLHH
¢ koadppuuHentaMH B= -1 u B=0 uau 6% OpHaKo 3TO HEBO3MOXHO.

Hrak, HeoOxomumo yHW(DOpPMH3HpPOBaThb = (2, @) cHCTeMoH Q BHI-
pes3os, coaeprKallliX BCC KPHTHYECKHE TOYKH, He pasfensisi NpH 3TOM
IJIOCKOCTb.

MuoxectBo L (p.q) sBasieTca TOYHO Takod cucremoit Q. OHo
HMeerT cJelylOoUiHe 3aMeyaTeJbHble CBOMCTBA:

1°. Ecan z CKOAB3HT H3HYTPH [0 rpPaHUUaM aJabBeoJ B JIHPEKT-
HOM Hanpas/jeHHH [0 OTHOLUCHHIO K HHM H BXOIHT B HHX yepe3 [opor
s(p q), TO Z CTPEMHTC K OJHOH OMNpeJieJleHHON TOYKe NeHCTBHTE/Nb-
HOH OCH.

[locaenosatenHocTh Mnoporos, oGoiAeHHBIX 2z (H3BHE) HJIH 4Yepe3
KOTOPLIX Z Mepeulna, 1aeT MOAXOAsiliHe APOGH MOJHOro OECKOHEYHOro
B ByX HanpabJieHHAX KaHOHHYECKOro paBBMTHﬂ X.

20, Otpensiiolnve TOYKH B opmynax «(x', a)=A+ Ba(x, o) nast
NEeACTBHTEJHOrO X, BAAIOTCS HayaJaMHd Bbipe3oB L (A/p), Takux, uto 2’
nepecekaet L |7 (. p)], koraa z nepexoaut uepe3 mopor A (A[p).

B npoGsx A . Mbl BHOBb HaxoJAHM MOAXOolsiulHe JPOObI BEPXHOrO,
MOJIHOrO KaHOHWYECKOro pa3BuTHA —g'/q.
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