THEORIE DER RETRAKTE UND IHRE PROBLEME*

K. Borsuk (Warszawa)

Die Theorie der Retrakte ist ein Kapitel der Tdpologie. Die Ent-
stehung dieser Theorie ist eng mit dem Streben- zur Verallgemeinerung
des Satzes von Tietze ilber Erweiterung der stetigen Funktionen ver-
‘bunden. Der Satz von Tietze besagt, dass jede stetige reelle Funktion,
die auf einer abgeschlossenen Teilmenge irgendeines Raumes definiert
ist, sich stetig auf den ganzen Raum erweitern lisst. Wenn man diesen
Satz verallgemeinern versucht und zwar, anstatt der reellen Funktionen
beliebige stetige Abbildungen eines Raumes in einen anderen Raum
betrachtet, so zeigt sich niitzlich gewisse Begriffe einzufiihren, die zur
Theorie der Retrakte gehoéren. Insbesondere bestimmt man in dieser
Theorie gewisse Klassen der Riume (so genannte absolute Retrakte
und absolute Umgebungsretrakte), die eine besonders einfache topolo-
gische Struktur haben und mit den Polyedern eine weitgehende Ahnlich-
keit aufweisen.

Die Theorie der Retrakte ist schon vor 25 Jahren enstanden, aber
ihre Entwicklung ist keineswegs beendet. Seit meiner ersten Arbeit im
17 Bande von Fundamenta Mathematicae, in der die Grundbegriffe
dieser Theorie angegeben wurden, sind ungefihr 100 Arbeiten von un-
gefihr 30 Autoren, wie Lefschetz, Kuratowski, Whitehead, Fox, Hanner,
Hu und andere dieser Theorie und ihrer Anwendungen gewidmet. Man
hat sie in verschiedenen Richtungen verallgemeinert und ihre Grund-
begriffe auf verschiedene Arten von allgemeinen topologischen Riumen
iibergetragen. Aber der geometrische Kern dieser Theorie, und zwar
die geometrischen Eigenschaften der sogenannten absoluten Retrakte
und absoluten Umgebungsretrakte sind bis jetzt keineswegs endgiiltig
erklart.

Der Zweck dieses Vortrages ist ganz bescheiden. Es handelt sich
nicht um einen neuen Beitrag zur Theorie der Retrakte, sondern um
eine kurze Darstellung ihrer Hauptbegriffe und Hauptergebnisse und,
vor Allem, um eine Besprechung von einigen ihrer ungeldsten Proble-
me. Jedes von diesen Problemen hat einen klaren geometrischen Sinn.
Darum meine ich, dass die Ldsung jedes von ihnen etwas zur Erkli-
rung der Beziehung zwischen den Begriffen der allgemeinen Topologie
und der geometrischen Anschaulichkeit beitragen wiirde.

* Vortrag auf der Bulgarischen Mathematikertagung, Sofia, Oktober 1956.
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Die Topologie ldsst sich bekanntlich als die Theorie der Invarian-
ten der Homodomorphien, das heisst der eineindeutigen und beiderseits
stetigen Abbildungen definieren. Die topologischen Invarianten bilden
eine umfangreiche Klasse, die neben den Eigenschaften, die einen kla-
ren, geometrischen Sinn haben, viele spitzfindige und komplizierte Eigen-
schaften enthilt. Im Allgemeinen ist es sehr schwierig einen Raum voll-
stindig topologisch zu charakterisieren und bis jetzt ist das nur in
wenigen Fillen gelungen. Unter siamtlichen topologischen Invarianten
lasst sich eine gewisse viel engere Klasse unterscheiden, und zwar die
Klasse dieser Eigenschaften, die invariant gegeniiber allen stetigen Ab-
bildungen sind. Zu dieser Klasse geh&ren solche grundlegende topolo-
gische Eigenschaften wie Kompaktheit, Zusammenhang und (fiir kom-
pakte Rdume) — der lokale Zusammenhang.

Den Gegenstand der Theorie der Retrakte bilden diese topolo-
gische Eigenschaften, die gegeniiber einer gewissen Klasse der Abbil-
dungen invariant sind, einer Klasse die viel spezieller als die Klasse
samtlicher stetigen Abbildungen, aber viel allgemeiner als die Klasse
der Homdoomorphien ist. Diese Klasse besteht aus den sogenannten
r-Abbildungen, die folgendermassen definiert sind :

Eine stetige Abbildung f des Raumes X in einen. anderen Raum
Y heisst eine r-Abbildung, wenn es eine stetige Abbildung g des Rau-
mes Y in den Raum X gibt von der Art, dass

(1) feWw)=y fiir jeden Punkt ye Y

gilt. Somit ist die Abbildung g ,rechtsseitig invers gegeniiber f. Sie
ordnet jedem Punkte y von Y einen Punkt g(_y) stetigerweise zu und
zwar so, dass g(y) zu der Urbildmenge f—!(y) gehort.

Aus (1) ergibt sich, dass jeder Punkt ye Y zu den Werten der
Abbildung f gehoért. Somit ist eine r-Abbildung, von X in Y immer
eine Abbildung auf Y.

Wegen (1) ist die Abbildung f auf der Menge g(Y) eineindeutig
und stetig und die stetige Abbildung g ist zu f invers. Es folgt, dass
die Funktion g den Raum Y auf die Menge g(Y) topologisch abbildet:

{2) g ist eine homdomorphe Abbildung.

Es ist klar, dass jede Homodomorphie von X auf Y eine r-Abbil-
dung ist. Es ist auch Kklar, dass falls f, eine r-Abbildung von X, auf
X ist und f, eine r-Abbildung von X, auf Xj, dann die zusammenge-
setzte Abbildung f=f,f, eine r-Abbildung von X, auf X, ist. Anders
gesprochen, ist die Klasse von r-Abbildungen transitiv.

Einen speziellen Fall der r-Abbildungen bilden sogenannte Refrak-
tionen. Darunter versteht man eine stetige Abbildung f eines Raumes X
auf eine seiner Untermengen Y, die eine Identitit auf der Menge Y ist.
Fiir eine Retraktion ist die identische Abbildung von Y die rechtsseitig
inverse Abbildung.

Es ist leicht zu zeigen, dass r-Abbildungen mit den Abbildungen
von der Gestalt 47, wo r eine Retraktion und 4 eine Homoomorphie
ist, identisch sind. Da die topologischen Eigenschaften gegenilber den
Hom()omorphien invariant sind, so schliessen wir, dass die Invarianten
der r-Abbildungen auch als die Invarianten der Retraktionen definiert
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;sein kénnen. Somit sehen wir, dass die Theorie der Retrakte als die
Theorie der Invarianten der Retraktionen definiert sein kann.

Eine Punktmenge X, wird ein Refrakt des Raumes X genannt,
wenn es eine Retraktion von X zu X, gibt. Es ist klar, dass jeder Ret-
rakt von X eine abgeschlossene Teilmenge von X ist.

Es ist zweckmissig einen zum Begriff der r-Abbildungen analo-
-gen Begriff des r-Homomorphismus einzufiihren. Der Einfachheit halber
werde ich nur abelsche Gruppen betrachten. Der Begriff des r-Ho-
momorphismus und die verwandten Begriffe unterscheiden sich von den
-analogen Begriffen der Theorie der r-Abbildungen nur dadurch, dass
anstatt der Stetigkeit die Additivitdt erscheint.

Und zwar, verstehen wir unter einem r-Homomorphismus der
‘Gruppe Ain die Gruppe B eine homdmorphe Abbildung ¢, von der Art,
dass es ein Homomorphismus ¢ von B in A gibt, das rechtsseitlig in-
vers gegenilber ¢ ist, das heisst

(1) eY(y)=y fiir jedes ye B

gilt. Man sieht unmittelbar, dass ¢ die Gruppe A auf die Gruppe B ab-
bildet und dass ¢ ein Isomorphismus zwischen der Gruppe B und der
Untergruppe A,=¢(B) von A ist. Man sieht ferner, dass eine Zusam-
mensetzung zweier r-Flomomorphismen wieder ein r-Homomorphismus
ist, das heisst die Klasse der r-Homomorphismen transitiv ist.

Insbesondere gehort zu der Klasse der r-Homomorphismen jeder
Homomorphismus ¢, der die Gruppe A auf eine ihrer Untergruppen A,
abbildet und auf A, eine ldentitit ist. Ein solcher Homomorphismus
wird eine Retraktion der Gruppe A zu A, heissen und die Bildmenge A,
wird ein Retrakt der Gruppe A genannt. Man sieht leicht, dass die
r-Homomorphismen mit den Zusammensetzungen einer Retraktion und
-eines Isomorphismus identisch sind.

Das Problem alle Retrakte eines gegebenen Raumes topologisch
zu charakterisieren ist im allgemeinen recht kompliziert. Dagegen ldsst
sich das dhnliche Problem fiir die Gruppen ganz leicht ldsen. Man
zeigt niamlich sofort, dass eine Gruppe B dann und nur dann ein Ret-
rakt von der Gruppe A ist, wenn A direkte Summe von B und von
einer anderen Gruppe C ist.

Ich habe schon erwihnt, dass die Theorie der Retrakte mit der
Theorie der stetigen Erweiterungen der Abbildungen eng verbunden
ist. Es gilt folgender, eher trivialer

Satz. Eine Teilmenge X, eines Raumes X ist ein Retrakt von
X dann und nur dinn, wenn flir jeden Raum Y und jede stetige Ab-
bildung f won X, in Y eine stetige Erweiterung f* von f auf den
ganzen Raum X mit den zu Y gehorenden Werten existiert.

Ein metrischer, kompakter Raum Y wird absoluter Retrakt, oder
AR-Menge genannt, wenn jede stetige Funktion f, die auf irgendeiner
abzeschlossener Teilmenge X, irgendeines metrischen Raumes X defi-
niert ist und als Werte die Punkte von Y hat, sich zu einer stetigen
Abbildung von X in Y crweitern lisst. Man zeigt leicht, dass

Absolute Retrakte sind identisch mit den Bildern des Hilbert-
schen Grundquaders Qo tei r-Abbildungen.
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Aus diesem Satze folgt, dass ein Bild eines absoluten Retraktes.
bei einer r-Abbildung wieder ein absoluter Retrakt ist. Somit gehort
der Begriff des absoluten Retraktes zur Theorie der Retrakte.

Man sieht leicht, dass jeder n-dimensionale Euklidische W.iirfel ein
Bild von Qw' bei einer r-Abbildung ist. Es folgt daraus, dass hom&omor-
phe Bilder der Euklidischen Wiirfel absolute Retrakte sind. Insbeson-
dere ist jedes geometrische Simplex, wie auch jede n-dimensionale
Euklidische Vollkugel ein absoluter Retrakt.

Die absoluten Retrakte haben besonders einfache, lokale und in-
tegrale topologische Eigenschaften. Vom Standpunkte der Homotopie-
theorie aus, haben sie die Struktur der einpunktigen Mengen. Wenn
man aber auch tiefer liegende Eigenschaften betrachtet, so zeigt sich,.
dass unter den absoluten Retrakten auch gewisse Mengen mit recht
komplizierter Struktur existieren.

Ich kann hier nicht die Theorie der absoluten Retrakte systema-
tisch entwickeln. Ich erwdhne nur zwei ganz elementare, und seit lan-
gem her bekannte Eigenschaften: Dos Kartesische Produkt wvon hoch-
stens abzdihlbar vielen absoluten Retrakten ist wieder ein absoluter Ret-
Jdakt und die Vereinigungsmenge zweier absoluten Retrakte, deren
Durchschnitt ein absoluter Ketrakt ist, ist wieder ein absoluter Ret-
rakt.

So wie absolute Retrakte eine Verallgemeinerung der Simplexe
sind, so sind die sogenannten absoluten Umgebungsretrakte (anders
ANR-Mengen genannt) eine Verallgemeinerung der Polyeder. Ein Kom-
paktum Y heisst ein absoluter Umgebungsretrakt, wenn jede stetige
Abbildung f, die auf einer abgeschlossenen Teilmenge X, irgendeincs
metrischen Raumes X definiert ist und die Menge X, in Y abbildet,
sich zu einer stetigen Abbillung f* einer Umgebung von X, in Y er-
weitern lidsst. Man beweist leicht, dass ein Kompaktum Y cin absolu-
ter Umgebungsretrakt dann und nur dann ist, wenn es eine r-Abbil-
dung einer offenen Teilmenge des Hilbertschen Grundquaders Qo auf Y
gibt. Wir schliessen daraus, dass der Begriff des absoluten Umgebungs-
rctraktes nicht nur topolog:qch aber auch invariant gegen alle r-Ab-
bildungen ist. )

Man beweist leicht, dass das Kartesische Produkt wvon endlich
vielen absoluten Umgebungsretrakten wieder ein absoluter Umgebungs-
retrakt ist und dass die Vereinigungsmenge zweier absoluten Umge-
bungsretrakte, deren Durchschnitt ein absoluter Umgebungsretrakt ist,
wieder ein absoluter Umgetungsretrakt ist. Da jedes Polyeder eine
Simplizialzerlegung hat, schliessen wir daraus, dass jedes Polyeder ein
absoluter Umgebungsretrakt ist. Es folgt, dass auch alle Bilder der Po-
lyeder bei r-Abbildungen absolute Umgebungsretrakte sind. Dieser Satz
liasst sich im gewissen Masse umkehren. Es gilt ndmlich folgender

Satz Die endlichdimensionalen absoluten Umgebungsretrakte
sind mit den Bildmengen von Polyedern bei r-Abbildungen identisch.

Es folgt aus diesem Satze, dass vom Standpunkte der Theorie
der Retrakte aus, die endlichdimensionalen absoluten Umgebungsretrakte
sich von den Polyedern nicht unterscheiden. Im Gegensatz aber zu dem
elementargeometrischen Begriffe des Polycders, hat der Begriff des Umge-
bungsretraktes cinen rein topologischen Charakter. Da das Problem
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alle Polyeder topologisch zu charakterisieren hofnungslos zu sein scheint,
kdénnen die absoluten Umgebungsretrakte als ein Ersatz fiir Polyeder
dienen. Thre Definition ist rein topologisch und ein grosser Teil ihrer
Eigenschaften, und zwar alle gegeniiber r-Abbildungen invarianten Eigen-
schaften, mit den Eigenschaften der Polyeder iibereinstimmen. Es sei
aber nachdriicklich gesagt, dass diese Ahnlichkeit von Eigenschaften der
absoluten Umgebungsretrakte und der Polyeder nicht hinreichend ist,
um verschiedene paradoxale Phinomena auszuschliessen.

Grundlegend fiir die Theorie der Retrakte ist der Begriff der lo-
kalen Zusammenziehbarkeit. Ein Raum X wird lokal zusammenziehbar
genannt, wenn es fiir jeden Punkt x € X und jede Umgebung U von x
eine Umgebung V von x existiert, die sich durch eine stetige Defor-
mation in U auf einen einzigen Punkt zusammenziehen ldsst.

Man sieht leicht, dass die lokale Zusammenziehbarkeit invariant
nicht nur gegen Homoomorphien, aber auch gegen alle r-Abbildungen
ist. Da jede offene Teilmenge eines Euklidischen Raumes, oder des Hil-
bertschen Grundquaders lokal zusammenziehbar ist, schliessen wir, dass
alle absoluten Umgebungsretrakte lokal zusammenziehbar sind. Diese
Behauptung ldsst sich im gewissen Masse umkehren. Es gilt ndmlich fol-
gender

Satz. Unter den endlichdimensionalen Kompakten sind die ab-
soluten Umgebungsretrakte durch die lokale Zusammenziehbarkeit
charakterisiert.

Das Problem, ob dieser Satz auch ohne Voraussetzung der end-
lichen Dimension gilt, wurde vor einigen Jahren von mir in der nega-
tiven Richtung gelést. Es gibt unendlich dimensionale Kompakta, die
lokal zusammenziehbar sind, aber keine absolute Umgebungsretrakte sind.

Ich mochte hier noch paar Worte iiber Homologieeigenschaften der
Retrakte sagen. Man beweist leicht, dass jede r-Abbildung f eines Kom-
paktums X auf ein anderes Kompaktum Y einen r-Homomorphismus f,
der n-dimensionalen Homologiegruppe H,(X,A) von X (wobei A die
Gruppe der Koeffizienten bezeichnet) auf die #n-dimensionale Homolo-
giegruppe H,(Y, A) von Y induziert:

f: X Y r-Abbildung
fi: Hy(X, A) — H,(X, A) r-Homomorphismus.

Da alle Homologiegruppen des Hilbertschen Grundquaders Qw tri-
vial sind und da die absoluten Retrakte mit den Bildern von Qw bei
r-Abbildungen identisch sind, schliessen wir, dass sdmtliche Homologie-
gruppen der AR-Mengen trivial sind, das heisst jeder absolute Retrakt
in allen Dimensionen azyklisch ist. Was die Homologiegruppen der
absoluten Umgebungsretrakte anbetrifft, so beweist man leicht, dass
fiir jeden absoluten Umgebungsretrakt X ein Polyeder P existiert von
der Art, dass alle Homologiegruppen von X die Bilder von den ent-
sprechenden Homologiegruppen von P bei einem r-Homomorphismus
sind. Somit sind die Homologiegruppen von X mit gewissen direkten
Summanden der entsprechenden Homologiegruppen des Polyeders P iso-
morph. Insbesondere schliessen wir daraus, dass alle Bettischen Zahlen
eines absoluten Umgebungsretraktes endlich sind, und fast alle ver-
schwinden.

4. Mapectuss Ha MaTtemart. HHCTHTYT, T. IV, k1. 1
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Somit sehen wir, dass die homologischen Eigenschaften der abso-
luten Umgebungsretrakte zu den homologischen Eigenschaften der Po-
lyeder analog sind. Das Ahnliche gilt auch ftir die homotopischen Ei-
genschaften und auch fiir viele andere topologische Eigenschaften. Zum
Beispiel die bekannte Fixpunktformel von Lefschetz ist nicht nur
fiir Polyeder, aber auch fiir alle absoluten Umgebungsretrakte richtig.
Fiir alle Kompakta ist sie dagegen nicht richtig.

Ich méchte nun einige Bemerkungen hinzufiigen, die einen mehr
philosophischen als mathematischen Sinn haben. Der elementargeomet-
rische Begriff des Polyeders ist in einem gewissen Sinne adequat zur
geometrischen Anschauung. Unter den Polyedern begegnet man keine
paradoxalen Eigenschaften. Fiir dreidimensionale Polyeder kann man
immer materielle Modele bauen und umgekehrt, jedes materielle Objekt
hat stets die geometrische Struktur eines, im Allgemeinen gekrummten
Polyeders. Von der anderer Seite aber, alle auf dem Grunde der all-
gemeinen Topologie axiomatisch definierten Klassen der Réume, die
allgemeiner als die Klasse der Polyeder sind, enthalten viele Mengen
mit ganz paradoxaler Struktur. Leider ist es auch so mit der Klasse
der absoluten Umgebungsretrakte. Folgendes Beispiel wird das vielleicht
illustrieren:

Es sei Q, eine Kreisscheibe und (), eine dreidimensionale Voll-
kugel. Betrachten wir eine Strecke L, die im Inneren von Q, liegt. Es
ist bekannt, dass eine stetige Funktion f existiert, die die Strecke L
auf die Vollkugel Q; abbildet. Wenn wir nun jeden Punkt xe/l mit
dem Punkte f(x)e Q; identifizieren, so bekommen wir aus den Mengen
Q, und Q; einen kompakten Raum Y. Es ist leicht zu zeigen, dass Y
ein dreidimensionaler absoluter Retrakt ist. Es folgt daraus, dass die
Kreislinie S, die den Rand von Q, bildet, in } auf einen einzigen Punkt
zusammenziehbar ist. Man sieht aber leicht, dass dieses Zusammenzie-
hen von S in keiner echten Teilmenge von Y moglich ist. Wir begeg-
nen hier ein Phinomen, das bei den Polyedern unmoglich ist. Es ist
namlich leicht zu zeigen, dass eine kompakte Teilmenge F die in einem
Polyeder P zusammenziehbar ist, sich immer in einer Teilmenge von
P mit der Dimension =< dim F+1 zusammenziehen lisst.

Trotz dieser und auch anderen paradoxalen Beispielen, scheint die
Klasse der absoluten Umgebungsretrakte nicht zu weit von der An-
schaulichkeit abzugehen. Man weiss positiv, dass viele wichtige topolo-
gische Eigenschaften der absoluten Umgebungsretrakte mit den entspre-
chenden Eigenschaften der Polyeder iibereinstimmen. Es scheint aber
wichtig zu wissen, wie weit diese Ubereinstimmung reicht. Darum mochte
ich nun einige Probleme formulieren, die die geometrischen Eigenschaf-
ten der absoluten Retrakte und Umgebungsretrakte anbetreffen.

Problem 1 betrifft die Dimensionstheorie der Retrakte. Man
weiss, dass fiir Polyeder alle sogenannten modularen Dimensionen im
Sinne von Alexandroff, mit der gewo6hnlichen Dimension {lbereinstim-
men. Schon im Jahre 1936 habe ich gezeigt, dass dasselbe auch fiir
eine viel allgemeinere Unterklasse der Klasse der absoluten Umgebungs-
retrakte gilt. Die zu dieser Klasse gehtérenden Riume sind durch
eine gewisse Bedingung, die eine Verstirkung der lokalen Zusammen-
ziehbarkeit ist, charakterisiert. Es bleibt dagegen unentschieden, ob
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der Satz auch ohne irgendeine zusitzliche Bedingung gilt, das heisst,
ob fiir alle absoluten Umgebungsretrakte alle modularen Dimensionen-
mit der gewohnlichen Dimension identisch sind. Die bekannten Pon-
trjaginschen Beispiele von den Kompakten, fiir die die modularen Di-
mensionen von der klassischen Dimension verschieden sind, sind —
wie man leicht zeigt — keine absoluten Umgebungsretrakte.

Aus den allgemeinen Sitzen der Dimensionstheorie folgt, dass fiir
Kompakta X und Y, fiir die alle modularen Dimensionen mit der klas-
sischen Dimension ubereinstimmen, die sogenannte Produktformel

(3) dim (XX Y)=dim X+dim Y

gilt. Bekantlicherweise ist diese Formel im Gebiete aller Kompakta schon
nicht richtig. Es ist aber bekannt, dass die Formel (3) gilt, falls min-
-destens eine von den Mengen X und Y ein Polyeder ist. Es bleibt da-
gegen unbekannt, ob eine dhnliche Behauptung gilt, unter die schwichere
Voraussetzung, dass eine der Mengen X und Y ein absoluter Umge-
‘bungsretrakt ist.

Das Problem 2 betrifft die Einbettung der Mengen in den abso-
luten Retrakten. Es ist klar, dass jedes n-dimensionale Polyeder in einem
in sich zusammenziehbaren (n+ 1)-dimensionalen Polyeder, also in
einem (n+ 1)-dimensionalen absoluten Retrakte einbettbar ist. Die
Frage aber, ob jedes n-dimensionale Kompaktum in einem (n-+1)-
dimensionalen absoluten Retrakte einbettbar ist, bleibt dagegen unent-
schieden.

Diese Frage hat eine Bedeutung fiir die Theorie der Erweiterung
der stetigen Abbildungen und bildet ein Analogon zum bekannten Men-
ger—Nobelingschen Einbettungssatze. Im Falle n=1 lidsst sich diese
Frage mit Hilfe der sogenannten universellen Kurve von Menger
l6sen. Esist namlich leicht einen zweidimensionalen absoluten Retrakt zu
konstruieren, der die Mengersche universelle Kurve, und somit alle
hoéchstens 1-dimensionale Riume topologisch enthdlt. Wenn man aber
-diese Methode auf hohere Dimensionen iibertragen will, so stosst man
auf gewisse Schwierigkeiten, die bis jetzt nicht im Ganzen beseitigt sind.

Das Problem 3 betrifft auch die Einbettung der Mengen in den
absoluten Retrakten. Man weiss, dass jedes lokal zusammenhingende
Kompaktum (mit positiver Dimension) einen einfachen Bogen enthilt.
Das ist schon im Jahre 1920 von Mazurkiewicz bewiesen. Man
weiss auch, dass es lokal zusammenhingende Kompakta gibt, die belie-
big grosse Dimension haben, aber keine Kreisscheibe topologisch ent-
halten, und man weiss auch, dass es zweidimensionale absolute Umge-
bungsretrakte gibt, die keine Kreisscheibe topologisch enthalten. Man
weiss aber nicht, ob es dreidimensionale absolute Umgebungsretrakte
gibt, die keine Kreisscheibe topologisch enthalten. Ungel6st bleibt auch
folgendes allgemeineres Problem: Gibt es fiir jede natiirliche Zahl m
eine natiirliche Zahl n von der Art, dass jeder absolute n-dimensionale
Umgebungsretrakt jedes m-dimensionale Kompaktum topologisch enthilt ?

Etwas verwandt mit diesem Problem ist das folgende

Problem 3'. Ist es wahr, dass jeder unendlichdimensionale absolute
Umgebungsretrakt einen absoluten Umgebungsretrakt von beliebig ge-
gebener Dimension enthilt?
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Zu den Einbettungsproblemen der Theorie der Retrakte gehort.
auch folgendes

Problem 4. Ist jeder n-dimensionale absolute Retrakt in dem Eu--
klidischen 2n-dimensionalen Raume einbettbar ?

Da 1-dimensionale absolute Retrakte mit den sogenannten Baum-
kurven iibereinstimmen, ist dieses Problem fiir =1 positiv beantwortet..
Fiir hoéhere Dimensionen bleibt aber dieses Problem selbst fiir Po-
lyeder ungelost.

Die in der Ebene liegenden absoluten Retrakte lassen sich einfach
als lokal zusammenziehbare, azyklische Kontinua charakterisieren. Ob
eine analoge Charakterisierung der in dem 3-dimensionalen Euklidi-
schen Raume liegenden absoluten Retrakte besteht, ist bis jetzt unbe-
kannt. Somit haben wir folgendes

Problem 5. Sind die in dem 3-dimensionalen Euklidischen Raume-
liegenden absoluten Retrakte durch die lokale Zusammenziehbarkeit
und die Azyklizitdt charakterisiert ?

Ich méchte noch ein Problem formulieren, das das sogenannte
Homotopietypus der absoluten Umgebungsretrakte anbetrifft. Man sagt
namlich, nach Hurewicz, dass zwei Kompakta A und B wvom den-
selben Homotopietypus sind, wenn es zwei stetige Abbildungen f von
A in B und g von B in A gibt von der Art, dass die zusammenge-
setzte Abbildungen fg von B in sich selbst und gf von A in sich selbst,
beide mit den identischen Abbildungen homotop sind. Man weiss, dass
Kompakta vom denselben Homotopietypus eine weitgehende Ahnlich-
keit ihrer topologischen Eigenschaften aufweisen. Nun haben wir fol-
gendes

Problem 6. Gibt es fiir jeden absoluten Umgebungsretrakt ein
Polyeder von demselben Homotopietypus ?

Dieses Problem scheint mir, fiir die Theorie der Retrakte, beson-
ders wichtig zu sein. Gewisse Versuche es zu lésen waren von Fox,
Whitehead und von mir selbst gemacht. Ein Teilergebnis hat auch
vor wenigen Jahren André Weil bekommen, aber im allgemeinen
Falle bleibt dieses Problem noch offen.

Eingegangen am 5. X/l. 1956
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IJIS1 KaXXIOH TOYKH Ye€ Y.

YacTHbBIM cJsyyaeM r-OTOOpaeHHil SIBASAIOTCA T. H. pPeTPaKIl HHy
T. €. HemnpepbiBHble OTOOpaXKE€HHS TMPOCTPAHCTBA X HAa HEKOTOpPOE ero
NOIMHOXKECTBO Y, KOTOpble ToXxJecTBeHel B Y. OG6pas perpakuuH X
‘Ha3blBaeTCsl PeTPaKTOM NPOCTPaHCTBa X.

[lpocTpaHcTBa, roMeoMopdHble C peTPaKTaMH THIbOepTOBOro KHp-
fIHYya Ha3bIBalOTCSI a6COJNIOTHHIMH peTpaKTaMHu HIH AR-MHOXe-
cTBaMH. [IpocTpaHcTBa romeoMop@Hble C KOMMNAKTHbIMH peTPaKTaMH OT-
KPBITHIX MOAMHOXECTBO THIbGEPTOro KHpIHuYa Ha3biBaloTcA a6 CO 0 T-
HBIMHM OKPECTHOCTHBIMH PeTPaKTaMH HIH ANR-MHOXeCTBAMH.
AR-mHoxecTBa H Gonee ob6uHe ANR-MHOXeCTBa HMEIOT OCOOEHHO IIpo-
CThle JOKaJbHble H HHTErpaJjbHbie CBOICTBa, XOTS H MOXHO BCTPETHTBb
HEKOTOpble MapajoKcalbHble SIBJEHHUS.

He peweHbnl noka ewe caeayouide npooseMsl :

1. CoBnagatoT au maas Bcex A/NR-MHOXECTB MOAYJAApHble INHMEH-
CHH (B CMHCJe AJIeKCaHApoBa) C OOBLIYHOH IHMEHCHH ?

2. MOXHO JIH MOrpy3uTh KaXIblii 7+ 1-U3MepbIMHii KOMNaKT B
‘HEKOTOpOM n-u3mepumoM A/NR-MHOXecTBe ?

3. CylecTByeT Jd /s KaXIAOro HaTypaJbHOro 4YHCJIA m, Takoe
HaTypaJibHO€ YHCJAO M, YTO Ka)xKaoe n-H3MepHMoe ANR-MHOXECTBO CO-
nepxkano Gbl TOMOJOTHYECKH KaXKIblil /m-M3MEPHMBIH KOMMNAKT ?

4. ConepxHT JaM Kaxaoe OesxoHeuHomepHoe ANR-MHOXeCTBO,
ANR-MHOXeCTBO C NPOH3BOJLHOH 3aaHHOH IHMEHCHH ?

5. MoXHO JH oxapakKTepH3OBaTb coOJepxallHeci B TpPHMEDHOM
3BKJIMAOBOM MnpocTpaHcTBe AR-MHOXECTBa KaK alUHKJIHYECKHX, JIOKAJIbHO-
£XKHMaeMbiX KOMMAaKTOB ?

6. CywecrtByer ad aas Kaxaoro ANR-MHOXeCTBa MHOIOrDaHHHK,
#MMeIOILHIl OIHHAKOBBIM C HUM FOMOTONHLIM THMOM (B cMbicsae [ypesunua)?



TEOPUSTA HA PETPAKTUTE W HEHMHUTE IMPOBJIEMU
K. Bopcyk (BapuasBa)

PE3IOME

OGekT Ha TeopHsiTa Ha peTPaKTHTe Ca Te3H TOMNOJIOTMYHH CROH-
CTBa, KOUTO Ca MHBapHaHTHH IO OTHOLLIEHHe HAa T. Hap. r-k3o06paxe-
Husa. [lox r-usobpaxkenue pasbupaMe eNHO HeNpeKbCHAaTO H300OpaieHHe
f: X — Y, 3a KOeTO CBlIECTByBa HeNnpeKbCHAaTO H306paxkeHue g:Y — X,
KOeTO e ISICHO—OOpaTHO Ha f, T. e. YIOBJIETBOPSIBA YCJIOBHETO

fe)=y
3a BCfIka TOuYkKa yevY.

CnenuaJieH caydaii Ha r-W3o0pa)keHHusi ca peTPaKLUHHTe, T. e He-
npeK’bCHaTH H306pakeHHsi Ha eJIHO NPOCTPaHCTBO X BbPXY elHa Herosa
NOACHBKYNMHOCT Y, KOUTO oGpa3yBaT uaeHTHTeT B Y. O6pasbT Ha exHa
perpakuusi Ha X ce HapHua peTpaKT Ha NPOCTPAHCTBOTO X.

[NpocTpancTBata, XxOMeoMOppHH C peTpakTHTe Ha XHJAGepToBaTa
TyxJ/a, ce HapHuaT a0COJIOTHH PpeTpPaKTH HAH AR-MHOXeCTBa.
INpocTpaHcTBaTa, XOMeOMOP(dHH C KOMIAKTHHTE PETPAaKTH HA OTBOPEHHTE
noaMHOXeCTBa Ha XxujabeproBaTa TyxJa, ce HapHyaT aOCOJMIOTH M
OKOJHOCTHH peTpakTH uan ANR-mHoxecTBa. AR-MHOXecTBaTa
H no-o6uute ANR-MHOXecTBa HMaT OCOGEHO NPOCTH JIOKAJMHH H HH-
TerpajiHH CBOJCTBa, Makap MpPH TAX JAa Ce CPellaT M HAKOH MapamoK-
CaJIHH SIBJICHHS.

He ca pewenu 3acera cienHuTe npoGJeMu:

1. CeBnagar au npu ANR-MHOXeCTBa MOJIYJNAapHHTE H3MePEHHA
(B cMHCBJ Ha AJeKCaHApOB) ¢ OGHKHOBEHOTO H3MepeHHe ?

2. Moxxe JIH BCEKH n-H3MepHM KOMNAaKT Ja Ce BJIOXXH TOMOJOTHYHO
B enHo (n—+ 1)-uamepumMo AR-MHOXECTBO ?

3. CbluecTByBa JH 3a BCAKO €CTECTBEHO YHCJAO /7 APYro ecre-
CTBEHO YHCJIO 1 TaKOBa, 4e BCAKO n-H3MepuMo ANR-MHOXECTBO /la Chb--
A'bpXa TOMOJOTHUHO BCEKH /M-H3MEPHM KOMMNAaKT ?

4. Cbabpxxa au Bciko 6e3xpaiiHo H3MepuMO ANR-MHOXeCTBO Ta--
KHBa MHOXeCTBa C [POH3BOJHO AaleH Opoil Ha H3MepeHMuTa P

5. MoraTr /K na ce xapakTepHSHpPaT CbAbpXallHTe ce B 3-U3Me-
PHMOTO €BKJIHAOBO NpPOCTPAHCTBO AR-MHOXeCTBa KaTO alHKJHUHH,
JIOKa/JHO CBHBaeMH KOMIMAKTH ?

6. CpimectByBa au 3a BCAKO ANR-MHOXecTBO X MHOTOCTEH, HMalIL,
XOMOTONHYEeH THN (B CMHCBJ Ha ['ypeBHY), paBeH Ha TO3H Ha A\'?
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