VERALLGEMEINERTE RIEMANNSCHE
NORMALKOORDINATEN UND EINIGE
ANWENDUNGEN DERSELBEN*

O. Varga (Debrecen)

Die nachstehenden Ausfiihrungen stellen einen Bericht iiber Untersuchungen
dar, die im mathematischen Seminar der Debrecener Universitit ausgefiihrt wurden.
Den Ausgangspunkt bildete eine Arbeit des Vortragenden iiber die Verallgemeine-
rung von Normalkoordinaten [1]. Es stellte sich dabei heraus, dass diese Normalkoor-
dinaten zur Ermittlung der Differentialinvarianten in allgemeinen Riumen geeignet
sind. Diese Koordinaten bilden eine Verallgemeinerung der Riemannschen Normal-
koordinaten. H. S. Ruse [2] hat eine Charakterisierung der Riemannschen Normal-
koordinaten gegeben, die wohl am einfachsten zeigt, welche Verallgemeinerung
diese Koordinaten gegeniiber der Cartesischen Koordinaten der euklidischen Geomet-
rie bedeuten. Mein Mitarbeiter A. Rapcsdk [3] hat nachgewiesen, dass sich auch die
von uns eingefithrten Normalkoordinaten auf die gleiche Weise charakterisieren las-
sen. Weiters hat er mit Hilfe seiner Darstellung eine invariante Form fiir die Tay-
lorsche Entwicklung eines Tensorfeldes geben konnen. Die bei der Einfiihrung der
Normalkoordinaten auftretenden quasigeoditischen Kurven lassen weitere interessante
Anwendungen in der Theorie der Finslerschen Riume skalarer und konstanter Kriim-
mung zu, iiber dic A. Rapcsak [4] weitere Resultate erhalten hat. Wegen Zeitman-
gel werde ich aber auf diese Anwendungen nicht niher eingehen.

In der Riemannschen Geometrie und in ihrer affinen Verallge-
meinerung, den affinzusammenhingenden Riumen, sind gewisse Kurven-
systeme die Geoditischen bzw. Autoparallelen, die den Geraden der
gewodhnlichen euklidischen oder affinen Geometrie entsprechen, ausge-
zeichnet.

Fiihrt man in der Riemannschen Geometrie ein Koordinatensystem
ein, dann geniigen die auf die Bogenlinge als Parameter bezogenen
Geoditischen bekanntlich dem Differentialgleichungssystem

d3xi j dx/dxk

(1) ds? Jk ds ds

in dem l‘}'k die aus dem Fundamentaltensor g;. gebildeten Christoffel-

schen Symbole sind. Formal demselben Gleichungssystem geniigen die
autoparallelen Kurven eines affinzusammenhingenden Raumes, falls I

die Ubertragungsparameter und s ein affiner Parameter ist.

* Vortrag auf der Bulgarischen Mathematikertagung. Sofia, Oktober 1956.
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Ist nun P, ein beliebiger Raumpunkt, dann existiert stets ein
Koordinatensystem von der Art, dass die Geoditischen bzw. Autopa-
rallelen durch P, in einer Umgebung von A, in dem oben erwihnten
Parameter s eine lineare und homogene Darstellung besitzen. Ein solches
Koordinatensystem wird ein auf das Zentrum AP, beziigliches Normal-
koordinatensystem bezeichnet.

Ich mochte den Grund dieses bekannten Satzes deswegen ski-
zzieren, weil er auf die von uns vorzunehmende Verallgemeinerung
filhrt. Statt des Differentialgleichungssystems (1) wollen wir wegen
Spidterem das allgemeinere System

i . d
2 I = —2G (x, =)
zu Grunde legen. Von G soll ausser der Bedingung, die die Existenz
einer Losung verbiirgt noch vorausgesetzt werden, dass es in den

‘;—: von zweiter Ordnung positiv homogen ist. Ausi dieser Vorausset-
zung folgt, dass eine Losung von (2) gegeniiber der Parametertransfor-
1mation
S=ac+b, a>0a

nvariant ist, und nur gegeniiber einer solchen. Die Ldsung, die durch
die Anfangsbedingungen s=s, x=x, und ‘%=a" bestimmt ist, hat
zunichst die Form

(3) X' =4f (s, So Xo» @)-

Man kann nun nachweisen, dass die Homogenitit von G zur Folge
hat, dass

4) Y (S, Sor X%, @) = [Xo, @' (s—50)]
gilt. Setzen wir
(5) Yi=a'(s—so)
dann hat man aus (3) und (4)
(6) xi:?i (xo’ yl’).
Wire nun s
:Fl
(7) o5k | yi0 7O

dann konnte man die y‘ als neue Koordinaten einfiihren, und wegen (5).
sind dann die Losungen von (2) in diesen Koordinaten in dem Para-
meter s linear und homogen, die y sind demnach Normalkoordinaten.

Ist —2G in den * ein quadratisches Polynom, dann kann man nach-

. ds
weisen, dass
ael
|55

ist, im allgemeinen Falle gilt dies aber nicht [5].
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Geometrisch hat dieser allgemeinere Fall zunichst kein Interesse
betrachten wir aber differentialgeometrische Riume, die von allgemei-
nerer Art sind als die Riemannschen, so wird man doch auf Kurven-
systeme gefiihrt, die von der Gestalt (2) sind. Ein solcher Fall liegt
vor wenn man einen Raum betrachtet, in dem die Messung von Kur-
ven nicht durch eine quadratische Differentialform, wie in der Rieman-
nschen Geometrie, bestimmt ist. Sei L (x, v) eine Funktion deren Wer-
tebereich in den x’ ein beliebiger etwa einfach zusammenhidngender
Bereich ist, und die 7 simtliche Werte ausser die aus lauter Nullen
bestehenden n-tupel annehmen kénnen. Von dieser Funktion werde vo-
rausgesetzt, dass sie in den o' von erster Dimension positiv homogen
ist. Weiter setzen wir voraus, dass L (x, v)geniigend oft stetig differen-

zierbar ist, und zu einem reguldren Variationsproblem fiihrt, d. h,, dass
die Form

ol o)
- ____ [
ovi ovk XX
in den Hilfsverianderlichen X* positiv definit ist. Es sei nun
X' = xt (t)9 tO :<: t § tl’

-eine beliebige stetig differenzierbare Kurve, Wir definieren die Linge
derselben durch

ty
St t) = f L(x, %) dt.
L

Da L in den x¢ von erster Dimension positiv homogen ist, so ist die
Linge von der Parameterdarstellung unabhingig, falls man nur die
‘Orientierung der Kurve nicht #ndert. Die Rolle der Geraden iiber-
nehmen die Extremalen des Variationsproblems

f L(x, dx) — Min.

Die Euler-Lagrangeschen Gleichungen sind durch

d2xi . / dx
'—._-,_'—QG’ (x’ 'Hs—)

ds

bestimmt, wobei G¢ durch die Grundfunktion L eindeutig in der Form
2 2
(8) G«-:+ gin ( oL _ vm_._fi(é_’)

Jvh dxm duk
darstellbar ist. Dabei ist

9 1 ez
©) it =3 vi guk

und g'* ist der zu g, reziprokc Tensor. Nach dem fr}lhér Auseinander-
gesetzten ist jetzt die Einfilhrung von Normalkoordinaten nicht mehr
moglich. Um einen Ersatz derselben zu erhalten, ilberlegen wir, dass
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die Geoditischen der Riemannschen Geometrie nicht nur als Extrema-
len interpretiert werden konnen. Die neue Interpretation wird keine-
metrischen Eigenschaften beniitzen. Beachten wir, dass in der Riemann-
schen Geometrie fiir Vektoren & lings einer Kurve

xi=x/(t)
nach Levi-Civita eine Paralleliibertragung durch
age v gp dxk
= R u

bestimmt ist, dann kénnen wir nach Kurven fragen deren Tangentenvek-
toren parallel sind. Fiir solche ist also

i = ‘i_‘t_':

dt
und daher

d?xi v dx/ dxk

drr = TJk At ar
Das sind aber genau die Gleichungen der Geoditischen. Diese affine
Darstellung der Geodatischen ist genau der Grund dafiir, dass man in
affinzusammenhdngenden Ridumen genau so Normalkoordinaten einfiih-
ren kann, wie in Riemannschen Raumen. Wie steht es nun mit diesen
Begriffen in der Finslerschen Geometrie? Tragen wir in einem festen
Punkt x‘ des Raumes Vektoren v so ab, dass

(10) L()f, v)=1

wird, dann stellt (10), falls wir die v als Cartesische Koordinaten be-
trachten, in einem euklidisch-affinen Raum eine konvexe Hyperfliche
dar. Ist ?¢ eine beliebige von x‘ ausgehende Richtung, dann wird die-

jenige Mittelpunktsfliche zweiter Ordnung, deren Mittelpunkt x ist, und

die die Fliche (8) in dem zum Endpunkt der Richtung gehtrenden
Punkte in zweiter Ordnung oskuliert, wegen (9) gerade durch

8in (5 ) (¥ =) (x*— ) =

dargestellt.

Zu jeder Richtung v gehdrt daher eine euklidische Metrik. Es
ist daher zweckmissig den Raum nicht als Punkt, sondern als Linien-
elementmannigfaltigkeit zu betrachten. Diese Auffassung riihrt von
E. Cartan (1934) her. Demnach sind sdmtliche Gréssen wie Vektoren,
Tensoren und allgemeine geometrische Objekte erst in einem Linien-
element erklirt. Auch die Parallelverschiebung von Vektoren ist jetzt
nicht lings einer Kurve, sondern lings einer stetig differenzierbaren
cinparametrigen Linienelementschar

xi = xi(8); v =i (8), to~t=T,,
durch
dx!

di ; \
(1n dt Cro & AV 1y &
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erkldrt. Die C!, und I'}, sind eindeutig aus L bestimmbar. Hingegen

ist die Parallelverschiebung eines Linienelementes v’ schon lings einer
Kurve méglich, und es gilt

n __ dvi i gk dxl _
(12) = _at.+I‘k,v & 0.
Vermoge (12) kénnen wir (11) auf die Form

dEi . nl «; gk dxt
(13) G =—CLea —Tut 4

bringen, wobei
o . . r s
Pk‘l - I“kl— C;er Fsl v
ist. ]
Die Extremalen wird man nach dem Muster der Riemannschen
Geometrie dann bekommen, wenn die Kurve — aufgefasst als einpa-

rametrige Schar ihrer Tangentenvektoren — aus lauter parallelen Li-
nienelementen besteht. Setzt man

dxi
v=Tr

so wird also

d2xi «f dx\ dxk dxr
(14) W}“"Pkr(x, E) dt W—_—O.
Es gilt aber
«; dxk dxr .
(15) T o 57 =2G

Somit ist (14) tatsdchlich die Gleichung der Extremalen.

Eine andere ausgezeichnete Kurvenschaar erhdlt man folgender-
massen. Fiir eine beliebige Kurve sei ein Feld von parallelen Linien-
elementen gegeben und die Tangenten der Kurven sollen in Bezug auf
diese Schar von Linienelementen parallel sein. Zuniachst, muss festges-
tellt werden, ob es sulche Kurven gibt. Dass dies tatsdchlich der Fall
ist, sieht man folgendermassen ein. Ist a’ ein Vektor, des Linienele-
mnentes (Jg, fg), dann stellt

d2xi oy dxk dxt
az =T Vg7
(16)
dvi » Y ] dxt
= Tul6 )V 5

bei Zugrundelegung der Anfangsbedingungen
. : A . dxi .
t=ty, X(t)=xi, vV({)=1v,, Z (t)=a
gerade eine solche Kurve dar. Wir wollen eine dem Differentialglei-
chungssystem (16) geniigende Kurve als quasi-geoddtisch und ¢ als
ihren affinen Parameter bezeichnen. Eine Extremale ist durch ein Li-

5. UssectHa Ha Maremar. nHcTHTYT, T. IV, k1. 1



66 O. Varga

nienelement eindeutig bestimmt. Eine Quasigeoditische ist eindeutig
bestimmt, falls man in einem Linienelement (x, v,) noch einen Vektor
a’ angibt. Demnach kann man, falls ein Linienelement vorgegeben wird
ein Biindel von Quasigeoditischen bestimmen, die alle dasselbe Anfangs-
linienelement besitzen. Dazu hat man nur in (x, v,) den Vektor a‘
variieren zu lassen. Es ist nun naheliegend an Stelle einer Kurvenschar
durch einen Punkt, wie es in der Punktmannigfaltigkeit geschieht, im
Falle der Linienelementmannigfaltigkeit eine auf ein und dasselbe Li-
nienelement beziigliche Kurvenschar zu betrachten.

Setzt man alle vorkommenden Gréssen als regulir-analytisch vor-
aus, dann bekommt man fiir die Losung von (16) die Reihenentwi-
cklung
(17) X (8)=x" +a'(s—so)—T}} (X0 Vo) @/a*(s—s,)?

—1 Jkt
{17) ist fiir hinreichend kleine Werte |s—s,| konvergent. Setzt man
jetzt

(Xp V) a*at (s—s)*— ...

(18) Yi=a'(s—5o)
dann wird die rechte Seite von
(19) xi=x' + Yy —TJ(Xp V)V Y*+...
fiir hinreichend kleine
|y <le

konvergent sein. Da ausserdem

oxi i
(20) ) o =%
st, so stellt (19) eine Koordinatentransformation dar. Wegen (18) gilt

folgender

Satz 1. Es gibt ein Koordinatensystem ) fiilr das
dieQuasigeodidtischen,die alle dasselbe Bezugslinien-
element (1‘," '3) besitzen, sich in ihrem affinen Para-

meter linear und homogen darstellen lassen,

Stellt man die Bedingung (20) so gilt sogar, dass es zu jedem
Koordinatensystem x‘ genau ein Koordinatensystem der gewiinschten
Art gibt. Dieses Koordinatensystem bezeichnen wir als das verallgemei-
nerte Normalkoordinatensystem. Aus (18) ergibt sich noch, dass nach
Vorgabe eines Bezugslinienelementes das Zentrum dieses Linienele-
mentes mit einem beliebigen Punkt durch eine und nur eine quasi-
geoditische verbunden werden kann, falls seine y¥ Koordinaten dem
Konvergenzbereich der Reihe (19) angehéren. Daraus folgt

Satz 2. Die Quasigeodidtischen eines Bezugslinien-
elementes {iberdecken eine Umgebung ihres Zent-
rums schlicht.

Wir weisen darauf hin, dass fiir die verallgemeinerten Normal-
koordinaten eine Reihe von Eigenschaften der gewohnlichen Normal-
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koordinaten erhalten bleiben. Diese Eigenschaften sind gerade fiir die
‘Anwendungen besonders wichtig. _

Eigenschaft 1. Sind x* und x* zwei Koordinatensysteme und
‘besitzt das Bezugslinienelement derselben die Koordinaten (%c, ) bezw.

(X0, '700)_, dann transformieren sich die zugehdrigen Normalkoordinaten y*
bezw. y linear und homogen nach der Formel

— oxi "
Yi=\oxr)cr=x8 V"
0
»
Der Beweis ist fast trivial. Es gilt ja

Y= (s—5q)
und

Foas—s) = (32) ¢ o —s0=(2Z) ¢ »

oF T \oxx ) § o \oxx)t T
Aus der Eigenschaft 1. folgt, dass der Prozess der Erweiterung (ex-
tension) erkldrbar ist. Daraus folgt aber, dass man simtliche Differen-
tialinvarianten der Finslerschen Geometrie so gewinnen kann, wie dies
im Riemannschen Raum der Fall ist. Genauer handelt es sich um Fol-
gendes: ist ein Tensor eine Funktion der die Raumstruktur festlegen-
den Grossen I CY, und der Ableitungen dieser Grossen nach x* und
v', und ist diese funktionale Abhingigkeit fiir jedes Koordinatensystem
die gleiche, so wird der Tensor als eine Tensor-Differentialinvariante
.bezeichnet. Ist der Tensor ein Skalar, so handelt es sich um eine ge-

wiihnliche Differentialinvariante. Bezeichnet man noch, wie ilblich die
Ableitungen der I} nach der Normalkoordinaten als Normaltensoren

so gilt folgender

Satz 3. Jede Tensordifferentialinvariante ist eine
Funktion der Tensoren Cjk, seiner kovarianten Ablei-
tungen, der Tensoren 0,...0,;Cjx und seiner kovarianten
Ableitungen der Normaltensoren, sowie der Tensoren
0,...0nlk. An Stelle der Normaltensoren und seiner
kovarianten Ableitungen kann auch der Hauptkrim-
mungstensor und seine kovarianten Ableitungen ein-
gefiithrt werden.

Dieser Satz sowie sein Beweis befindet sich in der in [1] zitierten
Arbeit. Die Eigenschaft 2. ist folgende: betrachten wir den euklidischen
Raum, so sind die Normalkoordinaten gewohnliche schiefwinkelige oder
rechtwinkelige Koordinaten. Setzt man

1

l A Y
Q—=-—2— S'=T(x1—x1 (xi—xl)

m o\ ©
.so folgt
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02 {
=X
oxi :
(g) (1
H. S. Ruse [2] hat nachgewiesen, dass diese grundlegende Eigenschaft

auch fiir die Normalkoordinaten der Riemannschen Geometrie bestehenf
bleibt. Dies bedeutet genauer Folgendes: wihlt man einen Punkt x*

)
als Zentrum der Normalkoordinaten, dann geht durch denselben und
einen beliebigen Nachbarpunkt x‘ genau eine Geoditische. Der Bogen

(1)
s auf einer Geoditischen ist also eine Funktion des Punktepaares.
Setzt man

1
QE—.—Z— 2= (x, x
@ H

dann gilt fiir die Normalkoordinaten x‘
R 0 Ri — — QO
X' = 0gkg (x0) Qi(x)

Mein Mitarbeiter A. Rapcsak [3] hat 1955 nachgewiesen, dass diese-
Eigenschaft wortwortlich auch fiir die verallgemeinerten Normalkoordi--
naten bestehen bleibt. Eine wichtige Anwendungen dieser Eigenschaft
2. ist Folgende: Ist ein Vektor oder Tensorfeld gegeben und kann
man dasselbe in eine Taylorsche Reihe entwickeln, dann werden die in
dieser Reihe auftretenden Koeffizienten nicht koordinateninvariant sein.
Mit Hilfe der Funktion £ und den Erweiterungen des Tensors kann die
Taylorsche Reihe invariant dargestellt werden. Fiir den Beweis siehe
die in [3] angefiihrte Arbeit. Wir filhren als Beispiel den Fall eines ko-
varianten Vektorfeldes an. Man erhdlt dann aus

Y (v N—S - 1 aI‘-(O- }'u) Wk tﬁ,(O, I“) Y k
Xi(x, £)=12; (0, (l))+ RTT R A A ol (I —1 )

1[0 0,h) a0 <, -
. xhoxks 7 20V 00 ek (JRe— |72
2t | gxk Oxks Oxk g lka ( 0 )

bﬁ—l- (0, l") ’i, ~ Ry _kz ks
 gmam, L § )+

wegen den Transformationsformen
Xi(x, = —QF he(x, ©)

X0 P =82 (x5 D=5 D).
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die invariante Darstellung

1
A(x, )= — szf{xk X D+ [ (X, QR
— X 1
+ e, (X, D) (I +£l)k N+ 37 Pere (X5 @@k

—irar, (6 D) - @ (T2t hmam, (3 D (R ) (T5—1)

+}

Eingegangen am 27. X. 1956
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OBOBILIEHHUTE PUMAHOBH HOPMAJIHHU KOOPIHWUHATH
H HSKOHW TEXHH TNPHUJIOKEHHSA

O. Bapra ([le6penen);

PE3IOME

B®B (puHCcI€pOBHTE NPOCTPAaHCTBa M TeXHHTEe aUHHH OOCOOIEHHS He:
MoraT Ja Ce BbBeJaT HOPMaJHH KOOPIHMHATH, OTHECEHH KbM €IHH IeH-
TBpP, KaKTO ToBa Joka3axa X. Byseman u B. Maitep. Ako B enHo npo-
CTPaHCTBO € NaJeHO €JHO YCNopedHO NpeHacsiHe (OTHECEHO KBbM eIHO-
rnoJjie OT JIHHEHHH €JleMeHTH) W aKO ca 3aJafieHd eJHH BeKTOD M eJIHH
JIHHEEH €JIeMEHT, B TOBa MPOCTPAaHCTBO MOXe€ Ja Ce ONpeaeJd enHa
T. Hap. KBa3HreoJe3HYHa KpHBa. AKO MHOroo6pasHeTO € aHaJHUTHYHO;.
KBa3WreoJe3MyHHTe Ha eJHH JIMHeeH eJleMEeHT IOKPHMBAaT OKOJIHOCTTa Ha
LeHTbpPa MY eIOHOJHCTHO. ToraBa Moxe 1na ce 3bBele eIHa KOOPIH-
HaTHa CHCTeMa, NPH KOATO reOoJe3HYHHTE Ja UMAaT JHHEHHO NpeJCTaBsHe
no a¢puHHHA cH napameTbp. ToBa ca 0606LIeHHTe pPHMaHOBH HOPMAaJIHH
koopnuHaTH. X. C. Pyse pmokxasa, ye TpPHBHAJHOTO B €BKJWIOBAaTa reo-
MeTpH CBOHCTBO HAa HOPMAJIHHTE KOOPAHHAaTH — Ja CbBNajgaT C TOY-
HOCT JAO 3HaKa C YAaCTHHTe MPOHM3BOJAHH Ha MOJIOBHHaTa OT KBaJpaTa Ha
pPacTOfIHHETO IO HayaJOTO — € B CHWJIa H 33 pPHMaHOBAaTa IeOMeTpPHA..
Karto npunoxenne ce naBa npencTtaBfsHeTO HKa JAH(epeHLHaJHH HHBa-
PHaHTH C MOMOILTAa Ha HOPMAJIHH KOOPAHHATH H Ce pasriexia NaAeHOT®
ot A. Panuak MHBapHaHTHO MpeJAcTaBsiHe Ha TeHJopoBata ¢dopmy.a.



OBOBIIEHHBIE HOPMAJIBHBIE PHMAHOBBIE KOOPIHWHATDHI
O. Bapra ([Ie6pe1eH)

PE3IOME

B ¢uncaepoBrix mpocTpaHcTBax H B HX ad¢uHHBIX OOOOILIEHHAX,
KaK 3TO ycTaHOBUAH Byseman u B. Meiiep, Henb3ss BBeCTH HOPMaJjbHble
KOOPAHHAThHl, OTHECEHHble K HeKOTOPOMY lieHTpy. Ecau B mpocTpaHcTBe
onpenes€H MNapaJijiesIbHblii NMEePeHOC MO OTHOILUEHHH K HEKOTOPOMY IOJio
JHHEHHBIX 3JIEMEHTOB, H eCJIM 3aJaH JIMHeHHbIH 3JIeMeHT H OIHH BEKTOp,
TOrJa MOXHO ONpeleJIHTh OAHY TAaK Ha3blBaeMYI0 KBa3HreOde3HYECKYIO
aunuio. Ecau MHOroo6pasHe aHaJMTHYHO, KBa3UreoAc3HYeCKHe JIMHEHHOro
5JIeMEHTAa MOKPbIBAIOT OKPECTHOCTDb €ro IeHTPa OAHOJNHCTHO. Torma MOXHO
BBECTH KOOPAHHATHYIO CHCTeMY, I/l KOTOPOH KBa3ureone3HyeCKHe HMEIOT
B OTHOLIEHHH HX ad@HHHOrO MnapaMerpa JIHHeiiHOe [peICTaBJeHHe.
3To H cyTb 06oOLIeHHKe HOpManbHble koopauHaTH.[. C. Pyse nokasaus,
4TO TPHBHaJIbHOE HJIA 3BKJIHIAOBOH TreOMETPHH CBOHCTBO HOPMAaJIbHBIX
KOOpIHHAT, a HMEHHO COBNaJeHHe C TOYHOCTBIO JO 3HaKa C YacTHBIMH
MPOH3BOAHLIMH MMOJIOBHHBI KBaJpaTa pacCTOSIHHA 10 HayaJja, HMeeT MecCTo
H B pHMaHOBOH reoMeTpHH. B KauyecTBe MpHJIOXEHHS NaeTcsi NpelcTas-
JeHHe nu¢pdepeHUHANbHEIX HHBAPHAHTOB C MOMOLIBIO HOPMa/bHBIX KOOp-
IMHAT U, KDOMe TOro, paccMaTpHBaeTcsi AaHHoe A. PanyakK’oM HHBapHaHT-
Hoe npexcrasaeHHe ¢opmyant Teidnopa.
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