MAKCHUMAJIHU OBJACTU HA EJHOJIMCTHOCT
HA HAKOH KJACH AHAJIMTUYHU ¢YHKLUUU

J. Yakaaos

1. Ako e nanena enHa kaaca (C) OT aHaJIUTHYHH (YHKUMM Ha 2, MOJ
06/7acT Ha e JHONHCTHOCT OTHOCHO kJaacara (C) me pasbupaMe TaxaBa
ob6nact G* B paBHMHATa Ha KOMILIEKCHATa IPOMEHJIMBA Z, B KOATO BCsKa QYHK-
nust ot knacata (C) e xonomopdHa H exnnoaucTHa. Exna TakaBa o6aact U ute
HapHyaMe MAaKCHMalJHa, KOraTo TH MNpHTeXaBa oOllle CJeIHOTO CBOHCTBO:
aKo NpUCHEIHHMM KBbM (U NPOM3BOJHO MajKa OKOJHOCT Ha KOs jJa e HeHHa
KOHTypHa TOYKa, TO Taka pa3liMpeHaTa obsact (G, Beue He e 00J1acT Ha €JIHO-
JHCTHOCT OTHOCHO knacarta (C), KoeTO O3HayaBa, ye CBIIECTBYBa IIOHe eJHa
¢ynkuua ot (C), KoaTo WM He e xojoMmcpdHa B (y, HIH aKO € XOJOMOp-
¢Ha, He e exHoaucTHa B (4;. Taka Hanpumep 3a knacata (C') Ha JBYYJIEHHTE
oT Buxa az®>+ b, kbueto a £ 0, Bcsika nosypaBHHHA, rpaHMYyHaTa NpaBa Ha
KOATO MHHaBa npe3 ToukaTa 2 = 0, mpeicTaBd MakcHManHa o00JacT Ha eJHO-
auctHocT 3a kaacara (C'). C roBa obGaue He ce H3yepmBaT BCHYKH TaKHBa
oOaactH. Taka HanmpuMep He € N'BYHO Ja Ce BHIH, uYe OOJAcTTa, ChCTOAIMA
Ce OT BCHYKH TOUKH Z = X -- {y, KOMTO JiexaT Hax KyGuuyHara napa6oaa y = X3,
npejcTaBss CbUIO MakCHMMaaHa 06J1aCT Ha €IHOJHCTHOCT OTHOCHO pasriexnia-
Hara kxaca (C').

B nactosimata pa6ora cH nocraBsiMe 3a 3ajlaya a HaMepHM BCEBbH3MOX-
HUTE MaKCHMajJHH OONaCTH Ha eJIHOJIMCTHOCT, OTrOBapsilld Ha HSKOH KJAaCH
aHanuTHYHK ¢QyHkuuu. [Ipu ToBa we ce mossyBame OT cJaelHaTa

[lomowmHa Teopema. AKO MOLYy/nHTe Ha KOMNJEKCHHTE YHCJIA

1 -
U Hvca Mo-MaaKH OTQ\/Q, TO peaJiHaTa YacT Ha NpoHu3Bexe-

Hueto (1 —u)(l —v) e noNOXHTeNHA.
M nauctuna, ako o3nauuM ¢ Rez peasHara yacT Ha KOMINVIEKCHOTO YHCJO

Z H CbC z COPErHAaTOTO YHCJAO Ha 2, TO

2Re(1—u)(1—v)=(1—u)(1 —v)4-(1 —u)(1 —v)
=2—u—v—u—vtuvtuv
=(1—u—v)(l—u—v)+1—un—vv

———

* Tyk nox o6aacTt pa36upame, KakTo e OGLIONPHETO, TAKOBA CBBP3AHO TOYKOBO MHOXe-
€TBO B paBHHHATA (Z), KOETO C€ CBCTOH CaMO OT BbTPEIHH TOUYKH.
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=ll—u—v24+1l—luP2—|v2>0,
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2. Jla pa3riename KjacaTa Ha paluoHaaHuTe QYHKLUHMH OT BHZAA

(1) f@=3.2

C NONOXHUTEJNHH pe3uayyMmH A, U ¢ npousBojeH Opoi usneHoBe. Kakto e
BHIMM, BCsiKa (YHKIMS OT TO3M BHA € eNHOJHCTHA B OKOJNHOCTTAa Ha 0e3-
KpaHO oTZHaseyeHaTa Toyka. [10-TOYHO e IOKaXeM cJjenHaTa

Teopema 1. J1a o3Hayum ¢ C(2,R) kmacata Ha paygHOHAJTHHUTE
GyHKUHH OT BHXA (1) C NONOKHUTEJHH Pe3HAYYMH Ar BCHUKH
NONIOCH HAa KOHMTO JeXA4aT B Kpbra |2—2, =R Ilpu Tte3mu
NpeAnoNoOXeHHS eINIHMHCTBeHaTa MaKCHMaJHa o6JaacT Ha
eIlHOMHCTHOCT 3a kaacarta C(2,R) e Kpbrosarta obJaact
!2‘—20!>R\/2.

Jloka3arenctBo. Ila 03HauuM CBC Z M 2; JBe KOMIUIEKCHH YHCJIa, MOA-
YHHEHH Ha HepaBeHCTBaTa

@ 22 >RV2 12— 7 > R\, 2% 2

Pasnukara

1
3aloTo 1 ‘-’<~2~,]’0[‘~’<

n

f(z)— fle)—Z(_Ll‘ak z{tli-tﬂ)Ak

MoOXe 1a ce mpeoOpa3yBa oule Taka:

A
(3) f(@)—f(z)= = (21 ZO)Z ( W;—Z)
Z_Zo ZI—ZO

Kato B3emeM npen BuI, ue

lar—20| =R, Z*ZOI>R\/§, 21 —2,| > R\2

H CJle10BaTENHO

| ae oi 5 )ak—zo' 1 =
— <,V2
| z2—2, | 2\/ |2, — 2, 2"/ ’
H NPHJOXHM MOMOII(HAaTa TeopeMa 3a Cymara B AsCHAaTta cTpaHa Ha (3), siBHO
e, 4e Ync/aeHaTa CTOHHOCT Ha HM3pa3a (3) e pa3/HyHa OT HyJsa, LIOM Ca B CHJa
HepaBeHcTBaTa (2). Taxka nue noxa3daxme, ye ¢yHkuusita (1) e eIXHOJMCTHA B
067acTTa |2 — 2| > R /2.

Oc*raBa Aa JOKaxeM, ye TasH 00JaCT e MaKCHMajHa OTHOCHO pa3srJexa-
HaTa Knaca QYHKLUHH, T. €. 4ye aKo C—zo+1_2J2 €'? e MpOH3BOJHA TOYKa

BbPXy KOHTYPHAaTa OKPBKHOCT |2—2,|=R\2, To cbiiectByBa ¢yHKuHA
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P

f(2) €C (20 R), KOATO He e eNHOJHCTHAa B OKOJHOCTTAa Ha Toukarta {. Takasa
€ HMeHHO (QYyHKLHATA

1 ]
2) = S S —
1@ z—zO—Rule'¢+z—zo—-Ru2e'¢"
K'BAETO Iy H Uls O3HAYAaBaT KOPEHHTE HAa KBaJPaTHOTO ypaBHEHHeE

—\V2u+1=0
U nauctuna
fe)e . 2(z=2) (=2 —RY2EY)
(2 — 20— Ru, €%)2 (2 — 2y — Ru, £/9)?

OTKBJETO ce BHxJa, 4e f'(§)=0, nopamu koeto f(2) He MOXe na ObAe exHO-
JIUCTHA B OKOJHOCTTAa Ha TOUKaTa { = Z,+ R\2 e,

Heka noGaBum Tyk, ue o6aacTta |z—2o|>> R\/2 € eIHHCTBEHATa MaKCH-
MajHa 06/1acT Ha eJHOJNHMCTHOCT OTHOCHO kJacaTa-C(zy, R). IlocTaTbyHO € 3a
TasM leJ JAa JOKa)xeM, 4ye Ha BCAKA TOYKA {;, pa3iHyHa OT 2, KOATO JeXH

B KpBra  z—2z, =R\/2, orrosaps o¢yskums f, (2) ¢ C (25, R), K0STO He e
e/IHOIMCTHA B OKOJIHOCTTA HAa TOYKaTa {p. AKO 1=204-r\2 67, xbreto 0<<r
< R, TO BBNPOCHOTO CBOMCTBO MPUTEXABa (YHKIHsTA

f1(2)= : + .

Z2—20—ru e z—z,—ru,ev’

KbJETO U; H U HMAT CBHLUIOTO 3HayeHHe, KAKTO IIO-rope, 3alloTo fi(2) ce aHy-
JMpa 3a z=2,+r\2e%={,.

3. Jla pasrnepame kaacata C (%) OT aHaAMTHYHM (QYHKLHH, NpeACTaBeHH
ype3 CTHATHECOBHS HHTerpa

© h@)=[57],

Kbleto «(f) e pactaa (yHKUMs Ha peanHaTa NpoMeHJHBa {, Ne(HHHpaHA B
uHTepBasa — | =< /=1 u npuTexaralla MOHe eJHAa TOuYKa Ha pacTex. He
€ MDBYHO Ja ce JOKaxe, ye Bcsika GyHKuMs OT BHAA (4) € eNHONMCTHA B

oGaactta |2,> 2. Hexa z u 2z, na ca JBe pa3/HYHM TOUKH OT TasH 0GJacT.
Torasa

h(2) -k (21)

)

Karo umame npen Buz, ue
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H NPpHA0XKHM 34 IMOAHHTErpasJHara (b)’HI{LIHﬂ Ha M0CJEeNHHA HHTErpas IOMOIIl-
HaTta TeopeMa OT TOYKA ], SIBHO €, Y€ peaJiHaTa 4acT HA TO3H HHTerpan e
[10JI0OXKHTEJHA, OTK'bIETO CJeaBa, 4e

h(2) F h(z,), ako 2 F 2;, [2]>V2, |2, | >{/2.

BaxxHo e obaue na 336EJI€H(HM, 4ye B CJydad 06/1aCTTa Ha €JIHOJHMCTHOCT

z > \/2 He e MaKcMMa/Ha, 3alI0TO e B CHJIA
Teopema 2. O6nacTTa |2 >1 e eIMHCTBeHaTa MaKCUMaJHa
o6/1acT Ha eAHOJNHCTHOCT OTHOCHO KJacaTa Ha aHAJHTHY-
HUTe QYHKIIHH OT BHJa (4), kpneTto «(f) o3HayaBa NPOU3BOJI-
Ha pacTtdAma M HHTerpyema QYyHKUHS Ha [ B HHTepBaJa
l=¢({=1, npuTexaBalia NoHe eJHAa TOYKA HAa pPacCTeX.
JlokasateacTso. Heka 2 u 2; na ca aBe pasmHYHH TOYKH OT BBIPOC-
HaTa Kpbroea 06.acT:

©) |z, >1, z; >1, z + 2.

Tpsabsa na nokaxem Ha MbpBO MACTO, e k(2) F £(2y), T. e. ye

h(z)—/z_(zl) j da(t)
2z (z—t)(zl—t)

ToBa e OYeBMIHO, aKO KOMILJIEKCHHTE YHCJAA Z M 2, Ca CHperHaTH HJIH NbK
aKo M J1BeTe ca peasHH, 3all0TO TOraBa MOAMHTerpaJHaTa (yHKUUS Ha HH-
Terpana (6) e peanHa M 3ana3Ba MNpH HONBIAHHTeNHATE YcaoBHS (5) emuH H
cblll 3HaK B LesaHsA HHTepBal — 1 _= £ = 1. E10 3auo no-mony e npeanona-
rame, 4e uucJara Z2 = Xx-+iy, 2Z; = X;+ty; [moguuHedH Ha yciosusaTta (5)] He
ca CIperHaTd H 4Ye MOHe eHO OT TAX He e peaJsHo. [Ipd Te3u npexnoJsoxeHus
ChILECTBYBAT CaMO JiBe BDb3MOXMHOCTH, @ HMMEHHO: @) 2 H Z; He JeXaT OT
IBeTe CTPaHH Ha peaiaHata oc M 6) Z H 2; JexaT OT JBeTe CTPaHH Ha_ pe-
ajJiHaTa oc.

a) ToukuTe 2z H 2z, He JexaT OT JABeTe CTPaHH Ha peasiHaTa oC; C APYrH
IyMH [peianosarame, ye

(7) 232z, 2|>1, |2 [>1, y, =0, y+y, F0.

(6) +0.

Axo o3nauum ¢ / v [ nHTerpanuTe

B da(f) d (t)
S L

G+ 20l <z‘:-z;>7'—-/"'“1’(Z“f)‘z;:i’,‘:];‘zj:;”z 0@ 4,

_ ’ (z z) (21 z; -fit“’l)‘.,]f-zle —21).(;2 - t2)_ da()
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.1’(‘211 =) +n(jzf—2)
_QLf a0

OTK'BJIETO Ce BHXJa, Y€ MPH MPEeANonoxkeHHara (7) MocJAeHHAT HHTErpan He
€ paBeH Ha HyJa, ThbH KaTo MOJAMHTerpanasara My QyHKUHsI e peajiHa H 3anasBa
eMH M CblI 3HAK B MHTepBaJa — | < ¢ =_1, a uMeHHO 3Haka Ha Y+ ¥;. OTTYyK
Cle/lBa, Ye B CJy4Yast @) HHTErpaabT - (6) He Moxe na Objae paBeH Ha Hyna,
3auoro 0T /=0 6u caemano /=0, (z2+2,) I —(24-2)/=0.

6) ToukuTe z M z; Jexar OT IBeTe CTPaHH Ha peajnHara oc, T. €.

(8) 1z >1, |z|>1, y» <O.

3a na mokaxeMm, ye M B TO3H cJayyail HHTerpanast (6)-e pa3avyeH OT HyJa:
IOCTaThYHO € Ja MOKaxem, ye JIHHelHaTa KOMOHHaLHs

©) (21— (-2 T [ G20 E= D@D — =2 tle)

=1 12—z —tP

NpeACTaBAd YHCTO HMAarHHepHO YHMCJO, pa3JM4YHO OT HYyJa. YHCJAHTENAT Ha
noxuurerpaniata ¢yHkuusi e kBaapaTeH TpuuneH Af2+ 2Bf -+ C ¢ 4ucTO HMa-
THHEePHH KOe(HLHUEHTH

A=(z—2)—(2—2)=2(y—y), 2B=2(z2z—22),
C=(z—2z)zz,—(z—21) 22,.

[Tonexxe koe¢puuueHTHT A He e HyJa, KBaJApPaTHUAT TPHYIEH MOXe 1aa ce

npeacraBd BHB BHAA
I ( i ) - "
A ] t i 1 1;) i

T B
YK 4 € PealHo uHCIO M

AC—B*=(z—2z) (Z*zl)(z—;)(zl’“zl) =|z—2z|%. 4y, <0,

A2=—4 ()’—)’1)2,

OTKBAETO CJelBa, 4e NMPH HepaBeHCTBaTa (8) peanHusT KBajpaTeH TPHYJIEH
Bt+§
A A
€ MoJoXHTeNeH 3a BcAko peanHo ¢ C ToBa e nOKa3aHo, ye H B cayyas O) us-
pasnbT (9), pasnenen ¢ A, e nonoxurenes, T. e. ye HurerpaavT (6) e pasnu-
YeH OT HyJa npH ycJaosusita (5).

+QcrtaBa ja JoKaxeM ole, 4e 06/1acTTa Ha e[HOJIHCTHOCT 2 > | e MakcH-

MajHa M Ye He CbIIeCTBYBa APYyra MakCHMajHa eHOJHCTHA 06/1aCT OTHOCHO
Knacata (4). 3a Tasu lesJ € JNOCTaTBYHO 1A JOKAXeM, Ye Ha BCAKA TOYKA 2,

1242
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OT 3aTBOpeHaTa KpbroBa 06JacT |2 | =1 orroBaps exHa (YHKUMS OT BHIA
(4), KOATO He e eNHOJMCTHA B OKOJHOCTTAa Ha 2, Heka z,=re® na e eina
TOYKa OT MOMeHaTaTa KpbroBa 06/aCT, KOATO TOYKa He JIeXH BBbPXY peas-
HaTta oc, ThH ye

(10) O<<r=14u ¢ He e KpPaTHO Ha =.
Ia nepunupame ¢ynkuusaTa «(f) Taka:
a(t)=03a t<—r,
a(f)=1+cose 3a —r<<t<r,
a(t)=23at=r

JlecHo ce BHXxna, ye mMpH To3H H36op Ha pactamara ¢ysxums «(f) ¢yHKUH-
ara (4) npuema BHIa

h(z)_l+c05q:+ 1 —cose

2+r zZ—r
H NPOH3BOJIHATA M
W)= 2(22—2zrcoss+1r?)  —2(2—20)(2—2p)
(22 —r)? (28— 1y

ce aHyJaMpa 3a Z =z, NMopamu KoeTo 7 (Z) He MOxe na ObAe eNHOJHCTHA B
OKOJIHOCTTAa Ha Z,. [loHexe TOUKHTe 2, = re'®, MONYJIHTe M aMILIUTYIHTE Ha
KOHTO yZIOBJeTBOpsiBaT ycJjoBHsTa (10), NOKPHBAT HABCKDBAE I'bCTO €NHHHY-
HHA KPBr [2| =1, TO HHKOA nono6JacT Ha TO3H KPBI He MOXe na Gbie
o6nacT Ha eIHOJHMCTHOCT oOTHOocHO kjacara C (k). OTTyk 3akaiouaBame, ye
eIHHCTBeHaTa MaKCHMaJHa 001acT Ha €IHOJHCTHOCT OTHOCHO TasM KJjaca e
obnactra lz|>1.

4. Tyk mie H3BeeM HAKOH C/leICTBHA OT TeopeMma 2.

a) B o6aactra |2 > 1 ¢yHkuusara (4) ce pa3BuBa B pell N0 CTeNeHHTe
Ha —:

z

h(z) = Z e ,,_ftnda(t)
0

1
Kato 3amecTum p CBC 2, NMoJayyYaBaMe CTENEHHHA pen

h(;—) =Co2+ 1224528+

YHHTO KOe(HIHEHTH ca MOMeHTHTe Ha « (£) OTHOCHO HHTepBana — 1 ={=1,
To3n pen e cxomsal B kpwpra |2|<<1 H cnopex TeopemMa 2 cymara My npex-
CTaBs B TO3H KPbI €lHa eNHOJHCTHA PYHKLUHMA Ha Z2.

6) Koraro pacramara ¢yHkuusi «(f) e CTBAGOBHAHA C 7 H3OJHPAHH
"TOYKH Ha pacTex @, da,...,Qn, Qyuxuuara (4) npencrass pauuoHanHa (yHK-
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OHA OT BHIA

(11) @)=

C MOJOXHTeJMHU pe3unyyMH Az Upes noaxonsima juHeHHa TpaHCopMals
MOXKeM Ja ce OCBOOOJHM OT OrpaHHYEHHETO TMOJIOCHTe @ JAa MNpHHAJJIexar
Ha uHTepBasna [— 1, 1| U ma mpou3HeceM cjexHaTra

Teopema 3. Ako NonlOCHTe a, Ha palHOHAaNHATa QYHKUHSA
(I1) npuHangnexar Ha HHTepBaJaa [a,0] u peauayymure Azca
MOMOXHTENHH, TO Ta3u QyHKUHUS e efHOMAHMCTHA B ob6bxacTTa*

atb b—a

12 z—
(12) 7 |7 2
ChenctBHe. AKO BCHYKH HYJM Ha mnoJuHoma P(z) ca pealHH H ce Cb
P(z
L'bpXaT B HMHTepBala [a,b|, TO JOrapuTMH4YHaTa My NPOM3BOMLHA _PT((z)') e elHo-

aictHa B obsnactra (12). C npyru aymm obaactra (12) e obinacT Ha emHO-
JUCTHOCT 33 JIOrapHTMHYHATa NMPOH3BOJHA Ha BCEKU NMOJMHOM P(Z), HyJHTe Ha
KOHTO NpHHAAJexaT Ha HHTepBaaa [a, b]. Hewo noseue: ako o3uauum c C(a,bd)
KJacaTa Ha JIOTaPUTMHYHHTE NPOU3BOJHH Ha Te3H MOJHHOMH, TO o6aacrtra (12)
e efMHCTBEHATa MaKCHMaJHa 00JACT Ha eJHOJHCTHOCT OTHOCHO KJacaTa
C(a, b). B ToBa ce ybexnaBame, KaTo B3eMeM npe] BHA, ye axo [a', 0] e nox-
MHTepBa/l Ha [a, b], TO JorapuTMHYHaTa NpPOH3BOXHA

m n
z—a Tz =)
Ha nonHHoMa Pp,(2) =(z—a')"(z — b')* npunamnexu wa C(a,b) H Koraro
M W n NpoGArBaT PeiMLATAa HA €CTECTBEHHTE UHCAA, HYNHTE HA Q. (2) TMO-
KPHBAaT HaBCSKbAEe I'bCTO OKPBKHOCTTa C AWaMeTsp a@’...H6'. A npH noaxo-
Iy 4300p Ha NoxMHTepBata [a’,b’] TasM OKPBHKHOCT MOXe Ja MHHe Ipe3
NPOH3BO/IHA TOYKA 2, CTMra T Ja He MpHHajJexH Ha o6nactra (12). SlcHo
€ OTTYK, Y¢ KOJKOTO H MaJKa Ia € elIHa OKOJHOCT Ha TOYKaTa 2, KOATO He
NpuHamiexu Ha obaactta (12), cbulecTByBar QyHKuuH oT kaacata C(a,b),
NPOH3BOJHHTE HAa KOWUTO Ce aHyJMpPaT B Ta3H OKOJHOCT, BCJEIACTBHE HAa KOETO
Te3d (QYHKIHWM He MoraT Aa ObAAT €HONHCTHH B OKOJHOCTTA Ha 2.

5. lla u3cieaBame Hakpasi MakCHMaJHHTe 006/1acTH Ha €JHOJNUCTHOCT OT-

HOcHO knacata C(g) Ha aHanuTHYHuTe QYHKUWH, npencTaBend upe3 Cruatiie-
COBH MHTerpalH OT BHJA

(13) g~ [

Heka 3abenexum u3pHuHo, ue o6aacrra (12) He 3aBucH ot 6post 21 Ha NOMOCHTE Ha
$yukunsra (11).

3a yno6ectBo npi HaGopa € e€Xp Z o3HauasaMme €Z.

4 Hasectns na Matemartinueckus HHCTHTYT
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KbleTo a(f) o3HauaBa pactsa (QyHKOHS Ha [ B MHTepBala —n <=I{=<=x C
NnoHe eJHAa TOYKAa Ha pacTex. To3uW mHTerpan aeduHHpa H306110 JBe aHAIH-
THYHH (DYHKIHH Ha KOMIJIEKCHAaTa MNpPOMEHJHBA 2, OT KOMTO €JHaTa € XOoJoO-
MopdHa BBH OT €IMHHYHHSI KpBI, @ JApyrata — BbTpe B Hero. Hue uie o3Ha-
yuM c g(2) nbpBata OT THAX, AepHHHpaHA W xoJjomopdHa 3a |2 |>1, u me
JIOKaXKeM

Teopema 4. EnuHcTBeHaTa MakcHUMaJHa o6JacT Ha enHO-
JUCTHOCT OTHOCHO knacaTa C(g) Ha aHANHTHUHHTE QYHKIUHUH
or Bujaa(l3),oTrroBapsaimy Ha BCeBb3MOXHHTEe pacTAWH QYyHK-
uuH «(f) B HHTepBasa —nSf=mw, e kpbroBatTa obOJaacrT
izl > 2

Jloka3aTeacTBO. AKO 2 H 2, ca JIBeé TOYKH, NONYAHEHH Ha HepaBeH
crpara

1z|>\/§, l21|>\/2 zZF 2z,
TO

- da(®)
(l—l—ex it) l—l—ex it)
e p ( z P

Ho cnopen nomomuara Teopema OT T. 1 peanHaTra 4acT Ha INOLHHTerpajHara
(GyHKIHSA € NMOJOXKHTeJHa, 3al10TO

g()—g (2

.zzl=
z2—2z

ot < 4

expit| 1 5 expit| 1 5
"z |<2‘/2’ |z <gv2
CnenoBaTe/IHO MpH HampaBeHHTE MPEANOJOXEHHS 3a 2, 2) H 32 QYHKUHUATA « (f)
pa3aukata g(2;)—g (2) e pa3iuyHa OT HyJa.

3a ma moxaxceM, 4e 061acTTa |2|>>\2 e MakcHMaiHa 06JacT Ha eIHO-
JIHCTHOCT OTHOCHO (yHkuuure oOT kJaacara C(g), H TO eNHHCTBeHaTa TaKaBa
06/1acT, JOCTaT’hYHO € 1A JOKaXeM CJeNHOTO TBbPAEHHE: HA BCAKA TOYKA 2,

or Beema 1<C|z|=\/2 orroBaps eama ¢yukuus ot kaacata C(g), KOATO
He € eJHOJHMCTHAa B OKOJIHOCTTa Ha 2, J[la 03HauMM 3a Ta3H UeN C ¢ M a ABe
peaqHH yucaa, OT KOMTO ¢ € ChbBCEM MNPOM3BOJIHO, @ @ € MONYHHEHO Ha He-

T
paBedcTBaTa O <a = 4" Ha onpemenum cJjejl TOBa peaNHUTe 4YHCAa @ H b

THH, Ye Ja MNpUHAAJeaT Ha [10Jy3aTBOPEHHS HMHTepBAl —n <f==m H INpH
TOBA BCAKAa €IHA OT P43JHKHTEe ¢+a—a, ¢ —a—b jna e kpatHa Ha 2x., C
Te3H YCJOBHSl YHCJATa @ W b ca eQHO3HAYHO OnpeneteHH U a &+ b. Bb3amoxHu
ca MNpH ToBa IBa cayyasi: a <<b u b<<a. Axko a << b, nepunHpame (QPyHKIUHATA
«(f) Taka:

2(f)=0 3a t=a,
a(f)=1 3a a<t<b,
a(f)=2 sa t=b.
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Torasa
b
c dal(l) 1 1
g@=[ %= . ;
ajz——expzt Z—expia  z—expib
1 n 1
- z—expi(pt+a)  z2—expi(p—a)’

B cayuail ye b << a, crba6oBunHaTa QyHkuus « (f) neduHHpame Taka :

a(t)=0 3a t=p,

a(t)=1 3a b<t<a,

a()=2 3a t=a.
Torasa

¢ da(t) 1 i
2)= = -+
£(2) bfz—exptt Z—expib z—expia
1 N 1

W B mBata cayuas ce noiyyaBa 3a g(z) eAHa M CblUia pauuoHansa QyHxuds
KOAATO e X0J0MOpdHAa BBLH OT eNHHHYHUS KPBI M YHATO npou3BoaHa g (2) ce
aHyaupa 3a

2, = (cos a -+ sin @) exp ip = /2 sin (a, +:—) exp i¢.

SIBHO e OTTYK, Ye NpH MOAXOAsAUl H36GOp Ha peajHHTe YHUCHAA ¢ H & (KBHAETO

T
0<G§Z)TO‘IK3T8 2, MOXeE€ na CbBMajHe C IIpOH3BOJIHA TOYKAa OT BEHELd

1 <|z;< /2. CnemoBaTenHo HMKOSl TOYKAa HAa TO3M BEHEN HE MOXe Ja MpH-
Hangexxu Ha efHa 06JACT HAa eIHOJHCTHOCT OTHOCHO KJjacara C(g) H enuH-
CTBEHaTa MaKcHMajHa 0GJacT Ha eJHONHCTHOCT OTHOCHO TasH Kjaca e 00-
nacTTa |z| > 2.

6. Jla pasrsegame Ha mociefHO MsAcTo Kiacata C(g;) Ha aHANMTHYHHUTE
byukuuu ot BHAa

KT
da(t)

(14) & @) =) T apit’ (lz]<1)

Ae¢punupaHu nak ype3 HHTerpasna (13), camo uye BBTpe B €JMHHYHHS KPBT;
npu TOBa «(f) O03HayaBa Naxk pacTAwla QyHKUHA Ha [ MOHe C €IHa TOYK4 Ha
Pacrex. KakTo uie BHAHM, HHTO KPBI'BT |2 |<< 1, HATO KOS Jla € HErosa noj-
o6s1acT  He Moxe na Gbae 06JACT HA €XHONHCTHOCT 3a QYHKUHOHHATA KJaca
C(g,). HocTaThbyHO € Na NOKaXeM, 4e TOYKHTe OT eJMHHYHHA KPBI, B KOHTO
Ce dHyJHpaT NpOH3BOAHMTEe Ha (pyHkuum or kaacata C(g,), NOKPHBAT HABCH-
Kblle bCTO TO3H KPbr. M HaWCTHHA, KaKTO BHASXMEe B TOYKA 5, aKo ¢ e
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L

4

1 ]

Z - exp i—(:éi _ai-)_ E':fewxpi (. «)

NPOH3BOJHO peanHo 4Hcao M 0 <<a << |, TO palHOHaNHATAa (DyHKLHS

npHHan/exy KakTo Ha kjaacata C(g), Tpd M Ha kaacara C(g;) H npu TOBa
MPOM3BOJAHATA U MPHUTeXkaBa JBaTa KOpeHa

z \/2 sin (% _ta) exp iy,

eIHHUAT OT KOMTO JeXH BbTpe B €IMHHYHHS KPDBI M NPH NOAXOAAIL H300p
Ha ¢ H x MOXe Ja CbBNajHe C KOA Na € TOYKa 2, Ha TO3H Kpbl. Taka H3-
GpaHata ¢yHkusa ot knacata C(g;) OueBHZHO He Moxe Ja Oble elHO-
JIHCTHA B OKOJIHOCTTA Ha Z,,.

Heka 3aGenexum TyK, 4ye BCAKAa (YHKUHMS OT BHIA

(15) ——— (z <1, a(f) pacrama)

e eIHONHCTHA B €IHHHYHHS KPBI M TO3H KPBI € eJHHCTBEHaTa MaKCHMaJjHa
06JacT Ha eIHOJHMCTHOCT 3a kJacara (15). B ToBa.ce yGexnmaBame Henocpen-
CTBEHO, KaTO B3eMeM Mnpej Bul, 4e HHTerpanabT (15) ce mnoayyaBa ot (14),

KaTO 3aMC€HHM 2 C

10

Iocmanusa wa 6. I. 1959

Ob OBJIACTbSIX OOHOJIMCTHOCTH HEKOTOPbIX
KJIACCOB AHAJIMTUYECKUX &YHKLIWH

J. Uakaaos
PE3IOME

Ecan o0o3nauuth 6yxBoit (C) OOMH KJAACC aHaJAMTHYeCKHX (YHKUHH, TO
nox ,06/1acTbi0 OAHONMCTHOCTH® 3TOro KJacca 6yneM nouumath o6aacth D
B MJOCKOCTH KOMIJIEKCHbIX YHCeJ, B KOTOPOH Kaxxmasi ¢yHkuus kaacca (C)
siBAsieTC ORHOJNHCTHOH. Takyw o06JacTh HasbiBaeM ,MaKCHMaJbHOM“, koraa
OHa o0JajaeT [OMNOJHHTENLHO CJAEAYIOIMM CBOHCTBOM: €CJAH 2, SBJASETCA
NPOH3BONLHOH TOYKOH KUHTYpa [ W ecau npucoeaHHWM K [) Npou3BOJbHYIO
OKPECTHOCTh TOYKH Zp, TO TaKas pacllHpeHHas 06/1acTh yxe He OyleT siBAATbCH
006aacThi0 onHoMucTHOCTH Kaacca (C). Tak, Hanpumep, aas kaacca (C'). nsy-
YaeHoB az®+b, a+0 Kaxnas NONYMAOCKOCTb, MpeneibHas NpsiMasi, KOTOPOH
NPOXOAHT upe3 TOYKYy 2z =0, npencrasaser cob0il 06/1acTb OLHOJHCTHOCTH H,
MPUTOM, MAaKCHMaJbHOH 006/JaCTH ONHONHCTHOCTH OTHOCHTeNbHO Kaacca (C).
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OcHoBHble pe3yJbTaThl, NMOJYy4YeHHble B HacTosiled paboTe, MOTYT ObITh
chOpMyIHPOBaHbI CJIELYIOLUIHM 00pa3oM :
l. Ilycts C(z,, R) 6yner o3HauaTh KJacc palMOHaJbHbIX (QyHKIHA BHIA

f(2) == _A’E__ ,

Z2—Qa

Tle BblYeThl rip SIBJASIOTCS MOJIOXKHUTEJAbHBIMH H MOJIOCH TpPHHAAJNEXKAT KpYyry
|2—2y <<R. ExuHcTBeHHOH MakcHMajbHOIl 0064acTbl0 OIXHOJHCTHOCTH 3TOrO

KJacca SBASETCS 06JacTh |2 — 2o, > R 2.
2. Paccmorpum kaacc C (k) aHanuTHyeckHX (pYHKUHMH, onpelesieHHBIX ye-
pe3 uurerpan Cruntbecd

rae «(t) o3HayaeT BO3pacTalollyl0 (YHKUHIO B HHTepBajte — 1 =f =1, o0Ona-
Jaomy XxoTsa Obl OAHOH TOYKOH pocTa. EXuHCTBEHHO MakcHManbHOH 00-
7aCThIO OJHOJHCTHOCTH AN Kaacca C (k) ssasercs obaactb |2 > 1.

3. Korna P(2) npobGeraeT MHOXECTBO MHOTOY/NEHOB IepeMeHHOH 2 C
peasibHbIMH Hy.usmu, 3aKJIIOYEHHBIMH B MHTepBaJte [a, b] TO Jorapugmuyeckas

P'(2) —~b‘>b—a

P(2) 2 17 2
3Ta 00/1acTh SBJSETCH eJHHCTBEHHO MaKCHMaJbHOii 06nacrbro OHOJIMCTHOCTH
OTHOCHTEJIbHO KJ1acca YNOMSIHYTHIX JIOrapu(pMHYeCKHX MPOH3BOAHDBIX.

4. Unrerpan Cruatheca

(*) 2(2)= j zgjg[)

haant 4

NPOH3BOAHaS IBNISIETCA OJHOJMMCTHOH B 06/1aCTH | 2 — H

rie o (t) sBnsercs Bo3pacratonleil QyHKuneHl { B uHTepBale — = = f = &, onpene-
A9s1 BOOOIIe fBeé aHANMTHYeCKHe (DYHKUHH: OLHY — BHYTPH €IHHHYHOrO Kpy-
ra u npyryio — BHe ero. Koraa « (¢£) npoGeraer Bcex BO3BpacTaiollide QyHKIHH £,
coome'rcmyxomuu KJ1aCC aHaJuTHYeCKUX (yHKuuu (*) onpenesieHHbIX B Kpyre
12| << 1 ne 06.1a1aeT 06/1aCTHIO OJ{HOJHMCTHOCTH; HaNpPOTHB, KIACC q)yuhm»m ™),
ONpefeeHHbIX | ronoMoppubix aas z > 1, oﬁna,laeT e IMHCTBEHHOH MaxCH-

ManbHOH 0621acThi0 OLHOJHCTHOCTH |2 > \/2.
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SUR LES DOMAINES D’UNIVALENCE DE CERTAINES CLASSES DE
FONCTIONS ANALYTIQUES

L. Tchakaloff
RESUME

Etant donnée une classe (C) de fonctions analytiques nous entendons
par domaine dunivalence relativement a la classe (C) un domaine D
du plan des nombres complexes out chaque fonction de (C) est univalente.
Un tel domaine sera appelé dans ce qui suit un domaine exclusif par
rapport a la classe (C) lorsqu’il jouit de plus de la propriété suivante :
2, désignant un point arbitraire du contour de D si I'on ajoute & D les
points d’un voisinage de z,, le domaine [’ ainsi obtenu n’est plus un do-
maine d’univalence par rapport a la classe (C).

Pour illustrer ces définitions, envisageons comme exemple la classe des
binémes de la forme az%-+ b out a #+'0. On voit sans peine qu’une droite
arbitraire passant par lorigine du plan complexe divise le plan en deux demi-
plans chacun desquels représente un domaine exclusif d’univalence par rapport
a la classe des binomes considérée.

Voici les principaux résultats que nous avons obtenus dans la présente
communication pour quelques classes de fonctions analytiques.

1° Soit C(z,, R) la classe des fonctions rationnelles de la forme

. 141 A2 An
T@ = e teat T iar

les résidus A, étant positifs et les pcles a, appartenant au cercle jz2—2,| = R.
Le seul domaine exclusif par rapport A cette classe est le domaine

lz2—2, >RJ2.
2°. Considérons la classe C(n) des fonctions analytiques définies par

I'intégrale de Stieltjes
1
_ [da(t)
h(2) = f 21"
-1

oit a(¢) désigne une fonction croissante et possédant au moins un point de
croissance dans l'intervalle —1 =£f{=<1. Le seul dommaine exclusif d’univa-
lence par rapport a C (k) est le domaine |z|> 1.

3°. Lorsque P(z) parcourt I'ensemble des polynomes de z a zéros réels
est contenus dans lintervalle [a, 5], chacune des dérivées logarithmiques
%g’; est univalente dans le domaine z-—a_;b 1>b 29 et clest le seul
domaine exlusif par rapport a la classe des dérivées logarithmiques en
question.
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4° L’intégrale de Stieltjes
. rda(t)
¢) ¢@) =[50

bt 4

ol «(f) est croissante et posséde au moins un point de croissance dans
Pintervalle [ —x, =], définit en général deux fonctions holomorphes: Pune a
Pintérieur du cercle unité et autre & I'extérieur de ce cercle. Lorsque «(f)
parcourt 'ensemble des fonctions croissantes dans [ —m, ], le classe corres-
pondante des fonctions holomorphes (*) définies dans le cercle |2|<<1 ma
pas de domaine d’univalence; au contraire, la classe des fonctions (¥) défi-
nies et holomorphes pour |[2|>1 posséde comme domaine d’univalence le

domaine |z|> V2 qui est en méme temps le seul domaine exclusif par rap-
port a la classe considérée.
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