3ABUCHMOCT MEWY ®ABAPOBH W TO3UTHBHU ®YHKIIHOHAJH*

B. Yaxkanos

B cBosita paGota [1] XK. daBap pasrnexnma enHa kaaca JHHeHHH QYHK-
unonanu {F(x)}, neduHupans BBPXY JHHEHHOTO NMPOCTPAHCTBO X OT BCHYKH
peanuu noauHomu {x(f)}. Bcexn QyHKIMOHAN OT TasH KJaca ce XapaKTepH3Hpa
CbC CBOHCTBATa

2) F(1) >0,

6) ako F(x) =0, TO noAHHOMBT X(f) MMa NMOHe eIHH KOpeH B KPaHHHA
uau Oe3kpaeH HMHTepBaa .| (TYK KbM .| NpHYHCAsiBaMe BCSIKa OT TpPaHHLHTe
MY, KOITO € KpPaiHO YHCJIO).

3a ropHata kJaca (YHKUHOHaJM, KOHTO Lle HapHyame PaBapoBH, aBTO-
PBT LOKa3Ba, ye CbBNAfa C KJjacaTa Ha MO3WTHBHWTe B HHTepBaJa A (QYHK-
udoHanu. Kato umame mpea BHI TeopeMHUTe 3a MOMeHTHTe Ha Xaycaopg,
Cruntiec n XamOyprep, ToH 3akjiouaBa, ue Bcekd PaBapoB (YHKUHOHAN e
,MOMeHTeH* (YHKLHOHaJ, T. €. 32 Hero e B CHJa NpeJCTaBAHETO

F(x) = [ x(8)da(t),

rueto a(f) € MOHOTOHHO pacTsdwla (PyHKUMs B / C NOHe efHa TOYKa Ha pac-
Texx. B Hacrosimara paGota ce H3cienBa Bpb3kata Mexay (asaposuTe H
NO3HTHBHHTE JIMHeHHH (QYHKUHOHANH, JAe(QHHHPAHH BDBPXY MAaNEHO JHHEHHO
NPOCTPAHCTBO OT peanHd (YHKLHH.

1. Mpenn na 3anoyHeM H3/MOXEHHETO, lle BHbBEJEM HAKOM O3HAYEHHA H
AebHHHULIAY H 1€ HAaNPaBHM HSKOH MpeIBapHTENHH GesNexKH.

OsnayaBaMe ¢ X elJHO peaJHO JHMHEHHO MPOCTPAHCTBO, YHHTO €JIEMEHTH
X(¢) (nnM HaKpaTKO X) ca peandd (QYHKUHH Ha NMPOMEHJHBAaTa f, KOATO OT
CBOSI CTPaHa NpoOArsa eNeMEHTHTE HAa eJHAa HenpasHa CHBKYNHOCT 7,

Enun nuseed ¢yuxunonan F(x), medpunnpan Hap X, we Hapuuame Pa-
BapoOB, aKO BHHarH OT PaBeHCTBOTO F(x') =0 3a Hakos QyHkuus x'(f) or
X caenBa, ye x'(f) ce aHysaupa moHe 3a eIHO 3HaueHWe Ha [¢ 7.

KakTto e npuero, uie ka3pame, 4e ejuH JUHeeH QyHKUHOHAA F(x), medH-
HHpPaH Haj X, e NO3MTHBEH, aKO BHHarH OT HepaBeHCTBOTO Xx'(£)=0 3a
BCAKO £€ T cnensa HepaBeHCTBOTO F(x') = 0; npu TOBa, aKO BHHarKH OT Hepa-
BeHCTBOTO X'(f) > 0 cnensa HepaBencTBoTO F(Xx') >0, IMe KasBame, ye F(x)
€ ChbIleCTBEHO NO3HTHBEH.

* Hacrosiuata pa6oTa npeacTaBasBa C HAKOH JOMBAHEHHA YacT OT MOATAa AMCEPTAUHS,
u3pa6oTeHa Nox PbKOBOACTBOTO Ha npod. a-p 5. Taramanukm.
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Ako Bcsika QyHkuMs OT X ce aHyJHMpa 3a HAKOS CTOHHOCT Ha f, TO Ove-
BHIHO BCeKH JHHeeH (yHKuUHOHaN e PaBapoB H B TaKbB CJyyal H3yyaBaHETO
Ha PaBapoBuTe (YHKLHOHANM He NpencTasJsBa HHTepec. ToBa Hajara ecre-
CTBEHOTO JaonyuiaHe, ye B X MMa noHe enHa ¢dyukuusi x,(f) +0 3a Bcsko L.
B cbiHoCT Hue e npeanonoxum, ye X,(f) >0 3a BcAko £, 3a jga cMe CH-
TYPHH, 4e CbLIECTBYBAT CbLIECTBEHO MO3WTHBHH (YHKIlWOHAAN. Bennax npen-
noJI0XeHo, ye x,(¢)>0, 6e3 orpaHuyeHue Ha OGUIIHOCTTa MOXeM Ja JONMyCHeM,
ye x,(f)=1. M1 vauctuHa na oGpasyBame NPOCTPAHCTBOTO X', YHHTO €JIEMEHTH

x(?)
ca QyHKUHH OT BHIA %0 flcHo e, ye Bcekn (yHKUMOHAJ, nedUHHpAH Hajg
0
X, MOXe na ce pasraexja kato (QyHKkUHOHaJ, nedunupan Hap X'. [1pu ToBa,
ako (yHKuuoHansT, AeduHupad Hag X e PaBapoB, MO3WTHBEH WJH Cblile-
CTBEHO MO3HTHBEH, TOH CH OCTaBa TakbB M KOraTo o pasraexjaame KaTo
¢yukunonan, nedunnpan Hag X'. OcBeH ToBa NpocTPaHcTBOTO X' CbABPKA
dyuxuusta %(l) _
Xo(t)

OueBuznHO e, ye ako F(x) e dasapoB ¢yHkuuoHan, to F(1)+0, Tbil
KaTo B NMpPOTHBEH CJayyail Gu H3nA3no, ye ¢ynkuusta x(f)=1 ce aHysaupa 3a
HsKoe £.

Ako F(x) e daBapoB ¢pyrkuHoHan, 10 uf(x) (raeto u+0 e peanso uu-
cn0) e cbuio Pasapos. [lopanu ToBa, 6Ge3 na orpaHuyaBame OOIIHOCTTa, Lie
cyutame, ye (aBapoBHTe (DYHKLHOHANTH Ca HOPMHDAHH upe3 YMHOXEHHe C
NoaXoAslua Mo 3HaK KOHCTaHTa Taka, ye F(1)> 0.

Axo ¢ukcupame enementa ¢, oT T, TO oueBHIHO X (f,) npexcraBisiBa
eluH JuHeeH (QyHKUHOHaJ, neduHHpaH Han X, KoHTo e daBapoB H ChllecT-
BEHO MO3MTHBEH (2 CJeJOBaTeJHO H MO3HTHBEH).

1. ETo 3auo 3aHanpen BuHaru e cuutame, 4e Xx,(¢) =1.

2. Wmaiikn npex BMI Ka3aHOTO JOTYK, lle JOKaXXeM CJNeJHaTa MOYTH
OYeBHJIHA

Jema. Bcexu PaBapoB yHKLHOHAN € CHILeCTBEHO NO3H-
THBEH.

Joxasameacmso. Heka F(x) e ®aBapoB (yHkunonan. llle nokaxem Haii-
Hanpes, ye Toi e no3utuseH. M HancTuHa Heka x'(f) = O3a Bcsiko £ ot 7. Tbp-
CHM TakoBa uHca0 A, ye F(x') + AF(1) =0. TakoBa 4 CHrypHO CBbLIECTBYBa,
novexe F(1)>0. Ho ot F(x')44F(1)=0 uau koero e cbuoro, ot F(x'41) =0
ciejsa, 4ye 3a HaAkoe f;, e HMame X' ({,)+1=0,T. e —i=x'({)=0.
OTTyk mbK c/AejBa BenHara, ye F(x')=—AiF(1)=0, 1. e ue F(x) e
no3utHBeH. e F(x) e OCBeH TOBa CbLIECTBEHO IO3MTHBEH, Ce JOKa3Ba TaKa:
ako x'(£)>0, 10 F(x') =0, nowexe F(x) e nosutHReH (QYyHKLHOHAL AKo
nonycieM o6Gave, ye F(x')=0, To nonexe F(x) e PaBapos, Guxme HUManu 3a
Hakoe t, x'(4)=0, koeto e HeBb3MOXHO. M THH, ako X'(£) > 0, To u F(x')>0,
T. e. F(X) e cbulecTBEHO MO3NUTHBEH (DYHKUHOHAJ.

[To-uHTepeceH e 0OPaTHHAT BBLNPOC, @ HMEHHO NAJH BCEKH CbUIECTBEHO
nosutused Gynkuuonan e u Pasapos. [lo-mony me Qopmyaupame egHo He-
06X0AMMO M HOCTaTbYHO YCJAOBHe 3a ToBa. llpean ToBa oOaue Ie majem
caepHata Ae(HHHLHS.

Kassame, ue ¢yHkuuara x(f) yaosnersopsasa ycjoBHero Ha Ilap6y, ako
BHHArK LIOM 3a HAKOHW £, W f, umame x(£) >0 u x(f) <0, To chwecTByBa
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MOHE eaHO TakoBa f;, ue aa umame x(f;) = 0. KasBame, ye NPOCTPaHCTBOTO
X ynosnetBopsiBa ycaoBueTo Ha Jlap6y, ako Bcska HeroBa (YHKLHMSI yIO-
BJETBOpPSIBA TOBa YCJOBHE,

Teopeva. HeoO6xoxuMMOTO MW NOCTaTbHb4YHO YyCJAOBHe, 3a na
Obhae BCEKH CbIleCTBEHO Nu3HTHBeH QyHkuuonana PaBapos,
€ npocrpaHcTBOoTO0 X 1na yJHOBJAEeTBOPSBAa YyCNOBHETO Ha
Iap0y.

Loxazameacmso. Heobxoaumoct. Heka BcekH CblueCTBEHO MO3HTHBEH
¢ynkunonan e dapapoB, T. €. CBIJIACHO NpejHAaTa Jema Heka CbBKYNHOCTTAa
ot (PapapoBHTe ()yHKUHOHAJIH CHBNAja C Ta3H Ha CbLIECTBEHO MNO3HTHBHHTE.
HMsGupame ¢ynkuusara x'(f) Taka, ye na umame* x'(£,) >0 u x'(4) < 0. Tvi
kato x'(f;) u x'(f,) ca daBapoBu (YyHKUHOHAJW, a CAENOBATEJHO H CbHLUIECT-
BEHO MO3HTHBHH, TO NMPOM3BOJHA TAXHA JIMHEHHa KOMOHHALMS C MOJIOXHTEJIHH
Koe(HIHEeHTH NpeACTaB/sBa CHIECTBEHO NO3WTHBEH, a caejoBaTesqHO H Pa-
BapoB (ynkuuonal. (Tyk wie or6esnexuM, ye CbBKYMHOCTTa OT CbLUECTBEHO
MO3HTHBHHTE (DYHKLHOHAJH € H3N'bkHana.) MMailikn npen BuA TOBa, onpenensme
NOJNOXHTeNHHTEe uyucna A; B A, Taka, ue Ia Oble H3N'bJHEHO pPaBEHCTBOTO

A; X'(t)+ A X'(t) = 0.
Pasrnexname cera (yHkluHOHana
F(x) = Ay x(t)) + Ag x ()

Tbit kato F(x) e daBapoB u F(x;) = 0, TO ChllecTBYBa €IHO #; TaKoBa, ue
X'(t3) = 0. C ToBa HEOOXOAHMOCTTA € YCTaHOBEHa,

Hocrarbunoct. Heka npoctpancTBOTO X ynOBJETBOpSIBA YCJOBHETO Ha
Jlap6by u Heka F(x) e cbliecTBeHO no3uTHBeH (¢yHkuuoHan. llle mnokaxewm,
ye Toi e W Papapos. M Hauctuna, ako F(x')=0, TO OTTyK cneiBa, ye He e
BB3MOXHO na uMaMe HHUTO Xx'(¢£) >0 3a Bcsko ¢, HATO X'(f) < O 3a BcskO ¢,
NOHeXe B NPOTHBEH cayuyall Ou W3.1s310, ye F(x) He e CbILECTBEHO MO3HTH-
BeH (QyHkuuonan. OTTyk M oT ycnoBuero Ha [lapOy caenmBa, ye (yHKuUMATA
X'(f) cHrypHo ce aHyJaupa 3a HsAKOe 3HaueHHe Ha f, a C TOBa € YCTaHOBEHO,
ye F(x) e daBapoB ¢yHKUHOHAJ, T. €. HOCTATBYHOCTTA HAa YCJNOBHETO.

3a 1a WIIOCTpHpaMe Ta3H TeopeMa, llle CMOMeHeM, Ye ako X O3HauaBa
NPOCTPAHCTBOTO OT (yHKuuuTe X(f) HA YHCJOBaTa MPOMEHJHBA [, Je(UHHPAHU
H TNPHTEXABAalllW MPHMHTHBHH (QYHKUMH B JajeH HHTepBal 4, TO YCJIOBHETO,
a CcneloBaTeNHO H TBBbPJEHHETO HA TeopeMaTa Ca H3I'bJHEHH.

[opnata TeopemMa HM JaBa €IHO YCJIOBHe, 3a Ja CbBMaja CBbBKYMHOCTTa
Ha daBapoBHTe C Ta3H Ha CbIIECTBEHO MO3HTHBHMTe (YHKIHOHaMH. 3a na
HaMepHM Kora cbBnagat $aBapoBHTe C HeHyJeBHTe NO3HTHBHH (YHKLHOHAJH,
JOCTATBLYHO € Ja HAMEPHM YCJIOBHSA, NPH KOWTO BCEKH HEHYNEB MO3HTHBEH
(QYHKLHOHaA e cbluecTBeHO Mo3uTHBeH, CiejBauiaTa TOYKA € NMOCBETEHAa Ha
TO3H BBIPOC.

3. llle moxaxem Hail-Hampex cJieaHaTa
TeopeMa. Ako NnpocTPaHCTBOTO X e CbCTaBeHO OT OTPaHH-
YyeHH QYHKLUMH, TO HEOOXOAMMO H AOCTAaTHYHO YCJAOBHe, 3a

* AKO TaKasa GyHKUHS He ChliecTByBa, T0 HeoOXOAHMOCTTA C/le1B2 AaBTOMATHYECKH.



76 B. Yakanos

Xa 6bne BCeKH HeHYJeB NO3HTHBEH (PYHKIHOHAJ CHULECT-
BeHO MO3HTHBEH, e BCAKAa QyHKUHa x(f) ma ROCTHra TOYHATa
CH OIONHA (a cNeXOBAaTeNHO M TOYHAaTa CHTrOpHA) rpaHHLa.

Lloxaszameacmso. Heo6xonuMocT. Heka Bcekn HeHyJeB MO3HTHBEH (YHK-
IIHOHa/ e CbliuecTBeHO no3uTHBeH. llle mokaxeM, ue Bcska QyHkuus ot X
IOCTHra TOYHATa CH JOJHA rpaHuia. 3a TasH HLeJ lle JAONYyCHeM MPOTHBHOTO
M 1e 03HauHM ¢ Xx,(f) enHa QyHkuus oT X, KOATO He AOCTHra TOYHATA CH
nonxa rpanuua /. ToraBa e HMaMme HepaBeHCTBOTO

X () > 1
3a BCcAKO f. 'OpDHOTO HepaBeHCTBO HH YuH, ye (PyHKUHHTA
Xy(t) = x,(¢) — 1
e MOJIOXHTeNHAa 33 BCAKO £, Bbnpekd ue inf x,(f) = 0. Pa3drnexname JnHei-
tel

HOTO MOANPOCTPAHCTBO Y Ha X, CHCTaBeHO OT BCEBH3MOXHHTE JHHEHHH KOM-
6uHaunK Cc peanun KoeuunmeHTH Ha (QyHKuUMHTe Xo(f) W 1. [lpoussosen ene-
MeHT OT Y me umMa BuIa

W) =1 + uxld).
Hedunupame Han Y nuselinus ¢Qynkuuonan F(y) upe3 paBeHCTBOTO

F(y) =4

Ue taka nepuuupanusit GyHKuMoHan F(y) e no3uTHseH, ce yOexnaBaMe JieCHO,
KaTo B3eMeM npej BHA, 4Ye axko Y({)=A+4uxy(f) 0 3a Bcako £, To 4 -~ 0.
Ieiicturenno, ako 4 < 0, To GnarofapeHHe Ha TOBa, Ye inf xy(f) = 0, MoxeM

tel
na u3bepem £, Taka, ye [uxy(fy)| < I%i, M CJeJ10BaTeJHO OHXMe HMaJH
A A
M) - 1+ maglty <at b=l <o,

llle nokaxem, ue F(y) mMoxe na ce mpoabaxku Halm X. Ako x(f)€ X, To Twil
KaTo X(f) e orpaHHyeHa, Bb3MOXHO € Jia Ce HaMepH MOJIOXKHTEeNHa KOHCTAaHTa
M raka, ye M—x(¢t) =0 3a Bcsko £ Ho M¢Y, Tbi ye 3a BceKH €JleMEHT
or X cbliecTsysa TakaBa QyHkuus y,(f) ot Y, ue y,(£) =0 u yy(f) = x(¢)
npu Bcsiko £ [Tonarame p(x)=in£ F(y,), raeto y,(f) npo6Gsrea BCHYKH HEOTPH-

e
uatensu QyHkuud or Y, KOHTO MaxopupaT x(£). CbBbpLIEHO OYEBHIHO e, ye

e HMame
p(x' + x") < p(x') + p(x”),
(1) p(Ax) = Ap(x), npu i =0,
F(y)<p(y), npn y¢Y.

Or (1) u or Teopemata Ha XaH-DaHax 3a npoab/KeHHe Ha JuHeHHHTE (YHK-
LHOHaNK e sicHo, ue F(y) moxe na Gbae npoab/kKeHa Hajg X M NMpH TOBa
F(x) < p(x) 3a Bcsiko x¢ X. Jlecwo ce BMXKIa Cblo, Ye F(x) e no3uTHBeH.
M HancTHHa Heka x'(f) = 0. B Tak®bB cayyad e HMame
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F(=x)<sp(—x) = j'?sfyF(yl) < F(0)=0

»n=0
F(x)=0,

T. e. F(x) e nosutuBen ¢yHKuHOHAA. Toli He e TbXKIECTBEHO PaBeH HA HyJa,
3amoto F(1) = 1. Ho Toii He e u CbUlECTBEHO MO3HTHBEH, MoHexe F(X;)=0,
BbNpekH 4Ye Xo(f) >0 3a Bcako f£. ToBa NpOTHBOpEYH Ha HOMYIAHETO, e
BCEKH HeHyJeB TMO3HTHBeH (YHKIHOHAN e CbliecTBeHO nosurHeeH. [lonyue-
HOTO MPOTHBOPEYHE MOKa3Ba, 4ye BCsika QYHKUMS OT X JOCTHra TOYHATa CH
LOJIHA TPaHHLa, C KOeTO HeoOXONMMOCTTa € YCTaHOBeHa.

Iocrarpunoct. Heka Bcska (yHKuMs OT X HOCTHra ToyHata CH JIO/Ha
(a cremoBaTenHo M TOYHAaTa CH rOpHa) rpaHMla H Heka F(x) e eluH HeHy-
JieB NMO3HTHBEH (QyHKUHOHAJ, Aedunupan Hajg X. OueBupno F(1) > 0, 3aworo
B NpoTHBeH cayuaii, ako F(1) =0, nopann orpaHuyeHOCTTa Ha BCAKAa (QYHK-
UMt OT X 1sixa Aa ca B CHJa HepaBeHCTBATa

—co<Zl = infx(f) < x(t) < sup x(f) = M<oo
tel teT

H CJel0BaTEJNHO

M C/leJIOBaTENHO MOpaiH MO3WTHBHOCTTA Ha F(x) GHXMe HManH
0=IF(1) = F(l) < F(x) < F(L) = LF(1) = 0,

orraeto 6u cnexBano, ue F(x) e HyJeBHAT (PyHKLHOHAJ.
Ako x(f) >0, To oueBunHo inf x(f) > 0, 3amoto uHaue 6u caepBaso, e
teT

x(t) ce anyaupa 3a Hsakoe f{. B takbB cayuail

x(t)—1=0
3a BCAKO [ M CJeJI0BATEJHO

F(x) = F(l) = IF(1)> 0.

[NocnenHoTo HepaBeHCTBO HH yuH, 4ye F(x) e cbiuecTBeHO MO3HTHBEH (YHK-
uuoHan. C ToBa H JOCTAaTBYHOCTTA € YCTaHOBEHa.

l'opnara Teopema HH JnaBa HeOOXOZHWMO M JOCTATBYHO YCJAOBHE 33 CbB-
najaHe Ha HEHYJIEBHTE INO3HTHBHM M CHUIECTBEHO MO3HTHBHH (DYHKLHOHANH
B CJyuasi, KOraTo NMpPOCTPaHCTBOTO X e CCTAaBeHO OT OrpaHHYeHH (YHKLHH.
[To-nony e pameM eIHO NOCTaThYHO YC/NOBHE 3a CbBMaZlaHe HA HEHYJEBHTE
MO3HTHBHH M CDBILECTBEHO MO3HTHBHH (DYHKIHOHANH, NMPH KOETO H3HCKBAHETO
3a orpaHuyeHocT Ha (QyHKUuHTe OT X wle 3ameHuM c apyro. llle nokaxem
MMEHHO CJejHaTa

TeopeMa. AkO NMpOH3BEeNEHHETO H YACTHOTO Ha BCeKH JBe
byukuunor X npuHannexar nak Ha X( pasbupace, npH ycao-
BHE Y€ 3HAMEHAaTeNAT HAa YACTHOTO He Ce AHYJIHPaA), TO BCEKH
HeHYy/neB NO3HTHBEeH QYHKUHOHAN € CHBUIECTBEHO NO3HTHBEH.

Lokxasameacmso. Jla o3nauum c F(X) eanH HeHy/neB NO3HTHBeH (yHK-
uuonan. Jlecho ce BHxna, ye F(1) > 0. Hauctuua, ako F(1)=0, To oT Hepa-
BEHCTBOTO

(x(t) + 2y = 0),
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KOETO € H3M'bJHEHO MPH BCAKO @ M BCKO x(f)¢ X, caenaBa, ye uie e B cHaa
HepaBeHCTBOTO

0 < F((x 4+ a)?) = F(x?) + 2aF(x) + a®F(1) = F(x?) + 2a F(x).

(Heka orGenexum, ue (x(f) 4 a)>€ X cbraacho ¢ npeinosoXeHHETO Ha Teo-
pemata.) TBit KaTo MOCNeRHOTO HepaBEHCTBO TPsiGBa Na € B CHJA 33 BCAKO
a, TO fiCHO e, dye Tpsi6Ba ma umame F(x)=0 npu Bcako x(f)€ X, koeto uie
peue, ue F(x) e HyneBuAT (YHKUHOHAJ, a TOBa NPOTHBOpeYH Ha u3bopa Ha
F(x). U it F(1)> 0.

Ha nonyceem cera, ye F(x) He e CblIeCTBEHO MO3WTHREH H Heka X, (£)>0
e TakaBa QyHkums, 3a kosato F(x;) =0. Pasrnexname ¢ynkuuonana

Fy(x)= F(x.x,).
OueBugHo Fi(x) e anHeeH nmo3uThBeH (ynkuuowan. Ho Tbit kaTo
Fi(1) = F(x;)=0,

10 Fi(x) e ThxnecTBeHO Hyaa 3a Bcako x(f) ot X. OTTyk odaue cnenBa, ye
U F(x) e HyneBHAT (DYHKIIMOHAJ, KaKTO Ce BHXJa OT PaBEHCTBala

x x
F(x) = F(-)—C; xl) _F, (71) ~0.
(Tyk w3nonsysame 06CTOATENCTBOTO, ue -)—):%6/\/ 3aeaio c x(f) u x(£).)
1 (¢

npOTHBOPC‘lHeTO, A0 KOeTO JOCTHrHaxmMe, JO0Ka3Ba BEPDHOCTTA HA 1€opeMara.

4. Tyk me copmyaupame jaBe HenocCpefCTBeHH CJCACTBHA OT TOPHHTe
TeOpeMH, Ha YHHTO J10KA3aTeJACTBA He Ille Ce clupame.

Hexka X e npocTpaHCTBOTO OT BCHYKH peaJsiH{, OrPaHHueHH 1 HelNpeKbC
HaTH (QYHKUMH Xx(4,7) HA ABeTe MPOMEHJHBH U 4 v, ¢ 06ila Ne(pUHHLHOHHA
obaact R. [lpu Te3u yclOBHSI OT rOPHHTE TeOpeMH CJelBa, e 3a 1a CbBMa-
nat daBapoBHTE M HeHYJeBHTE NO3WTHBHH (YHKUHOHaNH, Jeuunpain Han X,
He0OX0JMMO H JOCTaTbYHO € A Ja e CBbp3aHa, 3aTBOpPeHa H OrpaHHyeHa
CBbBKYIMHOCT.

Ako X o03HayaBa MNpPOCTPAHCTBOTO OT BCHYKH peaNHH HeNpeKbCHaTH
¢yukuuy, neduuupand B R, TO 3a na cbBnapat PaBapoBHTE H HeHYJ/eBHTe
NO3UTHBHH (DYHKIIHOHANH, HEOOXONMMO H JOCTaThuHO € R n1a e cBbp3aHa.

[Mocmanuaa na 20. 111, 1960 ..
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3ABUCHMOCTb MEXIY $ABAPOBbIMHU H [10JIOXXUTEJIbHBIMHU
¢YHKLUHMOHAJIAMH*

B. Hakanos

PE3IOME

B cBoeii paGote [1] 2K. daBap paccmarpuBaeT K KJaacC JHHEAHBIX (YHK-
1IHOHaNoB F(x), AePHHHPOBAHHBIX HaJ JHHEHHBLIM NPOCTPAHCTBOM X, COCTOSs-
eM M3 peaJbHBLIX MOJNHHOMOB X(f) nepemenHoid f. [lyctb 4 o3HayaeT OAHH
KpafHuil uaH GeCKOHeuHBIi NMPOMEXYTOK, COAEPKALIMH Te M3 CBOMX OKOHuYa-
HHA, KOTOpLIe SABJISIOTCA KPaHHHMH uHcaaMH. PYHKIHOHANB Knacca K MOXHO
OXapaKTepH30BaTh CJeNYIOIHMH ABYMsl CBOHCTBaMH: a) ecau F(x) sBasercs
onHUM H3 (yHKUHOHaNO0B Kaacca K M X, = X,({) NONMHOMOM B NPOCTPAHCTBE
X, nas xotoporo F(x,)=0, To X,(f) o6namaer no kpaiiHeii Mepe OAHMM HY-
neM B A; 6) F(1) >0 nna Bcex (yHKuMOHaNoB M3 K.

B cBoeit BhieynomsiHyTol paborte daBap nOkasblBaeT, YTO OnpeneseH-
HBli TakuM cnocoOom kJacc 2 (PYHKUHOHAJIOB, KOTOPHE IJS KPaTKOCTH Mbl
Oynem HasbiBaTh (DaBapoOBLIMH, COBMANaeT C KJACCOM NOJOXHMTEJBbHHX B TPO-
MeXyTke 4 (YyHKIHOHANOB, Ae(HHHPOBaHHBLIX Hax npoctpancTBoM X. [lpu
nomowin TeopeM [aycmopga, CruabTiteca u [ambyprepa serko y6eauThbcs,
YTO KaX bl (YHKIHOHAJ, yNLOBJAETBOPAIOUIMA 0O0HM YyCJOBHAM a) H 6) aBas-
eTcs ,MOMEHTHBIM (PYHKIHOHANOM®, T. €. CYILeCTBYeT BO3pacraiolias (QyHK-
uMs ¢ mo kpafiHeil mMepe OLHOH TOYKOH pocta a(f) B NpomexyTke A TaK, 4TO

F(x) monxHo o6aanaTh HHTErpajbHLIM npeacTaBiaeHueM F(x) =f x(f)da(t).

a4
B Goarapckom TekcTe HacTosiled paboThl HCCAeNYyeTCH CBSi3b MeXAY

(aBapOBLIMH H NOJNOXHTENbHBIMH (D YHKIHOHaNaMH, Ae(QHHHPOBaHHbIMH HaX
JMHEeHHLIM MPOCTPaHCTBOM H3 peatbHbix ¢yHkuuu. [Ipu 3TOM B CHae ocra-
I0TCA CAeAyIOLMe onpefeneHHs U 0603HaYeHHs :

[Tyctb X o6o3HauaeT JHHEHOe NPOCTPAHCTBO M3 peatbHBIX (QYHKIHI
x(f) napameTpoMm £, mpoGeraioinM BCe 3JeMEHTHl OJHOH He MyCTOH COBOKYyMN-
Hoctu 7. [lpennonaraem, xpome Toro, uro KoHctaura x(f) =1, paccmarpupa-
eMas kak (YHKUHMA !, npuHagnexut X.

Jlunefinbiii  pynxuuonan F(x) Ha3biBaetcs (aBapoBbiM (DYHKLHOHAJIOM,
ecnu M3 paseHcTBa F(x) = 0 Bcerna crenyeT CyuecTBOBaHHE OLHOro 3Haue-
HHA I, mapameTpom f, nns Kotoporo umeercs Xx(f,) = 0. Beuay Toro, uto
F(1)¥F0, Mb MoxeM HoOpMHpOBaTb (aBapoBble (DYHKUHOHANBLI YCJIOBHEM
F(1)>0.

Kak o6GrikHOBeHHO, MMHERHBIH (YHKUMOHaN, AepnHHPOBaHHBIA Haln X, Ha-
3blBaeTCs MOJIOXHUTEJbHbIM, KOraa H3 HepaBencTBa Xx(£) = 0 mas kaxporo £¢7T
BCeraa BhHITeKaeT HepaBeHCTBO F(x)= 0. [lpu aTom, ecan u3 x(f) >0 ans
kaxgoro £¢7 cnepyer crporoe HepaBeHcTBO F(x) > (), To F(x) HasbiBaercs
CYLECTBEHHO M0JIOXHTENbHBIM.

* C H3BECTHLIMH JONOJHCHHAMHM HAcTOAINAsk paboTa COCTABAACT YaCT AHCCEPTAaUMM aBTOpa,
paspaGotanHoi noa pykopoacTBom npod. A-p 5. Taramauukoro.
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dyukuus x(f) ynoenetsopsier ycaosuio [laply, ecan oHa obGnanaer che-
nywouwnm cBoiictBoM: U3 x(f,) >0 u x(f,)<0 Bcerma cnenyeTt cyliecTBoBaHHe
no KpaiHed Mepe ONHOro 3HaueHHs f; aprymeHta f, IJs KOTOPOrO HMeeTCs
Xx(¢5) = 0. IlpoctpanctBo X ynosnersopsieT ycaosuio Jlap6y, Kkorma kaxnaas
ero QyHKUHA YIOBNETBOPSIET 3TOMY YCJOBHIO.

JlokasbiBalOTCs caefyiollHe TeopeMbl:

1. Kaxnbiit (aBapoBbifi QyHKIHOHAN SIBNSETCSI BMECTe C TeM H MOJIOXH-
TeJbHLIM.

2) Heo6xonuMbiM H IOCTaTOYHbIM YCJNOBHEM MJis TOro, 4ToObl Ka Il
CYILECTBEHHO MOJNOXHTEAbHBIA (yHKLUHOHAN Obla Gbl (haBapOBHIM, TO, YTO NMPO-
CTpaHCTBO X MIO/MAKHO YAOBJETBOPATH YycJaOBHIO lapOy.

3) Ecan npocTpaHcTBO X COCTOMT H3 OTrpaHHYeHHBIX (YHKUHH, TO ANS
TOr0, 4TOOB KaXKNblii MOJOXHTENbHbIH (Pa3MHyHbIi OT HYJeBoro) (yHKIHOHAN
OBl CYLECTBEHHO MOJIOXHTEJbHbIM, HEOOXOLHMO W HNOCTaTOYHO, YTOOBI KaX-
nas Gynkuus X NOXOJHNAa TOYHO IO CBOeH HHXHeH, (a CJlen0BaTeNbHO H IO
cBOeH TOYHOH BepXHeH) rpaHHIbL.

4) Ecau npou3seneHue u yacTHOe (3HaMeHaTeJb KOTOPOro He aHHYJAHpY-
eTcd) KaXabX ABYX (QYHKUMI X NpUHAaLJeXHT X, TO KaXAb{ pPa3auuHBi OT
HYJIeBOrO MONOXHTeNbHbIH (YHKIHOHAA SABNAETCH CYIECTBEHHO MNOJQXH-
TeJIbHLIM.

BhilenpHBe ieHHble TEOpPeMbl HIMIOCTPHPYIOTCH NPHMEPaMH.

ZUSAMMENHANG ZWISCHEN FAVARDSCHEN UND POSITIVEN
FUNKTIONALEN*

V. Tchakaloff

ZUSAMMENFASSUNG

In seiner Arbeit [1] betrachtet J. Favard eine Klasse K linearer Funk-
tionale {F(x)} iiber den Linearraum X, der aus simtlichen reelen Polynome
x(t) einer reellen Verdnderlichen ¢ besteht. Es bedeute / ein (endliches oder
unendliches) Intervall, welches als abgeschlossen vorausgesetzt wird in dem
Sinne, dal jeder endliche Grenzpunkt von . zu 4 angehdren soll. Die
Funktionale der Klasse K lassen sich durch folgende zwei Eigenschaften
charakterisieren: a) ist F(x) ein Funktional der Klasse K und x, = x,(f)
ein Polynom des Raumes X fiir welches F(x,)=0, so besitzt x,(f) mindestens
eine Nullstelle in 4; b) es ist F(1) > 0 fiir jedes Funktional von K J. Fa-
vard hat nun in seiner zitierten Arbeit bewiesen, dafl die so definierte
Funktionalklasse K, die wir kurz Favardsche Funktionalklasse nennen
wollen, mit der Klasse der im Intervall positiven Funktionale iiber den Funk-
tionenraum X iibereinstimmt. Durch Anwendung bekannter Sitze der Mo-
mententheorie von Stieltjes, Hamburger und Hausdorff schliefit er, dafl jedes

* Diese Arbeit stellt einen mit einigen Ergdnzungen verschenen Auszug aus meiner
Dissertation unter der Leitung von Professor Dr. I. Tagamlitzki dar.
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den Bedingungen a) und b) geniigende Funktional /(x) ein ,Momentenfunk-
tional“ darstellt, d. h. es gibt eine wachsende nichtkonstante Funktion «(f)
im Intervall /I, so daf} F(x) die Integraldarstellung

F(x) = [xt)da()

zulésst.

Im bulgarischen Text dieser Arbeit wird der Zusammenhang zwischen
den Favardschen und den positiven Funktionalen iiber einen gegebenen linea-
ren Raum reeller Funktionen des Parameters ¢ untersucht. Es werden dabei
folgende Definitionen und Bezeichnungen eingefiihrt.

X bedeutet einen linearen, aus reellen Funktionen x(f) des Parameters ¢
bestehende Raum, wobei ¢ eine gewisse nichtleere Menge 7 von Elementen
durchlduft. Es wird auflerdem vorausgesetzt, dal die Konstante x(f) 1, als
Funktion von ¢ betrachtet, dem Raum X angehort.

Das lineare Funktional F(x) heifit ein Favardschies Funktional, wenn
aus der Gleichung F(x) = 0 stets die Existenz eines Wertes £, des Parame-
ters ¢ folgt, so daBl x({,) =0 ist. Wegen F(1)+0 kann man die Favard-
schen Funktionale derart normieren, da F(1) >0 wird.

Wie iiblich, heiit ein lineares iiber X definiertes Funktional positiv,
wenn aus der Ungleichung x(f) =0 fiir jedes ¢ aus T die Ungleichung
F(x) = 0 folgt; das Funktional F(x) heifit wesentlich positiv falls aus der
schirferen Ungleichung x(¢) >0 fiir jedes f¢7 stets die (ebenfalls schir-
fere) Ungleichung F(x) > 0 folgt.

Die Funktion x(#) geniigt der Darbouxschen Bedingung, wenn
sie folgende Eigenschaft besitzt: Aus x(¢) >0, x(f) <0 folgt stets die
Existenz eines dritten Argumentes ¢3¢ 7, so daB x(¢3) = 0. Der Funktionen-
raum X geniigt der Darbouxschen Bedingung falls jede Funktion von ¢ eine
»Darbouxsche® Funktion ist.

Es werden folgende Sitze bewiesen:

1. Jedes Favardsche Funktional ist wesentlich positiv.

2. Dann und nur dann ist jedes wesentlich positive Funktional iiber den
Funktionenraum X ein Favardsches, wenn dieser Raum der Darbouxschen
Bedingung geniigt.

3. Besteht der Funktionenraum X aus beschrinkten Funktionen, so ist
jedes nicht identisch verschwindende positive Funktional wesentlich positiv
dann und nur dann, wenn jede Funktion x(f) ihre genaue obere (und folg-
lich auch ihre genaue untere) Grenze erreicht.

4. Gehort das Produkt und der Quotient (Division durch Null ausge-
schlossen) zweier beliebigen Funktionen des Raumes X zu demselben Raum,
so ist jedes nicht identisch verschwindende positive Funktional iiber X we-
sentlich positiv.

Die Sdtze 1 bis 4 werden an einige Beispiele spezieller Funktionenrdu-
me erldutert.

6  M3sectns va Marematnyeckus HHCIHTYT, T. V, K. ]
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