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Le développement rapide des machines 2 grande vitesse et & régimes
non uniformes a nettement augmenté dans les derniéres années les exigences
techniques auquellzs doivent satisfaire leurs mécanismes. C'est la cause de la
reprise des études dans le domaine classique de la cinématique des mécanismes,
complétée par l'introduction de notions cinématiques complétement nouvelles,
a noter celles d’accélérations réduites et d’invariants cinématiques.

Dans une série de notes D. Mangéron a introduit la notion d’accéléra-

tion réduite d’ordre supérieur [1], [2], extension naturelle de la notion, deve-
nue classique, d’accélération rédaite ordinaire (d’ordre 1) [3], [4], [5], qui a
€té étudiée en détails peu aprés [6], [7], [8]. Les accélérations réduites ont
trouvé leur justification dans Pétude des enveloppes linéaires des cour-
bes bielles intéressantes pour la synthése des quadrilatéres articulés a
mouvement plan et pour la formation de lalgorithme de leurs équations (9],
dans la synthése de nouveaux conhoidographes et l'analyse des courbes et
surfaces — enveloppantes linéaires [10], [11), [12].
_ Le présent article a pour but, tout en reprenant et précisant les défini-
tions des différentes formes d'accélérations réduites d’ordre quelconque, de
donner une série de théorémes, qui sont des généralisations de théorémes
de la Cinématique pure. Nous explicitons les rapports qui existent entre ces
théorémes et les cas particuliers connus, comblant plusieurs lacunes de la
théorie et faisant les démonstrations de certains théorémes par des méthodes
trés puissantes, explicons les analogies qui existent entre les cas des accélé-
rations ordinaires et ceux qui se présentent dans les généralisations aux
accélérations d’ordre supérieur (réduites ou non).

Tout en respectant les normes de rigueur logique, obligatoires dans tout
€xposé mathématique, nous nous sommes refusés a faire une théorie complé-
tement formalisée, la Cinématique étant en fin de compte destinée aux appli-
cations industrielles. On ne se propose non plus d’exposer toute la théorie
des éléments cinématiques d’ordre supérieur. C’est I'objet d’une monographie
en préparation.

—_—
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Nous allons définir les accélérations réduites.

Définition 1 (Dl). L’accélération réduite au sens large est l'accélé-
ration au point M¢ S, normée moyennant un scalaire, fonction du pseudovec-
teur w — la vitesse de rotation et de ses dérivées par rapport au temps.!

Cette définition, étant parfaitement justifiée au point de vue théorique
et indiquant le caractére exacte au point de vue algébrique de la réduction des
accélérations, n’est pas commode en Cinématique appliquée & cause de sa géné-
ralité. Dans |2 cas ordinaire de la cinématique euclidienne dans I'espace 2
trois dimensions, il est préférable, pour généraliser la notion d’accélération
réduite d’ordre n=1, qui posséde des propriétés essentiellement géométriques,
de prendre pour base la définition suivante:

Définition 2 (D2). L’accélération réduite (simple) d’ordre n et de

type A au point M du solide S, notée af?,, est un vecteur, collinéaire au

vecteur accélération d'ordre n en M et de norme euclidienne égale au rap-
port de la norme de laccélération af) et d’'un scalaire A,—A.(u), dont les

valeurs pour n¢ N sont données par les formules de récurrence:

Avt,=AntwB,, Bn+1=B,—wA,,
A =0 B,=w=¢
A,(1) = (wu)(wu), B,(u)=B,u=wu,
Ay(u)=3(wu)(wu), B,(u) =B, u=(wu)—(wu)(wu),
Ag() = 4(wu)(wu)+3(wu)(wu)—  By(u)= -

—w?(wu)(wu),
Afu)=---

La formule de définition de l'accélération réduite d’orde n et de type A
est alors

1
() J.— 1 { )]
0)) O/ ey af).

Il est évident, d’aprés DI, que plusieurs définitions d’accélération réduite
peuvent étre données. Nous énoncerons encore une, qui donne un nouveau
type de réduction auquel nous trouverons dans la suite le contenu cinéma-
tique, qui est loin d’étre trivial.

Définition 3 (D3). L'accélération réduite (simple) d'ordre n et de
type By (resp. B_) au point M¢ S, notée afj); , est un vecteur colinéaire 2

Paccélération d’ordre n en M et de norme euclidienne égale au produit de

1Par sa nature mathématique le ,vecteur® g n'est nullement un vecteur. C'est un

bivecteur de rang 3, qui intervient dans les calculs soit au moyens de ses coordonnées
covariantes, soit par les coordonnées contravariantes. L’interprétation sous forme de vecteur est
due A la propriété particuliére de I'espace euclidien & trois dimensions o tout bivecteur peut
étre identifié & un vecteur. Pour les détails, voir par exemple Elie Cartan, Legons sur
la géométrie des espaces de Riemann, Paris, Gauthier-Villars, 1937_(1946).
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la norme de al® par le coefficient A% (resp. in), ce dernier étant donné par
Pexpression

1 An +A,,(I.l) t \/(An - An(u»." - 433 (ll)

2 ArA )+ B2 (u)

Les accélérations réduites d’ordre n et de type B, (B-) sont alors
ay,. =129,

Quelques remarques s'imposent.

Remarque 1. Les accélérations réduites (quel que soit leur type et
Pordre) ne different des accélérations que par les normes des vecteurs. Il s'en
suit, que les champs cinématiques des vecteurs — accélérations a™, a(p, ag'_:_

H

ay), sont identiques & un coefficient du champ prés.

Remarque 2. De fait les accélérations réduites, comme [I'indiquent
D2 et D3, sont de trois types A, B4 et B_. On ne parle que des
types A et B, car le signe du radical dans I'expression qui donne les deux
valeurs de i* n'est pas de nature cinématique (il n'a pas une interprétation
cinématique directe). Tandis que le type A est une généralisation directe de
laccélération réduite de iype I dans le mouvement plan, il n’en est plus de
méme pour le type B. Ce dernier recevra une interprétation étroitement liée
aux propriétés extrémales des accélérations réduites du type A.

Remarque 3. L'accélération réduite d'ordre 1 est

au
A= i (@, u)
L'accéléraffon réduite d’ordre 0 et de type A, si I'on pose A,=1, By=uw et
Ayu)=1, nest pas définie et celle du type B; (B-) est

2+i
0 — —_——
Ayp-=VYmp-="5 Vi

Il est donc tout a fait évident, que le résultat remarquable pour le mouve-
ment plan, ot 'accélération réduite pour n=1 est un objet géométrique (le
rayon vecteur relatif du point M¢S) en ce qui concerne la composante
normale, n'est pas valable dans le mouvement spatial. Quant aux accéléra-
tions réduites d’ordre O (les vitesses réduites) elles n'ont pas de sens au point
de vue cinématique et nous les excluons de cette étude.

Théoreéme 1 (de la distribution des accélérations réduites d'ordre n).
Les accélérations réduites d'ordre n et de type A (resp. B, et B_) sont
des fonctions linéaires des coordonnées de M¢S dans le systéme de réfé-
rence mobile et leur distribulion s’exprime par la formule

(2) ap = a4+ e
oll par _ sont notées les matrices-colonnes des vecteurs et 2,, est une

matrice carrée de dimension nXn, dont les éléments sont détérminés au
moyen de la formule de récurrence
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m,,_“(—(l),,,’T vO‘”ﬁ (1:112’3;_;:0;1)213)
k -1

0!=0, Ol=—-0Ol=r, @B=—0l=p, FP=—0E\=q, wo=piiqg+rh,

divisée par le facteur normeur correspondant au type de réduction de I'accé-
lération. Donc la matrice Q,, ne différe de la matrice de distribution des
éléments cinématiques d’ordre n [14], que par le facteur 1/4,—A,(u) (resp.
par 7 ou A7).

La démonstration du théoréme est manifestement la méme que dans le
cas des accélérations (non réduites), car les champs vectoriels cinématiques
normés ou non ne présentent différence qu'au point de vue norme euclidi-
enne des vecteurs du champs et la distribution étant la méme.!

Pour faciliter les demonstrations des théorémes qui suivent il est trés
utile de définir pour le cas des accélérations réduites la notion de perma-
nence d’une propriété d’'un champ vectoriel cinématique.

Définition 4. Une propriété P du champ cinématique des accéléra-
tions est dite n— A-permanente (resp. n— By-permanente ; n— B._-permanente),
si étant vraie pour n=1 et pour les accélérations non normées, elle est vraie
pour tout n¢ N et pour le champ des accélérations réduites du type A (resp.
du type B,; B_).2

Cette définition serait démunie de sens sans le théoréme suivant, que
donne les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une propriété P soit
n— A-permanente.

Théoréme 2 (de permanence). Une propriété P du champ des accélé-
rations d’ordre n=1 non normées est n—A-permanente (resp. n— B_-per-
manente; n—B — permanente)si et seulement si elle est déduite de la propri-
été du champ d’avoir sa distribution des vecteurs linéaire dans e sens du
théoréme 1, notée P(L).

Ce théoréme est déduit immédiatement du fait qu'un théoréme de ce
type étant vrai pour les accélérations (ordinaires) [14], [15], il est encore vrai
pour les champs des accélérations réduites, puisque au point de vue de
structure (voir D2, D3, Rl et TI) il n’existe pas de différence entre ces champs.
Et le théoréme étant basé sur la propriété P(L), n’est nullement affecté par
cette différence.

Mais la réciproque du théoréme n’est pas vraie.

Corollaire 2.1. Une propriété vraie pour n31 et pour les accéléra-
tions réduites, n'est pas forcément vraie pour les accélérations.

En effet il existe un exemple élémentaire qui confirme C2.1. L’accélé-
ration réduite de type I (qui correspond en quelque sorte au type A) dans le

! Cette situation devient tout a fait naturelle dans I'interprétation des champs vectoriels
cinématiques (champs des vitesse, des accélérations et des accélérations d’ordre supérieur)
comme ensemble des buts d'une application définie sur I’espace mobile et de valeurs dans
'espace des vecteurs euclidlens. Une étude compléte dans ce sens est a paraitre prochai-
nement.

% La notion de n-permanence pour les éléments d’ordre supérieur en Cinématique est
introduite dans [14] ¢t développée dans [15]. C'est I'outil accommod¢ par excellence a I'étude
des analogies cntre champs de différent ordre.
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mouvement plan est un élément géométrique, en ce qui concerne sa compo-
sante normale. 1l n'en est plus de méme pour la composante normale de
accélération a,, qui n'est pas invariante dans un changement du paramétre
temps (¢), différant de la translation.

Du théoréme 2 de permanence on déduit plusieurs propriétés des champs
des accélérations réduites, 3 noter la distribution biaxiale des accélérations
réduites d'or dre n=1, qui n'est plus possible pour n>=2 (propriété démon-
trée pour les accélérations dans [16],[17]), I'identité des centres instantannés
des accélérations pour les quatre champs cinématiques (propriété qui reste
valable pour tout type de réduction des accélérations dans le sens
de DI1), l'existence d’un ellipsoide des accélérations pour tout n et tour sca-
laire, etc.

Définitions 5. Deux droites sont C-conjuguées (cinématiquement
conjuguées) si 'une est déduite de l'autre par une propriété P des éléments
cinématiques.

Cette définition permet de donner plusieurs théorémes et d’éclaircir le
sens de propositions déja énoncées.

Théoréme 3 (des droites C-conjuguées réduites). Le lieu des extré-
mités des accélérations réduites d'ordre n et de type A (resp. de type By,
B_ ou quel que soit le type de réduction dans le sens de DI) des
points M d'une droite D¢ S est une droite D, €S (resp. Dngy, Dng_ OU
autre).

Le théoreme est classique pour les accélérations & n=1 [13],[23]. Etant
déduit de la propriété de distribution linéaire P(L), il est encore vrai pour
tout n¢ N. Comme c’est une propriété de caractére affine, d’aprés T2 elle
est aussi n—A-permanente (resp. n— B-permanente). Donc puisque la droite
existe pour n=1 elle existe pour tout » et pour tout type de réduction du
champ des accélérations.

Une démonstration directe du théoréme! permet d'obtenir la forme ex-
plicite de I'équation de la droite ),,, qui en notations cinématique est

Dag:p=To+uu=-a (M¢D:ry+pu).

On en déduit quelques corollaires, dont les démonstrations, d'ailleur trés
élémentaires, sont omises.
Corollaire 3.1. Les droites ) et J),, sont orthogonales.2

Corollaire 3.2. Les droites ), Dp, Dngy Dnp, €t Dng_ Wont pas des
points communs dans le cas général et pour un choix arbitraire de ).
Corollaire 3.3. Sile centre instantanné des accélérations d’ordre n Q,

appartient a la droite ), les cing droites D, Dy Dan,, Das_ et D, ont
un point commun. C'est, comme il s'en suit des commentaires donnés & pro-
pos de T2 le point Q,. Si le mouvement n'a pas de particularités cinémati-
ques, il est unique.

1Pour un théoréme de méme caractére, voir une démonstration directe et développée
dans [18]. Elle est simplement accommodable pour le cas que nous traitons ci-dessus.

21l n’en est plus de méme pour les autres couples de droites qui peuvent ¢tre for-
mées, au moins dans le cas général,
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Corollaire 3.4. Les cas particuliers d’éléments communs des droites
C-conjuguées a4 ) sont:

(a) La droite ) de verseur u est telle que a;Au 0 (yM¢). Dans
ce cas toutes les droites sont identiques a .

(b) Deux facteurs normeurs sont égaux. Les droites qui leurs corréspon-
dent sont identiques. Soit par exemple 13 =4": on a '7)n8+=7)n8_-

Définition 6. Une croix de Kotelnikov généralisée d’ordre n est un
couple de sous-espaces linéaires de méme dimension de l'espace euclidien 2a
k dimensions en mouvement euclidien, tel que le second sous-espace du
couple soit le lieu des extrémités des vecteurs des éléments cinématiques
d’ordre n+1 (accélérations d’ordre n), réduites dans le sens de D2, des
points de I'espace mobile, qui appartiennet au premier sous-espace du couple.

Les droites conjuguées sont des restrictions de cette définition & I'espace
euclidien A trois dimensions, ou en étant son élargissement, étant liée par
une propriété cinématique plus générale.

Théoréme 4 (des croix de Kotelnikov généralisées). Les accélérations
réduites d’ordre n et d’un type déterminé des points M; de la droite D ¢S
en mouvement spatial général appartiennent 4 une croix de Kotelnikov gé-
néralisée au sens de DS.

Corollaire 4.1. Chaque type de réduction du champ des accélérations
d’un certain ordre détermine une croix de Kotelnikov, qui sera noté K7, I'in-
dice supérieur étant celui de I'ordre de la croix et I'indice inférieur — du type de
réduction (dans les cas que nous traitons J=By, B_, A). Les croix de Ko-
telnikov généralisées K7, Kg+ et K3 ne sont identiques qu’en cas de par-
ticularités cinématiques du mouvement.

Corollaire 4.2. Les croix de Kotelnikov K7 dans le mouvement plan

sont deux droites orthogonales de ce plan. Il nexiste que trois type de croix
de Kotelnikov dans le mouvement plan: pour les accélérations réduites de
type I (/=1), pour le type Il (/=II) et pour les accélérations non réduites,
Nous énoncerons trois théorémes sur les droites C-conjuguées.
Théoréme 5 (des deux droites C-conjuguées A-réduites). L’angle com-
plexe déterminé par le couple (), ), ) des droites C-conjuguées A-réduites

dans le sens de T4, présenté sous la forme dite (par abus de language) duale,
est donné par la formule
=0, -d,.w (wWi=0).
Ici nous avons noté par ©, l'angle défini par les verseurs des droites
D et ¥,, et par d, la longueur de la perpendiculaire commune des deux
droites D et 1,
L'expression trigonométrique de T4 est

tg a, =tg @, +d,w(1+tg*e),

ou l'angle @, est donné par la formule

1
_ Mutinlau™r (1= inldy— Anu))
- 1-2,(A, — Ap(u)

tgeo
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La démonstration est assez volumineuse, quoique élémentaire au point de
vue raisonnement mathématique. Comme elle ne donne rien d’intéressant 2
part le résultat ci-dessus, nous ne I'exposons pas.

Théoréme 6 (des compléxes quadratiques C-conjugués). Si un point M¢ S
appartient au complexe quadratique &2, formé des droites 7Xu)¢ S, l'extré-
mité M' du vecteur de l'accélération réduite d’ordre n et de n’importe quel
type de M¢S, appartient au complexe quadratique &% des droites Day,
C-conjuguées J-réduites de D (J=A, By, B-).

La démonstration découle immédiatement de D5 et T3. L'intérét prin-
cipal de T6 est qu'on introduit un objet géométrique, qui étant formé d'élé-
ments linéaires n'est pas un hyperplan, dans un calcul cinématique et son
élément C-conjugué est un objet géométrique de méme espéce.

Les droites des complexes &'2 et &2, C-conjuguées forment des an-
gles, qui dépendent en général des verseurs de la droite ) du complexe
de base éﬁ, ce qui met en évidence l'intérét, que présente le théoréme
suivant.

Théoréme 7 (d’isogonalité). Si deux droites 2 et 9),, appartiennent
aux complexes C-conjugués A-réduits &2 et &2, oi le complexe &2 est
formé par les droites ) (u) dont les verseurs satisfont 4 I'équation algébri-
que, provenante des formules de récurrence de D2

An(u)=0,

langle ©, défini par leurs verseurs u, ot u,, est indépendant des verseurs
eux-mémes et est une fonction des éléments cinématiques angulaires (le vec-
teur rotation et ses dérivées)

. (n)
CoS yp=f(w, @, ..., ).

En effet, si dans le théoréme 5 on remplace la condition de définition
des complexes &2 et &3,: A(u)=0, les conditions du théoréme 7 sont
accomplies et le résultat des formules du théoréme 5 démontre le théoréme 7.

Il n’en est plus de méme évidemment pour la distance de la perpendi-
culaire commune au deux droites C-conjuguées du couple &7 et 52, — dn
Elle est fonction des verseurs u, et uy, des droites en question.

Théoréme 8 (des propriétés extrémales). Les accélérations réduites
d’ordre n et de type A possédent des proporiétés extrémales. (Ils existent
des points A valeurs extrémales de I'accélération réduite.)

Démonstration. Soit

ty= rM0+:ulu] -{-,u,u, (UIUQ = 0, u3+u2 = ])'

I'équation du plan (P) invariablement lié au solide S en mouvement spatial
général. Le lieu des points — extrémités des vecteurs-accélérations d'ordre n
a{) normés par un facteur de réduction dans le sens de DI, est le plan (Pp),

dont I'équation est
rll‘M= rm—{-ylul + ﬁlgu"f"la(&)
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p, et uy étant des paramétres, u, et u, — des verseurs, tel que u;=u,;Au,
ou encore, vue la définition de afp

4+
Fom=F ot PATES) (Far0 +uqy + pglay).
Mais pour la distribution des accélérations d’ordre n dans le solide S on
a la formule (donnée sous une forme presque identique dans [19])
a‘)ﬁ) = a%})—f- (“ An - Bn A )l’-{- Zwm(cnir):
r— Xt +yuy+2uy,

ol les notations A4, et B, sont d’aprés D2, le vecteur C,; est donné par les
formules de récurrence suivantes

Cry=Cu_y, j-1+DCh-y.;  (j=01,...,n—1; n=1,2,..)
Cm:U, Cn—-! —1 =Bn—l

ot D est l'opérateur différentiel absolu D‘-_dt wA ... Et encore

A,,.‘x_] =A',,—,1'UB,,, B,,.;.l—"—‘B,,*-UA,,.

Etant donn¢ le plan (P), la tangente trigonométrique de I'angle défini
par les vecteurs unitaires normaux aux plans (P) et son correspendant (P,),
atteint un extrémum pour les deux valeurs du paramétre %, données par
I'expression

L Ant Ay 2[4, - Ay (ugF—4B2(ug)
4:1,;."= n F ALK [ (3]___1’ 3=u1/\l12
A An(uq)+B (u3)

solutions de I'équation algébrique du second degré!
12(.4,, . An(uﬂ)'f‘ B,zz(u'])) —i.(A,,-}-A,,(U;;))*Z- 1=0.

A la fois on obtient les valeurs de i pour lesquelles la dite propriété
extrémale se manifeste et on démontre la propriété elle-méme, puisque des
valeurs de 1 qui la satisfont existent et sont réelles.

Corollaire 8.1. A chaque plan (P)¢S correspondent deux plans (P})

et (Pn), qui ont les propriétés extrémales. Leurs équations sont
(P)  Fpp==T g0t gty +pgllg-+ 131ty
(PH) i~ [yt iU+ aglia+ wally -+t (@t =2+aD),
(P;) £y =T o -2y + a0l pug -2 (@)= —i-al).

Ces plans possédent deux propriétés essentielles, que nous allons formu-
ler dans les théorémes suivants.

1 Cette ¢quation est obtenue en dérivant la tangente trigonométrique de l'angle formé
par les normales des plans (P) et (P,) et en 'annulant. Les calculs, qui ne présentent aucun
intérét sont omis.
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Théoréme 9 (des croix de Kotelnikov des plans extrémaux). Les plans
(P) et (P7) (resp. (P) et (P;)), définis dans le théoréme 8 et dans C8.I,

forment une croix de Kotelnikov au sens de la définition 6,
La démonstration découle immédiatement de la définition méme des
croix de Kotelnikov généralisées et de celle des plans considérés.
Théoréme 10. Le triedre défini par le triplet de plans (P, PF, P;)

est un triédre orthogonal pour tout n¢N.
Cette propriété découle du fait, que les plans (P}) et (P,) sont formés

par les droites C-conjuguées A-réduites, qui d’apreés T3 et C3.1. sont orthogo-
nales pour tout A(u). Les plans (P}) et (P,) ne sont que des cas particu-

liers, obtenus pour des valeurs particuliéres de A(u) ou plus précisément de
A,—An(u), donc elles satisfont 2 C3.1. Comme les deux plans en question
sont distincts (la racine de I'équation du second degré n’étant pas supposée
double), il s’en suit que v(P).v(P)=0, V(P).v(P,) =0, PHAVP)F0(v*=1)
d’'olt V(PP v(P)=+1.

Dans le cas tout a fait particulier d’'une racine double, le triédre en ques-
tion dans le théoréme n'est pas défini.

Certaines remarques s'imposent.

Les théorémes ci-présents sont des généralisations de théorémes plus
ou moins connus dans.le mouvement plan ou de certains mouvements spa-
tiaux particuliers. Le caractére nettement appliqué des cas élémentaires pour
Panalyse et la synthése des mécanismes justifie les généralisations en question.

La majorité des notions et propositions, que nous venons d’énoncer et
de démontrer sont & généraliser dans la Cinématique des euclidiens a p
dimensions (p>3). Le probléme de la possibilité de pareille généralisation
ainsi que la généralisation elle-méme paraitra prochainement pour compléter
cette étude, quelques essais dans ce domaine étant déja publié [20], [21], [22].
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