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Hexa D e npoussonsa orpasnuesa obaact or C' u c¢D. CL(D; ?)
03HayasaMe MHOXECTBOTO Ha BCHYKH aHANMTHYHH (PYHKUMH f(Z), peryaspHu H

enHo3HayHH B [), KOHTO ylOBAETBOPsiBAT YCAOBHETO f(¢)=1. PyHkuuata Ha
Beprmau [1] Kp(r,2) 3a o6aactta D B Toukata (- ce Onpenens OT paBeH-
CTBOTO

(1) {Kple, Oyt =int If 2, f(2)e LD; 0),

Kbieto f 2= [ f 1£(2) 2 do.
D

Ila o3nauum ¢ E(D) MHO#eCTBOTO Ha BCHYKH TOUKH (€ D, KOHTO npH-
TeXaBaT CBOHCTBOTO: KakBaTe M Aa e QyHkuusta f(2) ot L(D; (), Bunaru
f13=W(D), kvpetro V(D) e nuuero na o6nactra D.

B [2] ca nokasann cnenHuTe TBBPICHHS :

Teopema 1. Heo6x0n1HMO W 10CTAaTBYHO YCJAOBHe ToukaTta [ oT [ na

HpuHaniexn na Muoxectsoto E(D) ¢ K¢, 0)={V(D)}~

Teopema 2. Ako D e orpaHHyeHa M enHOCBBbp3aHa obaact ot C!' n
aK0 MHOxecTBOTO E£(D) cbabpxa NnoHe elHa TOYKa {, TO D € KPBr C LIEHTBP
Toukara ¢ u E(D) ce cbcTOM caMO OT TOYKara (.

[To TakbB Haumn MHOXecTBoTO E(D) xapakTepusupa onpeieieH BHI
OGnactu ot C!. Tyk Ile ce cnpeM Ha eaHO 0606IleHHe HA TeopeMuTe | M 2,
Korato B ocHoBaTa Ha pasraexaaHHaTa crou He KaacwT L(D; ¢), a enun
no-o6ny kaac.

Ila o3nauum c L,(D; -) MHOXECTBOTO Ha BCHUKH QYHKIMH f(2), peryaspHH
" enHO3HayHlt B D (3aenHO CbC CBOMTE NBPBH 7 NPOH3BOJHH), TaKHBa, 4e

(2) fO=f@Q)="=fr=)=0, fr()=1.
BbBexname caepnns (yuxunonan, nepunnpan Bupxy Ln(D; ¢):
: r f2) 2

"D
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[Mo-HataTbk ¢ E,(D) o3HayuaBaMe MHOXECTBOTO Ha BCHYKH TOYKH (€ [, KOWUTO
MMaT CBOMCTBOTO: KakBaTo M Aa e O¢yukuusra f(2)¢ L,(D; ), Bunaru

(4) I(f)= V(D).

B TakbB cayuait B cuJa e cielHaTa TeopeMa,aHaJor Ha Teopema?2:
Teopema 3. Ako D e orpanuyeHa enHocBbp3aHa o6aact ot C! U ako
E. (D) cbabppka nose exasa Toyka L, To D e xpbr c ueutsp ¢ H E (D) ce
CBCTOH CaMO OT TOYKara (.
Loxazameacmso. llle ycranosum, uye ot ¢ E, (D) caemBa (<E(D).

Hauctuna na momycuem, 4e ¢ E(D). ToBa o3HayaBa, 4e CbIIECTBYBa (yHK-
uia  og(2), @u)=1, Ho @y V(D). Tlonarame fo(2)=inl,(2—§)"%(2)-

[Mocnennata QyHkuua oueBHAHO npuHapnexu Ha L,(D;r). 3a Hew e B cHaa
L(fo)=, 70 . 5< V(D), xoeto e neBb3M0OXKHO. KaTo KOMOHHIPaMe NOJYYEHHs pe-

3yJaTar ¢ TeopeMa 2, 3aknioyaBame, ye [ e KPBr C LEHTBP (.

[lpu HanpaBeHoTo o0606uieHHe HHe H3MeHHxMe Jeduuunuara Ha E(D).
HyxHo Gewe u ma npomenum ¢yniuuoHana | f 2. Cera we paazem Apyro
obobulenre Ha TeopeMHTe | H 2, NpH KOETO HIMA Ja Ceé HAMOXH Ja BbBeleM
HOB (QDyHKIIHOHAJ.

Hexa D e orpannyena obnact or C', ;¢ u Heka pa3rnename (yHk-
uuute f(2) ot L,(D; ). O3nauaBame

1p()=int 3, ()¢ LoD 2

HMssectHo e [l], ue TO3M uHDHUMYM MOXKe na ce H3pa3H C NOMOLITA Ha

Kp(s,¢) v Helinure yacTHH npousBoiHd. OcBEH TOBAa JECHO C€ YCTAaHOBSBA,
ye 32 4d: z—(¢| <R e HM3MbJIHEHO

2(n+1)
(5) Aa(g)= inf |g]?% = (:f)??(n+l—.
gEL(450) ' )

2__: "
[Tpu ToBa MHOHUMYMBT ce mOoCTHra 3a (QyHKUHATA go(z)=(~,—l-,—-)<
Jla acouurpame c npousBoaHaTa orpaHHyesa o6aact [ u ¢ BcsKa HelHa

TOYKA [ YHCI0TG R(:) H obaactra A(f), onpenesneHH OT

(6) R(t)=max z—; , 2¢ CI\ D,
(7) Q) z—¢ <R()

SicHo e, ye BuHar DC J(¢), kakBaTo H za e Toykara (¢ D.
Osnauasame ¢ £7(D) MHOXeCTBOTO Ha TOYKHTe € [), KOMTO NpHTeXaBaT

CBOMCTBOTO: KakBaTo M nAa e ¢ynkuuara f(2)¢ L, (D; ), umame
J'R2£n+])

s

Kbaero R(;) e nedunupavo ot (6).
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Teopema 4. Heo6xonaumMo M 10CTATHYHO YC/OBHE e€JHA TOYKa (, Aa
npuHannexxu Ha MHoxecrBoto E(D) e

©) Ap(Lo) =R (5o) W(n 1) H(n4- 1)
Lorkasameacmso. Hekae usnbaveno (9). a u3bepeM npousBoJHa QyH-

. nR?(n-}-l) & .
kuus f(2) € L, (D; ¢o). Torasa f %gnb(go)r—imﬁ), T. e. (o€ E, (D).

Heka ¢, ¢ £7(D). Torasa 3a Bcaka ¢ynkuus f(2) € Ly(D; o) ¥ cneuuanso
3a fo(2) ¢ fo % =:4p(c) twe Gbae uanbaueso (8), T. e.

oy ARG
(10) Ao(Eo) = 6y png) -

Cera 111€ IIoOKa)KeM, ye Korarto € NPOHM3BOJIHA TOYKAa OT D, B CHJA ¢

s nR?(IH— l)(:)
() (0= i)

Haucruua, xorato ;¢ D, nopanu DC.I(¢) umame
(12) Ap(E)= A ()

Ot (5) u (12) namupame (11). Hepasenctsoro (11) 3a ¢=¢, u (10) nasar (9).
Teopema 5. Ako D e orpannyera obaact, 3a KOATO ce 3Hae, ye £7(D)
CbIbpka NMOHe eaHa Touka ;, To D cbBnama c () (4(¢): z—¢ <R() u
OCBeH TOBa MHOXecTBOTO E)(D) ce cbcTOM caMo OT TOYKaTa (.
) . ﬂR‘z(n-T"]‘(:) .
Lorasame.icmso. Ilo Teopema 4 B cHaa e AD(;)-—-WQ)—. Karo
B3emeM npea BuA (5), Hamupame ip(f)=is(). OT TOBa paBeHCTBO H OT
o6crositenctBoto, ye DCA(F), cnensa, ue D= A(¢).

flcho e, ye MHOMecTBOTO E’(D) ce chcToM camo OT ToukaTa (. ToBa ce
BHXZa oT H3pasa (5).

Hakpas ue ycTaHoBHM eIHO TBBpJeHHe, KOETO NOKa3Ba, Ye MHOXKECTBOTO
E(D), ne¢unnpano B HauanoTO Ha HacTosuata paboTa, XapaKTePH3Hpa CaMoO
Kpbrosere or C!. C apyrd AyMH, ule mokaxem, ye kKorato [) e orpanuuexa
P-cebp3ana obaact, p=2, MHoxectBoTo £(D) e npasHo.

Heka D e orpaunuena p-cebpsana obaact ot C!, p~ 2. O3nayaBame ¢
Dy, D, .. , D, xoMnoHeHTHTe Ha zaonbaHeHuero Ha [, kato D, co. Hage-

CTHO e, ue ¢yHkuuure 1, 27,

—ym=1,2,3,...,»=2,3,..., p,o6pasyBar

(2—a, )
3aTtBopeHa B [ oprorosanHa cucrema oT (yukuud. Tyk a, ca NpPOM3BONHH
TOYKH OoT D, H a;= .

Hexka o6nactra ) e noauMHeHa Ha CJ€HOTO JONBJAHHTENHO Mpef-
NONOXKeHHe :

A) BCHYKH NONBAHHTENHH KOHTHHYYMH D, Ha D cbABpKAT noHe enHa
BBbTPELIHA TOYKa.

Ha cuutame, ye cme H36panu a, BbTpewHa 3a D,. C nomouwra Ha OpTO-
HOopMHpamus npouec wa LLIMHAT OT ropHata cHcreMa (YHKLUHH MNOJyyaBaMe
OpPTOHOpMHpaHAaTa CHCTEMa
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Pim(D)=Cym2™, m=0,1,2,...,

(13)

@y m(2) Lo V=23, pym=1,2,

Tz a)

KBAETO KOe(HUHEHTHTE C,, Ca NOAGDaHH TaKa, ye

(14) f f Com(2)pui(2) A=,y
D

MpH NPOM3BOJAHA JBOHKA ecTecTBeHH uucaa (r, u), 1<», u- p. Vuterpanure
(14) moxem na o6padyBame Onaronapenue Ha A). Creunanto 3a q,q(2) umame
Pro 2’D-‘—' coPV(D)=1, 7. e.

(15) ey 2={ V(D).

Teopema 6. Ako D e orpanuyeHa p-cebp3ata o6aacT, p ~2, KOATO
YZI0BAETBOPABa YycaoBHeTO A), T0 E(D)= &.
Loxasame.icmgo. O6pasysame Kp(z, ©)

p - p =
-y v . C Y . Wl v 1 1
-/\d —\ 7 "”’(z)q‘y""(“) = Cio .l Cim J(z:)m .:. : Com 2 m T m"*
v==1 m=0 me=-1 y—=2 m=l (2—11’) (‘—"y)

Ila u36epem npoussoano B D). Hamupame

0

oo P
Kot, = VION=' X cpnelemy I _5m

m=1 y=2m=1 S74¢ 7

OrTyk caenpa

(16)  Kp(t, I>{VID) 4+ 1w 212 2> (VD) '+ ¢, 2 ¢ %
m=:1

a9

KbaeTo ¢ *={ z {}-"
Ot (16) npu BcAko  10.71yYyaBaMe OKOHYATEJHO

(17) Kp(& O)HAV(D)}

Coernacio teopema | ToBa o3HayaBa, ye E(D)=#.

[Mpeacror na 0606iMM nNOJyyeHHs: pe3yaTaT M 3a TakuBa obaactH, 3a
KOMTO He € B CHJa ycJ0BHeTO A).

Teopema 7. Heka D e npou3BosHA OrpaHHYeHa p-cR’hp3ana ob.acrt,
p 2. Torasa E(D) ¢&.

lokaszameacmeo. 3a o6Gaactta [) ca BB3MOXKHM 1BA CaAyyas: HJIH e
H3nbaIHeHo A) ¥ ToraBa HmaMe TevpeMma 6, HJIl He e B CHNA ycnOBHeTo A);
T. €. C’blUeCTBYBa NOMbJAHHTENEH KOHTHHYYM, Hanpumep [, KOHTO He C'bAbpxKa
BbTPelIHH TOYkHd. O3HauaBaMe nerosata rpaiudna c /', u o6pasysame obaac-
tute (, MO ClelHUs HauyH: 3a Bcako n U, e orpanHyeHa p-cebp3aHa obaacr,
Ha KOATO BCHYKHTE JAOM'BJAHHTEJHH KOHTHHYYMH C H3K/AIOYEHHEe Ha TO3H C
HOMep s cbBRUAzaT ¢ Te3u Ha [D. [paHHYHATA KOMMOHEHTa l“,'j n (G,, CrOTBeTHa
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Ha [, u3bupaMe Taka, ye KOMIIOHEHTAaTa Ha NOMbJAHEHUCTO HA (J,, OrpaHHYeHa
oT 1“!"’, Ia CbhAbpXKa KOMIOHEHTaTa Ha AONbJHeHHeTO Ha (,.;, OrpaHHYeHa or

I'+!, kakto ¥ D,. SIcHO e, ye npu TakbB M360p Ha obnactute U, e Gbaar
B CHJIa

G,.C Gy, G,CD.

Ocsen TOBa we cyurame, ye {G,}> | YAOBJIETBOPSABA YCJNOBHETO

U G,=D.
n=1

[lpu BcAko n M npu Bcako [ 3a ob6nactra G, Moxe la ce MPHIOKH
Teopema 6, mo-toyHo (16), cBraacHO KOeTo

(18) Ko (- O>{V(G)Y+ epy 2l
kbaeto ¢f, 2={i z % }~!. OueBunno lim V(G,)=V (D). Crimo Taka lim c? 2

= ¢y, 2 CwraacHo (3], lim Kan(g, £)=Kp(z, ¢). VsBbpiBaiiku Torasa rpannye

npexon B (18), Hamupame Kp(f, )={V(D)}—'+ ¢4y ? ¢ % OTKDBLETO C/lelBa,
ye Kp(t, ¢)>{V(D)}~! 3a Besko ¢£0. CaegoBareano E(D)= &.

Ako =0, c npeaBapHTe/HAa TPaHCJAllHd MOXEM Jia Moay4Yum obaact D*,
KosiTo He cbabpxka 0. [1pu takaBa TpaHcdopmauuss xapaktepbT Ha D HaMa
Na ce M3MEHH W TOraBa MaK lle 3akJIO4HM, ye MBoOxecTBoTOo E(D) e npasuo.

[To TakbB HayHWH € ycTaHOBEHO, 4ye korato [) e NPOH3BOJNHA OrpaHH4eHa
p-cebp3ana obnact, p=2, MHOXecTBoTOo E(D) e npasHo.
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AHAJ/IMTHYHECKASl XAPAKTEPHCTHKA KPYI'OB B KOMITTEKCHOH
[IVIOCKOCTH

HBau PamMmapgauos

Peswo.ue

B stoit pabGorc paccmarpuBaercsi kaacce [,(D; ) dynxuuii f(2) anaau-
THYECKHX B orpanuyensoii obnacty D C' u takux, uto f)(7) 0, »r=0,1,2,...,

n—1 u fU%:) 1, rne¢eD. Beountes Gpyuxunonan_ /,(f) - '/.j‘<n!(;{(_zflﬁ,',j?(i(:) H
D

yepe3 £,(D) 0603HayeHO MHOXECTBO Bcex Touek ¢ [, Ias KOTOPHIX BHINOJ-
HAeTCH cJaeayiollee YCa0BHe: kakoBa 6bl HH Obla QyHkuus f(2)¢ L,(D; 7),
Bceraa /1,(f)~ V(D), ree V(D) — nnowans obnactu D

Teopema 3. Ecau [D-orpannuennass osHocBsiduass obaacth U ecau E,(D)
COAEPXHUT NO KpaiHeH Mepe OIAHY TOuKY (, TO D siBAsieTCH KDYroMm C IleH-
TpoMm B ¢ u E,(D)--{:}.

Tenepb npu noMomu HOpMbl | f g:f{ f(2)? de» BBOMHTCH MHOXECTBO
)

EY(D) Bcex Todek ;¢ D, nas KOTOPHIX BbIMOJHAETCH CJEAYIOLLEe YCJIOBHE :

9 - T \)?(ll-l'])(:)

KakoBa Obl HH Obl1a Qyskuus f(2)¢ L (D7), Bcerna 1 f 2 ETES LS

R()=max z—¢ , z¢ C\D.
Teopema 4. Ilas Toro, utobnl ¢, € E,(D), Heo6x0JHMO H LOCTATOUHO,
YTOObl BBIMOJNHSIOCH PaBEHCTBO

%p(go) = 7R V(go) {(n )(n+ 1)},
rne
Ap(Lo)=int fi, f(2)€La(D; o)

Teopemad. Ecan D — orpannuennas o6nacth ¥ ecii MHoxecTBo £ (D)

COLEPXKHT MO KpaiiHeil Mepe OIHY TOYKY (, TO [D sIBNIeTCs KPYTOM C IIEHTPOM
B, #H E (D)=}

Teopema 6 u TeopeMa 7 OTHOCATCHA K cayyaio, koraa [ — MHOrocBsiuast
obnacth, rae paccmarpupaetrcd kaacce ¢ynxkunit L(D; ) ={f(2): f(:)=1} n
MHoxecTBo Touek E(D)={c¢D: f 2 WV(D)}. IlokasbiBaetcs, uto E(D)= g.
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UNE CARACTERISTIQUE ANALYTIQUE DES CERCLES
DANS LE PLAN COMPLEXE

[van Ramadanov

Résumé

On considere la classe L,(D; ) des fonctions f(2), analytiques dans le
domaine borné¢ D=C' et telles que f0)(¢) =0,r=0,1,2,3,...,n 1et fO(r)=1

ot ¢ D. On introduit I,,(f):ffn!(zf:(_zz),, *dw et on désigne par E,(D)
D

Pensemble des points ¢ D qui ont la propriéié: quelque soit f(2)¢ L (D; ¢
on a toujours /,(f) WD), ou V(D) est Paire de D.

Théoréme 3. Si D est un domaine borné et simplement connexe et
si E4(D) contient au moins un point ¢, alors D est un cercle, ayant pour
centre - et £,(D)=1:}.

Toujours en considérant la classe L,(D;¢), mais en employant la norme

2= {ff(z) 2dwm, on introduit I'ensemble E°(D) des points ¢ D, tels
)

. - ) nR?("'!‘])(;)
que quelque soil f(2)€ L, (D;3), ona [ 2 T
TECNWD.
Théorcme 4. La condition nécessaire el suffisante pour que &, ¢ £,(D)
est:

ol R(:)=max =

Ap(Co) = ARG P (- 1),

oll
lD(CO) = i”f f ‘\20! f(z) G Ln(D ’ fo)

Théoréme 5. Si D est un domaine borné et si £7(D) contient au
moins un point ¢, alors D est un cercle, ayant pour centre ¢ et E£:(D)={¢}.

Les théorémes 6 et 7 se rapportent au cas oit D est un domaine mul-
tiplement connexe et oil I'on considére la classe de fonctions L(D; ¢)={f(2):
f(£)=1} et I'ensemble de points E(D)={-¢D: f %, =V(D)}. On démontre
que dans ce cas E(D)=¢g.

237



	Image00227
	Image00228
	Image00229
	Image00230
	Image00231
	Image00232
	Image00233

