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On sait que la méthode du repére mobile (M. R. M.) due  Elie Cartan
[1, 2] se réfere A I'étude différentielle des surfaces, précisément des variétés
intégrables de dimension maximum d’une distribution involutive d’un espace
homogene. Elle consiste en deux processus, tous les deux ayant caractére
algébrique. Le premier est le prolongement régulier du systéme qui définit
la distribution, par rapport aux pfaffiens indépendants sur la variété étudiée,
en tenant compte des équations de structure du groupe fondamental et aussi
des équations de la distribution donnée. Le second processus de P'algorytme
de Cartan, détermine les ,paramétres secondaires“ correspondants a chaque
étape de la prolongation. Récemment on a montré que la méthode classique
de Cartan a une signification globale dés que le groupe et la distribution
sont définies globalement [12]. ,D’ailleurs, chaque fois quand on part d’un
probléme global et on utilise un processus algébrique — ici le processus de
la prolongation normale d’une algébre extérieure différentielle — les résultats
obtenus ont aussi une signification globale.“ [7],

Si on rénonce 2 lalgorythme de Cartan et on conserve seulement les
prolongements réguliers, on obtient la méthode de M. G. Laptev [9, 10],
laquelle est appliquée avec succés par I'école de Moscou, aux recherches
des distributions involutives des espaces oit opére un pseudogroupe Lie fini
ou infini de transformations. L’auteur, en collaboration ou seul, a étendu
aussi 4 ces cas lalgorythme de Cartan, en lappliquant partiellement [5] ou
entierement [4].

La communication a pour but de montrer comment on élargit la M. R.
M. et ses diverses variantes a 'étude des distributions, définies globalement,
involutives ou non involutives, des espaces d’une G-structure; évidemment
ici la méthode conserve aussi la signification globale.

§ 1. Les conditions d’intégrabilité d’'une G-structure

Soit un variété V, douée d’un D}=GL(n, R)-structure et ses prologe-
ments différentiels successifs V], V2, ..., déterminés par la suite des en-
sembles des pfaffiens définis globalement

* Ja;i: —Roumanie.
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(0) !, !

.
b whyy I= 1,...,n

qui vérifient les équations de structure

(1) dcu’:w’/\w;, dwj.:w"/\(ufh—f—w;?/\wfl, e

Si la D)-structure est quelconque, alors (1,) est remplacée par
. S B

(2) dw’ =(0’/\(1)j.—f—-—2— T}kcu’/\m",

toutes les autres ayant la méme forme. Si I'on considére (0) et (1) (mod o)
on obtient précisément les formes invariantes et les équations de structure
des groupes D!, D, ... Ici les seules conditions d'intégrabilité sont w"Aw*
Aof ,.=0 6, 10].

Soit un sousgroupe Lie d'ordre r, GC D!, ayant v« =w«(mod o) —
comme formes de definition et n*=w+(mod «f, w*) comme formes invariantes
qui vérifient les équations de structure

1
3) dne== C4 af An

alors nous avons

(4) Z;}:CEI.ZE 4+Clwy, a=n+1,...,n+n2—r;
a=n+n?—r+1,..., n4-n

Si les coefficients C sont constants pour tous les points x¢ V, et aussi

[C! ]} matrice du rang r, les éléments de laquelle -sont des solutions du

systéme

(5) C2/Cin—Ch/Clr=ClsCys,

alors sur V, sera définie globalement la G-structure B=E(V, G); la va-

riété B et ses prolongements normaux successifs B!, B? ... sont donnés par

la suite des ensembles des formes o', w", w=,... qui vérifient les suivantes
de structure [4, 11]:

i 1 A P .
do' = Cjr o/ A+ Cj.0’ Aw®,

1

6) dws =1 Cs P Aw'+ CYaf A+ L Ciof A+ Cpo 0/ Aoy,
2 2 1

2 — C%P1 O T “ w/w™2
dw Cﬂlw Ao+ —!—Cjazww oo

Nous nous proposons d'établir les conditions d’intégrabilité de la G-
structure concernant les premiéres deux étapes; on utilisera la notation
dC.=C ja/+C. ,w*+ --- pour les dérivées pfaifiennes des coefficients.

En différentiant extérieurement (6,) et en tenant compte de (6), on
obtient hors de (5), les suivantes formules d’intégrabilité :

@) CitnCia,=0,  Cinsty+ CminCiy+ CarCi =0,
Citat ConCit—Chi;Chia— CpraClia=0.
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D'ici on peut essayer d’énoncer un théoréme d’existence pour les G-struc-
tures, qui aurait un caractére local, parce que, outre d’autres, elles- s’appuie
sur le théoréme fondomental des systémes Pfaff en involution.

En différentiant (6,) et en tenant compte de (6), on obtient encore les
suivantes conditions:

Cs:Cin=0, CiuCj,=0, Cin+CiiCin+ CiuCin+Ci i Ciy=0,
Chy,+ CiinChiu,+ Ci nChi + Ci, Chy=0,
8 Cita,+ Ch nClg— CiyCl w4 Cii. Cin=0,
Chigm+CityCam+ Cig Gy — CinCf,— ConCiiy =0,
Canii+Chyp+ CinCiia — CinChat C,Citlg+ CrsClyt Ciy Ciy=0.

A Tavenir toutes les conditions d’intégrabilité obtenues, c’est-a-dire (5),
(7), (8) seront appelées les formules de Jacobi, parce qu’elles généralisent
les identités bien connues de Jacobi pour les groupes et pseudogroupes
de Lie.

§ 2. La méthode du repére mobile (M. R. M.)

Maintenant nous nous proposons d’esquisser I'étude différentielle des
sousvariétés d’une variéte V, douée d’une G-structure. Nous rappelons pre-
miérement qu’une surface plongée dans V, est 'image d’une représentation
régulitre non dégénérée d’une variété différentiable S, dans V,, ot chaque
voisinage coordonné X (C S, est représenté dans V, par les équations
x'=xt%), a=1,...,p, ayant la matrice [x/(¢)] de rang p partout. En éli-
minant £, on arrive au systéme Pfaff de la forme

9) 60" =" — Ay’ =0,

les solutions locales duquel nous donnent la représentation des voisinages
2 dans V,.

Le probléme proposé revient & I’étude des solutions globales de dimen-
sion maximum de la distribution (D,) définie par (9) ol les coefficients A
sont des fonctions du point P¢ B; par conséquence (9) sont les équations
de définition de la variété V, (qui satisfont aux conditions initiales) expri-
mées localement. Soient maintenant deux voisinages .U et U de B, corres-
pondant aux voisinages de recouvrement U° et U° de V,; nous aurons évi-
demment 8" =L16" Puisque les formes % o sont définies globalement
sur B, il en résulte que Ly=6) et donc Aj=Aj. Par conséquent les pre-
miers membres de la distribution (9) sont définis globalement sur B. Donc
une distribution de la variété V, (indifféremment si elle est involutive ou
non involutive) admet sur B une représentation globale, ce qui exprime, en
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particulier, qu’une sousvariéte V,C V,, admet sur B une représentation glo-
bale sous la forme (9).

La difiérentielle extérieure de (9), compte tenu de (6) et de (9) meme,
nous conduit aux formules

(10) dv" =L By 078" 4 BLad” Aot

3 14 2 U i lf! ’
5 Bayw® N\t (Bl —dAG) A b+ Bl A

oit les coefficients B avec trois indices sont des polynomes en A} des de-
grés indiqués ci-dessus; par exemple
(11) Bly=Cip+Clpdy — AL(CoH-CLiAD).

Nous rappelons exprés que les quantités C,. qui sont inclues en (11), sont
des constantes, puisque cela joue un role essentiel en tout ce qui suit.
De (10) on obtient immédiatement

(10') db" (mod 0/) = db" = aw)aAwb+(B:;'ba)u—dA;;') Aw®.

Vu que D,C V,, d8" appartiendra a I'anneau des formes R(w?) de (10’)
il suit

(120) Biyw* —aAl = Ab.0f (mod 67).
Autrement dit, vu que D, C V,, de (10’) il en résulte

(12) de'(d, 8)=0

d’ol1

(12') (Bisne—8A)w? =0

oit d est un déplacement sur D, et 8 —dans lintérieur du groupe G. Puis-
que sur V, nous avons w!A .. /\wP:{:O de (12') il en résulte

(13) 0A) — Blyne=0.
En regardant les formes de ces formules il en résulte que (13) nous.

donnent une représentation du groupe G dans l'espace des coefficients A

précisément une représentation de G sur la variété grassmannienne des
p-planes V4 plongée dans E;Pl. La représentation étant algébrique, elle aura

en général les absolus de divers ordres [8], selon le rang de la matrice [BY,]

considérée de type [ p(n—p), r]. En donnant des valeurs constantes conve-
nables aux tout au plus possible de coefficients A jusqu’a ce que I'on épuise

tous les ,paramétres secondaires“ n* du groupe G qui entrent en (13); le
reste des coefficients, notés par /%, deviennent les invariants du premier
orde de la variété V,. Si le point P¢ Vy avec ces coordonnées mn'est pas

situé sur un des absolus de I'espace Val, la variété V,C V, sera alors de

type générique; en cas contraire elle sera de type spécial. Dans le point P
les formules (13) deviennent
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(13) B 72=0

— les équations de définition du sous-groupe stationnaire A de point P. Si
la distribution D, est involutive, en utilisant .(12,), la condition d’involutivité
db" (mod 6/’)=0 nous donne

(14) Bh.—Ab 4 AY —0.
Si D, est générique, les coefficients Ah. sont arbitraires.

En effectuant un changement convenable du corepére sur G, les relations
(13') deviennent

(13" a%=0, od=n+1,...,n4r ('<y),
ce qui conduit aux suivantes équations de la prolongation de la
(15) 0" =’ —Afw?=0, 8 1=dJ/1—Biw*=0.

Si la D, est involutive, les formules (14) établissent certaines relations

entre les coefficients A5 et BS. On suit une nouvelle application de I'algo-
rythme de Cartan aux équations (15), etc. Cet algorythme nous conduit a la
détermination d’'une suite de groupes H, H',..., ou H est un sous-groupe
de G, H' de @' etc.; plus précisément, les inclusions sont mises en évidence
par le suivant schéma:

G Gl=G&A4, G=G'&A,

U U U

H H&A, H'& A,
(16) U U
A H?

U U
H> H >

La derniere suite se référe séparément a la considération des équations (15;).

En général, I'algorythme de Cartan poursuit a I'infini, mais pour une
caractérisation de la distribution, précisément de la variété intégrale V, il
est suffisant de poursuivre le processus jusqu’a I’épuisement ou jusqu’a la
stabilisafion des paramétres du groupe G!, puisque deux sections successives
V,—~B— B! déterminent une connexion linéaire de la variété V,; en passant
a la restriction sur V), on obtient une connexion invariante de la V, ou une
classe de telles connexions (si lesparamétres de G! ne peuvent pas étre épuisés).

En tenant compte que les équations initiales (9) de la distribution ont
une signification globale, tandis que la M. R. M. est un algorythme algébri-
que, il s’ensuit que les invariants de divers ordres de la variété intégrale
sont des fonctions définies globalement sur V.

Les problémes fondamentaux d’applications et de déformations des sous-
variétés plongées dans une variété douée d’une G-structure sont évidemment
liés a la suite H, H!,... des sous-groupes et a la suite J*, /5 ... des inva-
riants; on pourrait énoncer des théorémes fondamentaux analogues a celles
de Cartan |2] avec la spécification qu’ils auront un caractére global.

Cas particulier. Si V, est un espace homogéne G/H° a groupe
fondamental G, la M. R. M. nous conduit alors 3 la suite de sous-groupes
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de G: GODH "DH'D---DH*. Si H*=e, on a un repére canonique, mais
si f°Fe, V, est elle-méme un espace homogéne a groupe fondamental g —
certain sous-groupe de (. Si V), est un espace ou opére un pseudogroupe
Lie infini, on obtient les résultats de [4].

§ 3

Dans ce paragraphe nous montrerons comment s’étendent les diver-
ses variantes de la M. R. M. a l'étude des distributions D,C V,
douée d’une G-structure.

1) La méthode de M. G. Laptev [9, 10]. Soit une distribution
involutive (9) définie globalement sur V! d’un D!-structure (§ 1); la diffé-
rentielle extérieure de (9), en tenant compte des équations de structure (9)
devient

(17) Ao =07 A (wh = Abod)+ w3 AdA,
oil
(18) AAL =d A+ ol + wh AL — os Ay — Ab’ AL,
La condition d’involutivité de la distribution s’exprime ainsi:
(19) AAL = ALyt + AL, 07"
avec
19) Ay = Aby;

cette derniére condition n'a pas lieu si D, est quelconque. Les formules (19)
montrent I'important fait que le systéme (9) est prolongeable régulierement
par rapport aux formes w? (mod6”) [9]. En procédant de la méme maniére
avec le systéme (19), on arrive 2

(20) A4y, = A}, @bs(mod 67)
(1) dAby, = dAbb,+ b, @y o Ayt 100 Ao, Al (s, + @pm Ab)— Ano,
— A, Ao — Ago A, — Aba(@h, 4 i, Al — Aa(@h s, + whw Ab,)
— A, i Aby) Ab,

Les prolongements successifs d’ordre supérieur seront

(22) AAb . so=Ab,. . bpyr 51 (mod 87)

oil

(23) AAb,. . bg=dAb, .. bt ot
Si l'on considére la formule (18) (mod w’) on obtient

(24) (5Af,l+(:)a+a),rA’ . A/,:mvag',’—-O

— précisément la représentation du groupe D} sur la variété grassmannienne
Vg, de p-plans qui appartient 3 E=T,(x¢ V,). De (24) on voit que cette
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représentation est localement projective; si I'objet (AZ) est précisé, alors les
relations (24) correspondantes sont les équations du sous-groupe stationnaire
G, C D) de cet objet. On en déduit une interprétation pour (18): sur V, on
construit 'VEF: §=E(V,, D}, Vg) du groupe structural D}, la fibre type
étant la variété grassmannienne des p-plans de I'espace E. En ce qui con-
cerne les formules (20) (mod o), c’est-a-dire 44; . (mod »)=0, elles nous
donnent la représentation du groupe D2=D! & A, [6] sur la varié¢té grass-
manniene V; des p-plans de Pespace E'=T,.(u'¢ V}); les équations (20) ont
donc comme interprétation:on construit sur V,VEF: &-E(V,,D2, Vy) etc.Par
conséquent, pour 'étude de la géométrie difiérentielle d'une distribution D, = V,
on associe une suite de I'EF &, &",... ayant la méme base V,, les groupes
structuraux D}, D?,... et les fibres type — les variétés grassmanniennes des

p-plans, dans les espaces E, E!,... Nous avons désigné par G,, G,,... les
sous-groupes stationnaires des objets grassmanniens correspondants, I'étude
desquels nous la ferons dans une Note prochaine.

2) Sur la méthode du repérage et dautres variantes
[3, 5, 6]. Dans les problémes concrets sur les distributions [, soumises aux
conditions supplémentaires, par exemple, si D, contient une sous-distribution
D,cD,C V, ces conditions nous conduisent, en général, a la restriction

du groupe structural, 2 un de ses sous-groupes GC G; si G est donné par
(25) 7 =0

lensemble de paramétres u* de G peut étre décomposé en deux sous-ensem-
bles (z=, u*') qui entraine la décomposition suivante

(26) n“=A% na——l-A:r .

L’idée maitresse de la méthode du repérage consiste dans la considéra-

tion de la représentation du groupe G (au lieu de G) dans I'espace V. Pour
cela, dans le systéme (13), en tenant compte de (26), s’opére la décomposition

(27) Ay + Bl A~ n* -+ Blp A, 7 =0.

L’application partielle de I'algorythme de Cartan se passe de la maniere
suivante: on laisse = arbitraires et on donne des valeurs constantes aux
Al jusqu’a I'épuisement des parametres du groupe G qui entrent dans (27);
le processus continue de la méme maniére.

La‘forme des relations (27) suggére une autre possibilité : de maintenir
n*’ et de déterminer #~ qui entrent dans (27) en donnant des valeurs con-
stantes aux Ab; le processus continue jusqu'a I'épuisement des paramétres
us — systéme complet des intégrales primes de (25).

Avant de passer a l'application relative de cette derniére variante, je
me permets d’attirer I'attention qu’il n’est pas recommandable d’absolutiser
une des variantes — pour un probléme concret on applique la variante propice;
de plus, le choix des coefficients A}, A}, , auquels on donne des valeurs

constantes, doit étre fait selon les besoins du probléme.
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Application. On sait que les coefficients 77, des équations (2) sont

les composantes d'un tenseur; elles vérifient les conditions d’immobilité sui-
vantes [6]:

(28) ST Th— i Thr— s Tje=0.

Pour la détermination de l'invariant J de la G-structure, en utilisant (4), (28)
deviennent

(29) 8Tt Bixzn® -+ Bligna=0,
oil Bj-ka = Ci/, T,}"k — CZ,- The— Cl Tji.-

_Si u* est un systéme complet des intégrales premitres des équations
n°=0 et u* — les paramétres du groupe G, on donne les valeurs constantes

4 une partie des composantes 7/, jusqu’a la détermination de tous les us;
alors (29) deviennent

(30) dtie+ Bligan® =0

ot ¢/, (x", u°) sont les composantes (une partie desquelles ont les valeurs
données) de l'invariant cherché.
Bien entendu qu’on peut choisir les 77, auxquels on donne les valeurs

constantes appartenant a certain sous-ensemble, par exemple (7%), a, b, ¢

=1,...,p. Le principal est que ce sous-ensemble doit former un sous-objet,
ou l'on doit 'encadrer dans un tel sous-ensemble, c’est-a-dire de déterminer
un sous-groupe de G 6u de H, H',...

Si les composantes rj"k de l'invariant J dépendent des paramétres u® du

groupe G (c’est ce qui a lieu en général), en appliquant alors en continua-
tion l'algorythme de Cartan aux équations (30), on arrive a I'épuisement des
paramétres u* qui entrent dans (30); une partie des rj.k auront les valeurs
constantes et le reste J seront seulement des fonctions de x'.

Ceux-ci (/) seront précisément les invariants de la variété V, par rap-
port au groupe structural (. En écrivant les formules analogues aux (15,),
c’est-a-dire d/"—Bjw'=0, on pourrait continuer le processus de la détermi-

nation des invariants J%,..., d’ordres supérieurs de la V, par rapport a G;
le processus s’arréte évidemment aprés I'’épuisement ou la stabilisation des
paramétres u® du groupe.
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Recu le 5. X. 1967

BBHPXY METOHOA HA TNOOBHWXHHWYA PEINEP
F'eopru 'eoprues (S, PymbHHS)
(Pe3roue)

MeTonbT Ha nmoABHXHHA perep Ha KapTan ce oTHaca a0 AudepeHunan-
HOTeOMETPHYHOTO H3cJeJBaHe HA HHTErpaJHHTe MHOrooGpasus OT MaKCHMaJeH
6poii H3MepeHHS HA elHO WHBOJIOTODHO pa3snpejenesHe B JaZleHO XOMOTEHHO
npocTpaicTBo. B HacTosumara pabora ce nMoOKkasBa KaK MeTOA'BT Ha MOJABH-
XXHHS pernep M HAa HEroBHTe Pa3/NMYHH BapHAHTH Ce pa3lUMpsBA 33 H3yyaBaHe
Ha HHBOJIOTOPDHHTE HJM HEHHBOJIOTOPHHUTE pa3npelnesieHHs, KOMTO ca naedu-
HHPAHH TN106a/NHO B NPOCTPAaHCTBO HA enHa G-CTPyKTypa.

O METOJIE [MOOBUXXHOI'O PEIEPA
Feopru F'eoprues (Hw, Pymunus)
(Pesrome)

Meton noasuxHoro penepa Kaprana oTHocuTcs Kk AuddepeHuHaNnbHO-
reoOMeTpHYECKOMY HCCJIeOBaHHIO HHTErpaJbHbiX MHOroo6pasHil MakCHManbHOM
pasMepHOCTH OZHOrO HHBOJIOTHBHOIO pacnpejefieHHss B NaHHOM OLHOPCIAHCM
npoctTpauicTee. B HacTosuei#t pa6oTe nokasbiBaeTcsi, KaK NeTOJA MNOABHXHOIO
penepa M ero pa3HbiX BapHAaHTOB paclUHpsAeTCss ANd H3yYeHHS HHBOJIOTHBHBIX
HJIH HEUHBOJIIOTHBHEIX pacnpejieieHHH, OlpeJeNeHHbIX B 11eJIOM B NPOCTPAHCTBe
onuoit G-CTPYKTYpHI.
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