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René de Possel

I. Commengons par un bref historique de la question. Dans un espace
mesur¢, ou un ensemble muni d’'une mesure (dénombrablement additive,
Pespace étant réunion d’une infinité dénombrable d’ensembles de mesure
finie), toute fonction d’ensemble réelle (A) dénombrablement additive et
nulle sur tout ensemble de mesure nulle s’écrit

KA)-- ff(x) dm,

f(x) étant la pseudo-dérivée, ou intégrand de Radon — Nicodym.

En 1935, j'ai introduit la notion de ,systéme de voisinages en mesure“
ou ,systéme dérivant“, permettant d’obtenir f(x) comme limite du rapport
des valeurs de # et de m pour des ensembles du systéme ,tendant“ vers
X, en un sens a préciser. Il s’agit d’une extension des {ravaux de Vitali,
qui suivirent de peu l'apparition de l'intégrale de Lebesgue.

Les ensembles du systéme S associés 3 chaque point étaient, soit in-
dexés sur les entiers, soit plus généralement munis d’'une structure d’espace
L de Fréchet avec un seul élément limité.

Je donnais plusieurs conditions équivalentes pour qu'un systéme S dérive
les fonctions d’ensemble Lipschitziennes, ou, plus généralement, toutes celles
qui s’annulent sur un ensemble de mesure nulle.

En 1947, a la suite d’'une correspondance avec mon collegue Pauc, je
reprenais cette étude en effectuant des généralisations dans plusieurs
directions:

1°) Je remplacais les ensembles associés a chaque point par des fonc-

tions wy(x) réelles non négatives, la mesure m(A)= [ @4(x) dm étant rem-
A

placée parfw(x) dm (7 .(x) désigne ici la fonction caractéristique de I'en-

A
semble A). .
2°) La notion d’espace L attaché a chaque point était remplacée par
celle d’un filtre F. sur I'ensemble des parties mesurables de E, ou bien sur
lensemble U des fonctions y si on considére la généralisation du 1 ).

* Conférence faite au 2¢ Congrés des mathématiciens bulgares, Drujba, septembre 1967
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3 ) La fonction d’ensemble # pouvait prendre ses valeurs dans un espace
de Banach. L'existence de lintegrand de Radon-Nikodym devait étre sup-
posée. Mon collegue Metivier a montré depuis que cette existence n’a pas
toujours lieu, contrairement 4 ce qui se passe pour les valeurs réelles.

4 ) La fonction d’ensemble ) n’était pas forcément nulle sur les ensem-
bles de mesure m nulle (autrement dit, n’était pas nécessairement absolu-
ment continue par rapport a m), mais elle restait & variation bornée sur
tout ensemble de mesure finie.

Dans ces conditions, on a une décomposition de Radon-Nikodym de la
forme

MNA) = ff(x) dm+-i+,(A),

ou ,(A) est nul pour tout ensemble mesurable m sans point commun avec
un certain cnsemble de mesure nulle X, sur lequel sont concentrées les

valeurs de #,, qui est appelé la .partie singuliére“ de 1, alors que [f(x)dm
A

en est la partie absolument continue.

La dérivce de » obtenue avec le systéeme S ¢tait presque partout égale
a f(x), a condition que § verifie une condition supplémentaire.

Ce dernier résultat était une trés forte extension du théoréme de Lebe-
sgue sur la dérivation des fonctions 3 variation bornée.

Ces (differentes généralisations étaient putlices dans deux notes aux
Comptes Rendus de I'’Académie des Sciences de Paris en 1947 [1], [2]. Le
temps e manquerait pour en rédiger les démonstrations, et je pensais
d’ailleurs qu’on les retrouverait facilement. Mais il n’en fut pas ainsi; mon
collegue C. Pauc me les demandait souvent et en avait confié la recherche
a plusieurs de ses éleves. D’autre part, la découverte par Métivier de cas
ou l'integrand n’existe pas jetait un doute sur la validité des résultats. En
1965, avec mon collégue et ancien éléve Brunel (dont j'ai eu I'occasion de
parler I'an dernier A Sofia A propos de ses résultats sur la théorie ergodique)
nous reprenions mes anciens brouillons et n'y découvrions pas de faute.

Mais, voici un an, deux éléves de Pauc eurent besoin de mes anciens
résultats. Je leur communiquais mes brouillons et ils rédigeaient enti¢rement
les démonstrations qui paraitront sous peu, probablement au Journal de
Mathématiques ou au Bulletin de la Société mathématique de France,

Je vais tenter, dans ce bref exposé, de vous indiquer les principaux
résultats, tour d’abord de mes premiers travaux de 1935, puis des extensicns
de 1947.

Je dois signaler que le professeur Denjoy, qui donne en ce momert
son exposé dans une salle voisine, a lui aussi obtenu d’importants r¢su'tals
sur la question, ais dans des voies un peu différentes,

Il. Soit m la mesure supposée dénombrablement idditive définie sur une
tribu 7 de parties E, c’est-3-dire une famille contenant avec deux ensembles
leur différence et avec une infinité dénombrable d’ensembles leur réunion,
mesure prenant éventuellement des valeurs -+ oo.

Nous associons, & chaque point x, une famille d’ensembles, ne contenant
pas necessairement x, avec une notion de convergence vers x. Le cas le
plus simple est celui de la suite v.,, convergeant par définition vers x
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lorsque n augmente indéfiniment. On peut aussi supposer qu'a chaque v, est
attaché un parametre réel r et que des v, ,tendent vers x“ lorsque r tend
vers zéro. On peut aussi, comme nous l'avons fait en 1947, introduire un
filtre sur I'ensemble des ensembles mesurables pour chaque point ..

Bornons nous, pour simplifier, au cas ott nous avons une suite d’ense-
mbles v, ,, mesurables m, attachés A chaque point ., constituant notre
systéme S.

La densité d’un ensemble A au point x evaluée avec S est alors la
limite, si elle existe, de

(AN Vs )/ 1(Vs, ).

La dérivée d’une fonction d’ensemble # définie sur les ensembles de
mesure m finie est la limite, si elle existe, de

HUx,n)/M(Vx,n).

Supposons ¢ dénombrablement additive, nulle sur tout ensemble de
mesure m nulle et soit f(x) telle que

(A= [ foxydm,

si la dérivée de ¢ par rapport 3 m évaluée avec un systeme S est égale
presque partout au sens de m a f(x), nous disons que S derive 8.
Si § dérive toute fonction # Lipschitzienne, c’est-3-dire vérifiant toujours

| 8(A) ~km(A),

nous disons que S est faiblement dérivant.

Si S dérive encore toute fonction # répondant a la définition ci-dessus,
nous disons que S est fortement dérivant.

Enfin, considérons une fonction d’ensemble /) toujours définie sur les
ensembles mesurables m et de mesure finie, mais pas forcément nulle sur
tout ensemble de mesure nulle. Supposons-la A variation bornée, c’est-a-dire
telle que ron ait toujours

_\1 19(3,‘)1§P
!
pour tout recouvrement d’un ensemble de mesure finie A par des ensembles
e; mesurables -m. . '

Nous disons que le systéme S est complétement dérivant si la
dérivée de ¥ par rapport a4 m évaluée avec S existe toujours presque partout
et est presque partout égale a la fonction f(x) définie plus haut.

Par exemple, pour la mesure de Lebesgue du plan, considérons le sys-
teme obtenu en associant & chaque point x les rectangles centrés sur ce
point, en admetant qu'ils convergent vers x lorsque leurs dimensions ten-
dent vers zéro. ‘

Il résulte d’'un exemple donné par O. Nikodym en 1927 que ce systeme
n'est pas faiblement dérivant. Si on se limite aux rectangles dont les cotés
sont paralléles 2 des directions fixes, le systéme est faiblement derxvant: Si
on se limite aux carrés, le systéme devient fortement dérivant, et méme
complétement dérivant. Mais si on ajoute 2 chaque carré du systéme un
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ensemble fini, indépendant de x, de mesure nulle, le systéme cesse d'étre
complétement dérivant, mais reste fortement dérivant.

Ill. Dans nos deux premiers travaux sur la question, en 1935, nous
avons donné des conditions necessaires et suffisantes pour qu'un systéme S
soit faiblement dérivant. Les voici.

I. A étant un ensemble mesurable quelconque, la densité de A par
rapport & m ¢valuée avec S existe et esi égale o 1 enpresque tout point de
et 3 0 en presque tout point mappartenant pas i A.

2. Etant donné un ensemble B mesurable ou non, de mesure extérieure
non nulle, il existe tou,ours un point de B ou la densité¢ de B existe et est
¢wale a 1.

3. Quel que soit le systéme S, obienu en extrayant de chaque suite
associée a x dans S une suite partielle, et quel que soit 'ensemble mesurable
A1 et le nombre ¢>0, il existe toujours un poinrt x de A et un ensemble
v, de S, appartenant & la suite associée a x, telle que

m(ANvx)>(1—&) m(vy).

4. Quel que soient §,, A et ¢ comme ci-dessus, il existe des points x;
de A en nombre fini et des ensembles v, de S, attachés a ces points

tels que
— 2PN
m(A)<<m(AN Uvs)-+e _Z m(-u_\-i)\mzl L-g;
1
cette condition peut s'écrire sous la forme d’une seule inégalité:

Jioa0— Xove(x)dm<e,

pa(x) étant la fonction caractéristique de l'ensemble A.

Telles sont les conditions équivalentes que nous avions données en 1935.
Nous y avons ajouté la proposition suivante:

Pour que le systéme S soit fortement dérivant il suffit que la condition
4 soit vérifiée en supposant les v, étrangers les uns aux autres.

Dans nos notes de 1947, donnant les extensions auxquelles nous avons
fait allusion, l'intégrale pouvait étre prise A différents points de vue, par
exemple au sens de la convergence forte ou faible de I'’espace de Banach
des valeurs de la fonction d’ensemble. Ceci n’influait pas‘sur les résultats.

Les ensembles du systéme S ¢taient remplacés, avons-nous dit, par les
fonctions y,,(X) mesurables et non négatives attachées & chaque point x,.
La dérivée de 4 était alors la limite de

[wanxydd] [y alx) dm
au lieu de
./'w".\',,u ('\‘) dv /_/'w“.\'.,n ( x) dm.

La condition 3 prenait la forme suivante:
Quels que soient &), A et &, il existe un point x, de A et une fonction
'}’/\'u" de bV' telS que
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_I"Wx.,n(x) dm> (I - E)‘[V’x.,n(X) am.
1

La condition 4 devenait:
Quels que soient S, et ¢ il existe des points x; de A, des fonctions
wen de S, et des Z; réels positifs tels que

. .
T oa0) = X (v) | dm <.
Quant a la condition suffisante pour qu’un systéme soit fortement déri-

vant, elle se déduisait de la précédente en ajoutant I'hypothése de I'existence
d’'un nombre P tel que

‘:7;1 l/'.\'l.nl.(x ) = P.

Il suffisait d’ailleurs qu’il existe un A’CA pour lequel la condition étai
vérifiée.

IV. Enfin nous donnions dans la deuxiéme note une condition suffisante
pour qu'un systéme § soit complétement dérivant.

Soit J une base pour la mesure m, c’est-a-dire un ensemble de parties
mesurables de E tel que tous les ensembles mesurables constituent la plus
petite tribu contenant J.

Quels que soient S, extrait de S et A, il existe une base J, un A’
mesurable de mesure positive contenu dans 4, et un nombre P>0 tels que,
quels que soient /¢J et £>0 il existe un nombre fini de points x; appar-
tenant a A’'N/=A", de fonctions y,., appartenant 2 S,, et de nombres

4;>0, vérifiant d’une part l’inégalité
., ' Par (x) = xV’x n (X) i dm<e

et d’autre part, en tout point nappartenant pas a A’, l'inégalité

X hyn (X)S Py (%),

Dans le cas ou les y sont des fonctions caractéristiques d’ensembles, cette
condition devient une condition relative a la dérivation initiale avec un sys-
tétme d’ensembles qui s’énonce de méme.

On voit donc que le théoréme cde Lebesgue, relatif & la dérivation des
fonctions a variations bornées fait intervenir une condition plus restrictive
que le théoréme relatif aux fonctions absolument continues, a4 savoir Pexis-
tence de ces bases J.
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ABCTPAKTHO OU®EPEHLIUPAHE
Pene ne [locen

(Peatome)

Kparbk 0630p Ha pe3yJTATHTE HA aBTOPAa H HAa HErOBH CBTPYAHHUM MO
a0cTPAKTHOTO JHPepeHuHpaHe, 3anoynatH B [1], [2].

ABCTPAKTHOE ITHUGPEPEHLIMPOBAHHE
Pene ge [loccenn

(Peswome)

Kpartkuii 0630p pe3y/ bTaToOB aBTOpa M €ro COTPYAHHKOB O aGCTPAKTHOMY
AuphepeHUHPOBaHHIO, HauaTHIX paboTamu [1], [2].
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