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SUR DEUX THEOREMES DE HELMHOLTZ

Istvan Kormendi

H. v. Helmholtz a trouvé qu'en cherchant les conditions de la station-
narité dc I’intégralef Ldt:f(_‘,.'p,-q',-—H) dt (L est la fonction de Lagrange,
H la fonction de Hamilton d’'un systéme dynamique holonome) on peut faire
varier outre les variables ¢,,...,q, aussi les quantités de mouvement
Pu - - ., P indépendemment les unes des autres, et c’est ainsi qu’il a géné-
ralisé le principe de Hamilton. H. Poincar¢ a fait d’'usage de ce théoréme.
Helmholtz a trouvé aussi un théoréme paralléle au susmentionné. Nous avons
montré quelques généralisations et applications de ce dernier. Dans ce qui
suit nous nous proposons de démontrer que les deux théorémes sont équi-
valents. En les appliquant simultanément nous obtenons les équations de
mouvement de Routh — Helmholtz.

Une transformation de contact, de plus proche une transformation
d’Ampére établit entre le temps £, les coordonnées généralisées ¢y,..., q,
les vitesses généralisées ¢, ...,q, et la fonction de Lagrange L d’un systéme
dynamique holonome d’une part, entre le temps £, les coordonnées ¢q,,. .., ¢n
les quantités de mouvement p,,...,p, et la fonction de Hamilton A du
systéme d’autre part une relation réciproque.

Les variables ¢, ¢,,..., ¢, se transforment identiquement, ce sont des
variables dites variables passives. Les formules de transformation — en
¢cartant celles qui expriment la transformation identique de ¢, ¢, ..., ¢n —
sont les suivantes:

(1) pi=3_f-;is i=1,2,...,fl,
oL -

@ =2 oL,

=1 q:

et réciproquement

(3) =3, i=1,2,...,n,
n aH

) L= piG-—H,

de méme
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oH ol. oH oL

(a) dtz—-at,mz—g(;—’ =1,2,...,n.

Toutes ces formules sont des conséquences de la transformation d’Ampére
et sont indépendantes de la circonstance si ¢, ..., ¢, satisfont aux équations
de Lagrange, resp. ¢,,..., q,, py, ..., ps Satisfont aux équations canoniques
de Hamilton ou non.

Les deux théorémes de Helmholtz dont nous nous occupons sont les
suivants :

a) Les équations de mouvement de Lagrange découlent du principe de
Hamilton:

(sf[.(t,(h,. '!qmq.lr"'!q.'l)dt=0’
) g
d(],(tl)qu,(t2)=0, i= l, 2,..., 01

Les variations d¢g; sont indépendantes. Etant données les variations des

coordonnées les variations des vitesses d¢,, ., dq, sont déja déterminées.
Helmholtz [1] s’est apergu que si I'on modifie la fonction de Lagrange
de la facon suivante:

. ‘WdL
(7) Lf=L(t, @y s G Byov ooy > i (49—
et si l'on postule que
t
(8) é f L¥dt=0
i

en y faisant varier les coordonnées g¢,,...,q, et les quantités 6,,...,0,
indépendemment les unes des autres on obtient le systéme d’équations

. d oL oL .
(9) ‘li_01‘=0; d"t"de—lj—(ﬁ;-‘—‘o, l=l,2,...,n
a la seule condition que
(10) det(dw9 |40, i, k=1,2,.
Dans ce cas les équations sont équivalentes aux suivantes:
d oL oL . ¢
(”) d,(ﬁ"‘aq—lf‘—‘-(), l‘—‘-l,Z,..., n.

En ce qui concerne les modifications ultérieures de ce théoréme et ses
applications au cas d'un systéme dont une ou plusieurs coordonnées sont
cycliques resp. le systéme est conservatif —le temps £ est cyclique — voir
notre mémoire [2].

p) Cest aussi a Helmholtz que I'on doit le théoréme suivant, Si I'on
fait varier dans l'intégrale
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I n

4,
i
(12) 6‘/.Ldt=(sf{% piqi"'H(t)ql)'”’qm pl"'~!pn)}dt:0
1, I8

les gy,...,q, et p,,..., p, toutes ces quantités indépendemment les unes
des autres on obtient les équations canoniques [3]

Gi=" pi= 1,0

]l—"dpispl_ aq;’ Tl Ly ey it

Ceest le théoréme dont H. Poincaré a tiré des conséquences notables [4].
Dans ce qui suit nous démontrons que le théoréme cité sous point )
est une conséquence du théoréme cité sous point a). Modifions pour cela la

fonction
(13) L(l) qlv L | ‘/m (]‘l Y s ey ;In)

n

3 .()Lt, IR n-. """ .Il
\ qi__(_tl_l G q )—H(ll,(]n R
-1

L L)

7 94; og, """ ogn

!

selon le théoréme sous point «). La fonction de Lagrange modifiée sera

oL oL )

» {17 0] X (7 I N | P |1
(14) L =‘2/ £ S 561_1 '_—‘—'H(t,q],...,l]m 'a—el""':ﬁe_’:

=]

n n
A F; oL
+2, (9:—8:) 55~ (20,,53;—/‘1)
i—=1 k=1
n oL n oL n &L " o0H &L
o W
- Zuge—tte TG 0 i X )

i=:1

Si nous écrivons en vertu de (3)

_ [oH(¢, qn---.qn.h,---.pn)J oL oL
(l 5) ek h [ apk pr::-(rol- ,,,,, p’lTﬁn
nous obtenons
n
. « OL(t, Quye vy Qo Ogevnns 8,,) oL ?L).
(16) L*=2(], _——_?)_Glﬁ_ = —H t)ql ’“"q"’dﬁl 000108,

i=1
On aura selon le principe de Hamilton et en vertu du théoréme sous point a)
4

(17) s [ Lrat=o,

&

c’est-a-dire
; i ’ (0H oH oL
. oL s 0L oA o oL =
7, § U= = 00;
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Aprés une intégration par parties on obtient

l: 2
. . > oL g N oL
(17") adet_[{_\, %, qJ+f{2, ) 5
i1 -

de
—( d dl , ol
) (dt 99; +5g; )m;,}dt:u.
i- l
. oL t \ ,
On peut supprimer les termes LWJ[]"]! parce que dqi(t,)=dqts) =0, i=1,

. - - ’ -
2, .., n. Ecrivons la variation de dL/d6; in extenso

\, d:'l' : .
(18) > 5 =2 (sgs, Sas-+ g, 00 ) i=1,2. .

Les variations dq,,...,dq, 40,,...,80, sont indépendantes les unes des
autres. Inversement sidet(92L/00,08,)=-0 et cela nous supposons on peut pre-

scrire arbitrairement les variations dq,,..., dq,, 601' 60— Par consé-

W: " %08,
quent on a
JL oL
(19) d oLt gy - 4p 8y, -,_9,,)+?H(f:_qli___' qn 09 v 09,7) -0
Wt 08; oq; ’
et i=1,2,...,n,
oL oL
OH(tq,...,q = .. —)
dg; 0 m ooy 1 .
23,

En appliquant les symboles

aL(t.qI,---,anel""ion)

=Py, i=1, 2,. can

o,
on a les ¢équations
, dp; | OH(E, s oy o Prre s .
19)) Py Ol A e Pl g i=1,92,..., 10
, lg;  OH(t, gy e G 1o
(20)) {‘,qt'-”-( e o‘i’-f" P)_0, i=1,2,...,n

et nous constatons que nous avons fait varier les quantités q,, go, ..., qu
dL/08,=p,, ..., OL[d8, arbitrairement. C. Q. F. D.

On peut démontrer aisément que réciproquement le théoréme sous point
f8) découle du théoréme sous point a). Pour cela on se sert de la relation

d [{2[’1 (.li-H([) qv o - o) qmphp‘;h e ;p::)}dt:o
,‘l {=z1
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et fait varier les quantités ¢,,.... ¢, py, ..., p, arbitrairement. En traversant
les opérations faites auparavant mais en sens inverse on parvient au théoréme
sous point a).

Généralisation. On peut généraliser si 'on veut dire unifier, amal-
gamer les deux théorémes. Considérons en effet une transformation d’Ampére
dans laquelle outre les variables ¢, ¢,, . . ., g, sont aussi les vitesses ¢,,¢,, ..., ¢n

(m<n) des variables passives.
Cette transformation fait correspondre 3 la fonction de Lagrange la

fonction de Routh — Helmholtz R:

(21) R(t)qn-‘-rqm .ql)""zlrmpm-}-]"")pn)
n aL .Il
= 2 @—L= 2 qupr-L
k=m+1 Ak k=m+1

Si on résout le systéme

p,,-—-%.‘-, k=m+1,...,n,

k
par rapport a

q.k=gk(tv qh' v Iy 2]1:- -x‘.]rm pm+1n -'Pn)» k=m+]»-'-:"n

et substitue 2 (21), on aura la fonction de Routh — Helmholtz dans sa forme
définitive. On trouve ainsi pour la fonction de Lagrange

n

(21') L= /’S Pr qk—R(ts v s qn ‘}h ceey q'm Pmtp ooy pn)-

R=m+1
Modifions cette fonction selon le théoréme sous point a):

n

(22) L*—_~ Spk (]k—"[R(t, ql) ML | qlm qm+h LR | qm Bl’ MR 6,,,, pm-f‘l’ Y pn)

h=m+1
| ‘ oR
. i=1 T (qi Oi)l |

Le principe de Hamilton prescrit
t, L,
8 f Lrdt= f L*dt=0.
1 f

On a en développant cette expression:
t.

(23') d .[{ 2 pkék—R(t' Giyeeos Gmy Gnt-1y « « 5 Qmy 91’ e vy em' Pmt1y e oy p,;)
4

k=m-1
m

0 .
-2 ;,‘-';T(qi—e,)}dt

(=1
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Y n m OR
= r{ ((],dp, ~l—pkqu) — )ﬂ d(] ——206—69;,
1 k m 1 k=1

\TOR o NTOR

e  Jp, P & ~o— (89~ 86,)

k=m || dp v ;:ll dﬂ,‘.
' n n a R m ) R .
+ M (gi— 0)[/;04 i Ml “09 a0 00t 2 n .00 <)pk}}dt=0.
=1
Les variations dqy, ..., 8¢, sont arbitraires, c’est ainsi qu’on obtient

aprés une intégration par parties

d R _OR PR
(24) dt 6, g, (z —0,) aq’oel_O k=1,...,m

Les variations 8¢+, - .., dq, sont arbitraires, il découle de cela aprés une
intégration par parties:

()R d.”k
(25) PP =0, k=m-|1,.
Si les variations #0,,..., 88,, sont arbitraires, on a les équations
(26) NV PR (¢,—0,)=0, k=1,2,.
= 00,0,

Ces équations sont équivalenies aux
(26') gr—0:=0, k=1,2,..., m
d la condition que

02R \ , ~ . o
det (ng-)-—-o, 1 k= L2,...,m,

et cela nous supposons.
Les variations d&pp4q,...,dp, sont aussi indépendantes, on aura les
¢quations
oR qu
(27) op, " dt =0, k=m1, , n.

Les équations (24), (26'), (25), (27) constituent les équations de mouvement
de Routh — Helmholtz.
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BbPXY IBE TEOPEMHW HA XEJIMXOJI1]
HwBan Kbopmenn
(Pesre)

KaTto ce nanonsasa eana ¢opma, npeacrassila MOAM(PHKALHMA ha NPHH-
Mna Ha XaMHATOH H A'bJKalla ce Ha XeJAMX0all, B eJlO MpPeIHILHO Pasriex-
JaHe Oe janeHo NOKasaTeJCTBO HAa Teopemara Ha YuTekbp. Ha Xeamxoay ce
AB/KH W enHa Jxpyra mMoaudHkauus Ha npuununa Ha Xamuatod. Te3du Gopmu
Jlesu-Unsura 1 AManau Hapuuat ,0000I1ueHHst Ha NpuHUHNa Ha Xamuaton“. B
nacrosutara pabora ce A0Ka3Bi, Ye TBBPAEHHATA Ha XeJMX0Jil, H3Pa3sBallH
nce MpHHUMNA Ha XaMHATOH, ca ¢KBHBANEHTHIL.

KaTo HenocpeACTBEHO MPHMOKEHHE HA HAUPABENOTO HACAC/BAHE ¢ 10-
JyYeHH ypaBHeHHfTa Ha ABHXeHHe Ha Payc — Xeamxoau.

O IBYX TEOPEMAX TEJIbMI'OJ/IbLIA
Hwrpan Képmen g
(Pe3sw.ue)

Hcnonb3oBas ondy ¢opMy, npeiacTaBAfiomyi0 MOAH(HKALHKIO NPHHLHKNA
I'amunbTOHA M npHHaanexaiyio 'enbMrosbiy, B OXHOH npeaniayiued paGorte
aBTOP HaJn AO0Ka3aTenhCTBO TeopeMbl YHuTTekepa. Taxue opmul JleBu-Uusura
M AMaanu HasbiBaloT ,000011eHHAMH npHHUMNa [amunbToHa“. B Hacrosueii
paboTe QOKa3HBaeTcs, YTO yTBepxkJeHHs [enbMronblia, BbIpaxaioliye MPHH-
uun  ['aMUAbTOHA, 3KBHBAJEHTHBI.

Kak HemocpeficTBeHHOE NPHJIOXKEHHE TNPOBEJAECHHLIX HCCAENOBAHHH noay-
YaloTCsl ypaBHeHHs ABHXkeHHA Payca — ['eabMroabua.
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