BBJITAPCKA AKAJEMUA HA HAYKHTE
H3BECTHUS HA MATEMATHUYECKHWA MHCTHTYT TOM VI

EINFUHRUNG VON 2, (x) UND 11, (x) IN DER REKURSIVEN
GITTERPUNKTARITHMETIK

Vliadeta Vuckovi¢, Belgrad

1. In [1] haben wir die kommutative rekursive Arithmetik der teilweise
geordneten Systeme mit n>=2 Nachfolgerfunktionen S, (x), die sich im we-
sentlichen als eine Gitterpunktarithmetik erwiesen hat, eingefithrt und im
Grundriss entwickelt. Am Ende haben wir als ein offenes Problem die Einfithrung
der Funktionen Sigma X, (x) und Produkt II;(x) gestellt. Hier wollen wir
diese Funktionen rekursiv definieren und einige ihrer Eigenschaften anfiihren.

Wir setzen die Kenntnis des Artikels [1] voraus und verwenden im
weiteren die dort eingefiilhrten Bezeichnungen.

2. Die Schwierigkeit der rekursiven Definition z. B. der Funktion Z; (x)
wird dadurch verursacht dass I, (S, x) aus 3,(x) so gewonnen wird indem
man zu der letzten Summe nicht nur f(S,x) addiert, sondern auch alle
f(y) fiir alle Gitterpunkte y die in einem Rechteck der Hyperebene, die
durch S,x geht und die v-te Koordinatenaxe orthogonal schneidet, liegen.

Die Abb. 1 zeigt diesen Sachverhalt im zweidimensionalen Fall. Fiir
X=S805050505:S: ist Z,(x) die Summe der Werte aller f(y) fiir die weissen
Gitterpunkte y; 3,(Sox) enthidllt noch die Werte f(z2) fiir alle schwarze
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Gitterpunkte 2. Diese Gitterpunkte liegen zwischen dem Punkte Sex und
seiner Projektion auf der S,-Axe, inklusive diese zwei Punkte. Im dreidimen-
sionalen Fall soll man alle Gitterpunkte aus einem analogen Rechteck in
Betracht ziehen, also eine zweidimensionale Summe addieren und im n-dimen-
sionalen Fall eine (n—1)-dimensionale Summe. Um ZX,(x) als n-dimen-
sionale Summe definieren zu konnen braucht man also eine Darstellung des
Gitterpunktes x durch seine Projektionen auf Koordinatenaxen und auch die
Begriffe der 1-, 2-,..., (n—1)-dimensionalan Summen. Entsprechendes gilt
bei Il;(x).

Wir betrachten nur der Fall einer endlichen Anzahl » der Nachfolger-
funktionen S, (x) (d. h. der Dimensionen).

3. Wir fiihren zuerst einige Hilfsfunktionen ein, und beginnen mit dem
Sternprodukte x = y:
X = 0=0,
3.1
x Sy=x xy--x v=0, 1,..., n—1.

Die Kommutativitidtsbedingungen (2.3") aus [1] sind offenbar erfiilit,
weil hier b, (x, y, 2)=z+x ist fir v=0, 1,..., n—1 und also
b, (x, Suyb.(x, ¥, 2))=b.(x, S, 9, b, (%, ¥, 2))=2+x+x.
Die Haupteigenschaften des Sternprodukts werden durch folgende Glei-

chungen erklirt (die ganz trivialen Beweise oder Gegenbeispiele geben wir
nicht an):

3.2) 0 x=0,

(3:3) x=yFEy  x

(3.4) x S =x, +v=0,1,..., n—1,
(3.5) x (y+2)=x y+x z,
(3.6) (x--y) z=x =z+y z
3.7) (x #=y)rz=x (¥ *2)
(3.8) x(y 2)=(x.y) z

aber es gilt nicht x x (y.2)=(x = y) -2
Mit dem Sternprodukt definieren wir » Umwandlungsfunktionen p, (x),
v=0, 1,..., n—1 explizite durch

3.9) P (x)=S, X.
Ihre rekursive Definitionen lauten
p. (0)=0,
{3.10)

P (S.x)=S,p. (x), p=0, 1,..., n—1.
__ Die Funktion p, (x) verwandellt jede Ziffer des Gitterpunktes x in die
Zifter S, . Es ist, zum Beispiel, p, (So5151)=S, S, S. .
Es gelten:
(3.11) p.(¥) « x=p,(x) *y,
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(3.12) Pr (X % Y)=p, (X) * Pu(Y)
(nicht aber=p, (¥) = p, (x) filr p==vy),
(3.13) Py (X5,Y)=p, (X)+p, (),
(3-14) pr (X-3)=p, (X)  p.(¥),
{(3.15) X = pu(X)=X =S, pu(x),
(3.16) S x=p.(S, x)=x—=p,(x).

{(3.17) Fiir v¥p gilt P, (p,.(x)=p.(x), wobei P, (x) die v-te Vorldufer-
funktion ist (|1], (5.1)).

(3.18) Fir v¥p ist S, = p.(x)=S, .
(3.19) Fiir v¥p ist S, x = p,(x)=S, {x = p, (x)}.

4. Mit den Funktionen p, (x) kann man jetzt die Projektionen K, (x),
'v=0, 1,..., n—1, auf die Koordinatenaxen explizite einfithren:

@) K (©)=X{po()+ - Pt () FPrgr ()4 + -+ PR
Ihre Anfangsgleichungen lauten

K, (0)=0.
(4.2) K05 . N
L (x iir v,
K, (Sux)= {S,K,. (%) fiir 3 =w.
Man beweist leicht
43) K&o={g® o e

und die Darstellungsgleichung
(4.4) %= Ko() + Ka(0)~- + + + +Kny(%).

5. Die Darstellung (4.4) erméglicht uns (n—1) neue rekursive Definiti-
onen einzufiihren. (Wir beschrinken uns auf den Fall der einen Variable, weil
wir nur diesen brauchen).

Definition 5.1. Seien iy, is,..., i, verschiedene natiirliche Zahlen aus
der Menge {0, 1,..., n—1}. Wir sagen dass die Funktion f (x) durch v-di-
mensionale Rekursion definiert ist (1<v<n—1) wenn folgende (v+1)-
Gleichungen vorhanden sind :

fle=[Kiy ()4 -+ - +Ki, (0]} =a(x = [Ky(x)+ - - - + Ky (),

S 9 =bi, (% FG p=1, 2uee, v

Dabei sind a(x) und alle b;, (x,y) schon eingefilhrte rekursive Funk-
tionen, die den Bedingungen

(5.2) bi, (Sj X, bij (%, y))zbij (Sig %y iy, (%, V),
Jar jk=1, 2,...,v geniigen.

(5.1)

"2 M3BecTuna Ha MaTeMaTHUeCKHS HHCTRTYT,. T VI
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Am leichtesten ersieht man die Bedeutung dieser Definition bei der ein-
dimensionalen Rekursion. Dann lauten die (in diesem Falle) zwei Gieichungen

(5.1)

f(x—K., (x)=a(x = K, (x)),
(5.3)

f(S:x)=b, (x, f(x)),

(v ist eine der Zahlen O, 1,..., n—1).

Wir wollen zeigen dass die Definition 5.1 zu keinem Wiederspruch:
fiithrt, d. h. dass zwei Funktionen f(x) und ¢(x), die die gleichen v-dimen-
sionalen Anfangsgleichungen besitzen, eine und dieselbe Funktion seien, fiir
die die Kommutativitatsbedingungen (2.3’) oder (2.3") aus [1] gelten.

Zuerst zeigen wir, dass f(x) durch (5.1) fiir alle x definiert ist.

Weil alle Projektionen von x=0 Null sind ergibt die erste der Gleich-
ungen (5.1)

(5.4) f(0)=a(0).
Wenn x keine Ziffer S;, §,,..., S, enthilt, ist K (x)=Ki, (x)=
=-.-+=K, (x)=0, also ist f(x) wieder durch die erste der Gleichungen

(5.1) definiert. Ist aber eines K;, (x) fiir irgendwelches 1<n<v von Nul
verschieden so gilt

Ki, (9=, [K,, ()= S,,]

11

und, da x=Ko(x)+ - - ',:*ZK"—‘ (x), auch _)cg:S iy {Ko(x)+ - - +[K,-“ (%) ;S,-“
+4 -+ ++K,—1(x). Dann ergibt sich f(x) aus der (p+1)-ten der Gleichun-
gen (5.1).

Jetzt zeigen wir: aus (5.1) und (5.2) folgt
(5.5) f(Si S5 x)=f(S; Si x)
fiir alle i, j=0, 1,..., n—1.

Zum Beweis setzen wir M, ={i,, is,..., i, }. Ist i€EM, so gilt f(S: x)
=b; (x, f(x)). Wenn auch jEM, so gilt wieder f(S; x) =b;(x, f(x)) und aus-
(5.2) folgt (5.5). )

Sei jetzt ieM,, aber jeM, . Dann ist f(S;x)= b, (x, f(x)), aber f(S,x)
kann man nicht gleich aus (5.1) entnehmen. Ist dazu K; (x)=Ki,(x)
==K (x)=0 so ist auch K, (S;x)=K; (S;x)="---=K; (5x)=0 und
f(§x)=a(S;x). Dann ist f(S:S;x)=b;(S;x, f(S;x)=b: (Six, a(S)x)).
Doch in diesem Fall kann man nicht f(S;S; x) gleich a(S;S; x) nehmen,
weil bei S;S; x die i-te Projektion nicht Null ist. Daswegen schreibt man
S;Si x=38; [S;Si x = S; ] und bekommt f(S;S; x)=b; (S;x. f(S;x)), also=
=f(S:S;x). Ist aber ein K., (x), (1<p<v), von Null verschieden folgt
(5.5) gleich aus (5.2).

Ahnlich wird der Fall i€ M, und jEM, erledig t.

Endlich, im Falle ie M, und jEM,, unterscheide man wieder den Fall
wo alle K; (x),p=1,2,...,v, Null sind und den Fall wo mindestens ein Ki, (x)
von Null verschieden ist. Im ersten Fall ist f(S:S;x)=f(S;Six)=a(S,S;x)
=a(S; Syx), weil a(x) eine rekursive Funktion ist, die die Kommutativi

tatsbedingungen befriedigt. Im zweiten Fall verfahrt man 4hnlich wie-
im vorletzten.
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Jetzt ist es leicht zu beweisen dass die v-dimensionale Rekursion dem
Unizitdtsaxiom geniigt. Wenn zwei Funktionen f(x) und ¢ (x) durch dieselbe
Anfangsgleichungen (5.1) definiert sind, folgt fiir alle x bei denen K (%)
=Ki,(x)="- - =K, (x)=0 ist, gleich aus der ersten der Gleichungen (5.1)
f(x)=9(x). Fiir jene x, bei denen es nicht der Fall ist, entferne man zuerst
alle Projektionen K; (x), (1=<p=<v), und aus der Gleichheit in diesem Falle

schliesst man f(x)=¢(x) durch sukzessive Addition der entfernten Ziffern,
mittels der entsprechenden Gleichungen (5.1).

6. Jetzt konnen wir ein-, zwei-,..., (n—1)-dimensionale Summen
durch finite Induktion nach der Anzahl der Dimensionen einfiihren.

Definition 6.1. Sei i eine feste Zahl aus der Mange {0, 1,..., n—1)}.
Die eindimensionale Summe ,ldngs* der i-ten Koordinate, 2(x), ist durch

l-dimensionale rekursive Definition

% [x = Kfx)]=f(x = K(x)),
(6.1)
% (S%) = 2 (9)+/iSix),

festgestelit.

(Wir betonen, dass i in der zweiten Zeile von (6.1) eine feste Zahl ist,
dass also (6.1) nur zwei Gleichungen enthilt). Hier ist &, (x, ¥)=y-+f(S, x)
nur fiir v=/ definiert, also sind die Bedingungen (5.2) trivialerw eise erfiillt.

Definition (6.2). Seien i und j zwei feste verschiedene Zahlen aus
der Menge {0, 1,..., n—1}. Die zweidimensionale Summe in der (i, j)-Ebene,
;7 (x), ist durch drei Gleichungen

B (x = [K: (x)+K; (0]} =f(x = [Ki (x)+K; (%)),
(6.2) T 7 (Six) =24 4(x) = TL(Six),
7 (S %) =24 (x) + T[S x),

festgelegt.
Man beweist leicht

(6.3) ) (SiSjx)=Z5 (S;Six),

d. h. dass alle zweidimensionalle Summen die Kommutativititsbedingungen
(5.2) befriedigen.

Jetzt kann man allgemein die kA-dimensionele Summen fiir k<n—1
definieren:

Definition 6.3. Seien fiir 3<k<n—1 die (k—1)- und (k—2)-dimen-
sionalen Summen

5 ip—1 n, ..., Jr-2
(6.4) > D (%)
wobéi iy, iay..., ig—1 b2ZW. J1, jo,..., Ju—2 Uuntereinander verschiedene Zahlen
aus der Menge {0, \,...,n— 1} sind, flir alle mogliche, untereinander
verschiedenen, Werte dieser Zahlen durch (k—1)- bzw. (k—2)-dimensio-
nale Rekursionen definiert.
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Dann werden die k-dimensionalen Summen

2;1,._.,% (),

wobei Uy, Iy, ...,l; feste untereinander wverschiedene Zahlen aus der Menge
{0, 1,..., n— 1} sind, durch folgende k-dimensionale Rekursion definiert:

St x = Ky () 4Ky ()
=flx = [Ky () +- - - +Ki, (2]},

Zl, _____ iy (Sl“ x) = 2/11, cer lk(x)

f
t l
+2f|... be—1, L, e, k(S,“x),

(6.5)

fir pn=1, 2,..., k.

Wir wollen zeigen, dass die Kommutativititsbedingungen (5.2) erfiillt
sind (unter der Voraussetzung dass es mit den Summen (6.4) schon der
Fall sei).

Fir 1<p, g<k haben wir

{ ‘_”l _ ISP |
2} L k(SlpSIqx)_Z/l k(Squ)

+ 2/[11 ey lp—l. lP-H, e ey lk (Slp Squ),
Es ist aber

1)"'tlk = [t'-‘tlk ll"‘)l O(+l"')l
2,1 (Squ) 2/1 (x)_}_E/x b ‘gt k(Squ)

und, nach der Voraussetzung der Kommutativitdt der (k— 1)-dimensionalen
Summen,

2 Il!' .o ,lp—lllp'*'l y e "lk(SI S[ JC)
f P 9
- 11,- o lp——lu [p+l| ceey ’k (Sl Sl x)

— Il'---’lpﬂlvlp"}‘-l'--'lk I],...,’_.x,’-{-],..-,l 1,1 ],...,lk
z/ ’ (S‘px)+2/ =1 p g ‘gt (S[q Slp x)

Ahnlich wird Z;l'""’k (S1,S1,x) zerlegt und dann leicht

2;1, sy lk (S[pSqu) — Z;ll ceey lk (SquIpx)

bewiesen.
Endlich hat man
Definition 6.4. Die Summe 3X/x) wird als n-dimensionale Summe

(6.6) 30— (x)

s
definiert.
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Ihre Anfangsgleichungen lauten also:
2,(0)=£(0),
(6.7) S4S, x)_-‘/(x)_*_yOl,...,v-—l. L. .., =1, x),
v=0, 1,...,n—1,
und es gilt offenbar
(6.8) 3/ (S,S,.x)=Z; (SuS\x).
Ahnlich wird das Produkt TI;(x) durch
11,(0)=£(0),
(6.9) (S, x)—Tl () G Boeeer =l e n=l g ),
v=0, 1,...,n—1,

definiert, unter Voraussetzung dass ein-, zwei-, ..., (n—1)-dimensionale
Produkte 115(x), 1177(x),..., 11" " 'n—1(x) schon existieren. Diese werden
durch Defmltxonen, die Analoga von Definitionen 6.2 und 6.3 sind,
eingefiihrt.

7. Wir wollen auch Z,(x) und 1l;(x) d.h. Summe und Produkt aller f(y)

fiir diejenige y die ,kleiner“ als x sind kurz definieren.
Eindimensionaler Fall:

Silx = K (x)]=0,

(.1) _ _
S5 (Six) =% (x).
1 [x - K; (¥)]=f,
(7.1

115 (S; x) =Tt} (x).
Zieidimensionaler Fall :

277 {x = | Ki{x)+ K; (x)}=0,
(7.2) 37 (Six) =277 (x)+2/(Six),
xj ’(S x) = 37 7(x) 4+-2/(Sx).
177 {x = [K; (x)+K )} =1,
(7.2 17 7(Six) = 177 (x) . 117 (Six),
177 (Sx) =177 (x)  1l;(Six).
k-dimensionaler Fall (k<n—1):

S = (K ) - K () =0,
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(7.3) . _ .
Sieenh(S, 9l ()
Ay bl (S, ), vl 2,k
H;l,...,ik (x =K, ()+ - +Ki, p=1,
7.3

i,...,i X — 1,.-.,i . i...,iv—‘l,iy—i-l,...,ik i
ITe @ 0= - I (S, %)
v=1, 2,..., k.

Endlich, die im Beginne erwihnte Funktionen werden durch

%/(0)=0,
(7.4)
§f(S,. x)=2j(x)+§?. L..., v—l.v+l ,,,,, ”_I(Syx)’
v=0, 1,....n—1,
und
Hf 0)=1,
(7.4")
I_I/(S,.x) — “/ (X).I](}'l ..... v—1, »+1,..., n_l(SyX),
v=0, 1,...,n—1,
definiert.
Als ein Beispiel wollen wir die Gleichung
(7.5) I/(x)=Zs(x)+ f(x)
beweisen.

Der Beweis ist durch finite Induktion nach der Anzahl der Dimensionen
zu fiihren.
Wir beweisen zuerst:

(7.6) 3 (%) =37 (x)+f ().

Bezeichnet man die linke Seite dieser Gleichung mit F(x) und die
rechte mit ¢ (x) gilt:

F(x =K (x)=f(x=K{x)) und F(Six)=F (x)-+f(S:x),
Plx =K (x)]=f(x = Ki (%))
und B (Six)= 37 (5;X)+f(Six) =3} (x)+f(Six) =3 (Six) = F (Six).

Also ist F(x)=®(x).
Sei jetzt

(7.6 S e (x) =2 4 (), (k=n)
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Wir werden beweisen, dass dann atch

(7.6”) 2/-1’,..,jk(x)= 2;1,...,fk(x)+f(x)

/

gilt (i, und j, sind die Zahlen aus der Menge {0, 1,...,n—1}). Bezeiclinet
man wieder die linke Seite mit F(x) und die rechte mit ®(x) hat man:

Floe =[G () 4+« - +Kj ) =f{e = [K; () + - - +-K, ()]},
F(S),0)=F ()4 ey It (S x),
P {x =[G () K (O =Ax = [KG, ()4« - +KG, ()]}
DSy, x)= e )k P oot e S, ) H£(S, %)
und nach der Induktionshypothese (7.6)
B (S), %)= Fheres ()£ Pl I bl Ih (S, )= £(S, ),

also _gilt F(x)=® (x). Damit ist (7.5) bewiesen (mit k=n).
Ahnlich beweist man

(7.5) 1, (x)=11,(x) . f(x),
und die fundamentale Boolesche Gleichung
(7.6) 1 =3, (x)=1l1—/(x).

8. Besitzt man die Funktionen ¥ und 1I so kann man, im Anschluss an
§§10 und 11 aus [1], die begrenzte All-und Existentialoperatoren einfiih-
ren. Dabei soll manim Anschluss an §10 die folgenden Definitionen nehmen
(2f(x) bezeichnet die Funktion «(f(x)):

(8.1) Ay [f(y)=0) steht fir die Gleichung X, (x)=0,
8.1 Ey[f(y)==0] steht fiir die Gleichung 11,, (x)=0.

Im Anschluss an die Interpretation aus §11 in [1] soll man doch fol-
gende Definitionen gebrauchen:

(8.2) Ay [f(y)==0] steht fiir die Gleichung X;(x)=0,
(8.2) EJ [f(y)=0] steht fir die Gleichung 11;(x)=0.

Diese Definitionen stimmen miteinander weil man

2.(x)=0 Sayfx)=0
(8.3) %, ()=0 und 2,0
und’

1, (x)=0 "‘fﬂio
(8.4) ii,./ (x)=0 und Iy (x)=0
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beweisen kann. Wir haben den leichten Unterschied vorgebracht nur aus
den formalen Griinden, zwecks der Ubereinstimmung mit den Definitionen
der Operatoren & und \/ des § 10 von [1], bzw. /\ und \/ des § 11 von [1]..

Man kann fiir diese Operatoren die iiblichen logischen Relationen bewei--
sen, z. B.:

(8.5) ~Asp (N=Ey~p(y),

(8.6) BN IWII=Ap0)N\A490),
(8.7) ESlp(mVaWN=Esp (W) VE) g ),
(88) Al (1) DIMWIDAr(») DA 9()
(8.9) (D9 DIE P () DEW())
und, ziemlich umstidndlich,

(8.10) A Ap (3, 2)=A A5 p(y, 2),
(8.11) ESE:p(y,2)= EZEyp(1,2)

Wir haben ‘uns dabei an die Interpretation des §11 aus [1] gehalten,
und p=gq fir pDq N\ gDp geschriecben. Die Bewveise der angefiihrten
Aussagen (d. h. der Gleichungen, die sie darstellen) wollen wir hier nicht
anfithren, weil sie uns zu viel Platz entnehmen wiirden.

Math. Inst. der Serbischeu Akademie der Wiss. und Eingegangen am 10 Januar 1961.
Kunste. Maschinenbaufakultdt der Universitdt, Belgrad.
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BBbBEXXIIAHE HA X,(x) U 1l,(x) B PEKYPCMBHATA
APHUTMETHKA HA PEUIETKHTE

Ba. Byukosuu (bearpan)

(Pesrose)

B paGorata ce pewasa 3amavata 3a naBane neduuuuMa Ha N,(x) w
1l;(X) B pexypcHBHaTa apHTMeTHKA Ha pelIeTKHTe, BbBeAeHH B [1].

[Tbpeo ce maBa pasnaranero (4.4) na enHa Touka X OT pellleTKaTa upes
koopnunature cu K, (x). Cnem ToBa X,(x) ce neduHHpPa PeKYpPCHBHO C
BbBEXJaHe Ha eNlHO, NBe,..., (n—1)-U3MepUMH CyMH

E'I(X)’ ‘\:"/'J(x), ooy Etjl' Ly, ooiyig—y (X).
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Ananornyso c (6.9) ce BwBexxna Il;(x), a cbc (7.3) u (7.3') ce BBBexAAT
2f(Y) u 1If(Y) (cyma u npoussenenne Ha BcuukH f(Y) 3a Y<X).
Y<x v<x

KaTo BaxHO CpeACTBO ce M3M0J3yBa eiHa HOBAa PEKyPCHBHA Je(pHHHLAS:
T. Hap. v-H3MepHUMa pekypcus, v-=1, 2,..., n—1.

BBEJIEHHE ZX,(x) U 1I,(x) B PEKYPCHUBHYIO
APUOMETHKY PELIETOK

B. ByukoBuu (Benrpan)

(Pe3ome)

B paGore pewaercs 3amaya onpenenenns X;(x) u ll;(x) B pexkypcHBHOI
apu(meTHKe pelIeTOK, BBeIeHHHWX B [1].

Bo-nepBrix, naercs pasnoxende (4.4) OIHOH TOYKHM X H3 pellleTKH yepe3
ee koopauHathl K, (x). 3atem X;(x) onpeneisieTcs PeKYPCHBHO BBEJIeHHEM
ONHOMEPHBIX, IBYMEPHBIX,. .., (#—1)-MepHBIX CyMM

(), B (), pleeeeriei(x),

Auanornydo npu nomowu (6.9) Beomutcs 1l;(x), a npu nomowu (7.3)
u (7.3') BBomsatca X,(Y) u 1l,(Y) (cymma u mnpoussenesne scex f(Y) ans
Y<X).

Kak BaxHoe cpencTBO HCNONb3yeTCs HOBOE PeKypCHBHOE oOmpejeneHHe,
TaK Ha3blBaeMmasi v-MepHasi pexkypcus, v=1, 2,..., n—1.
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