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Ãëàâà I. Óâîä

Íàñòîÿùèÿò äèñåðòàöèîíåí òðóä ðàçãëåæäà âúïðîñà çà ìàòåìàòè÷åñêîòî
ìîäåëèðàíå íà ïîïóëàöèîíåí ðàñòåæ. Ïî-òî÷íî òîé èìà çà öåë äà ðàçøè-
ðè èçâåñòíèòå ðåçóëòàòè çà èçïîëçâàíåòî íà îáîáùåíè ôóíêöèè íà ðàñ-
òåæ, êîèòî ìîãàò äà áúäàò íåëèíåéíè ïî îòíîøåíèå íà êîíñóìèðàíàòà îò
îðãàíèçìèòå åíåðãèÿ. Äîêîëêîòî å èçâåñòíî íà àâòîðà, èçïîëçâàíåòî íà
òàêèâà ôóíêöèè, ìàêàð äà å ñïîìåíàâàíî íåêîëêîêðàòíî â ëèòåðàòóðàòà
[1, 2], çà ïúðâè ïúò å âúçïðèåòî îò A.J. Terry â ðàáîòàòà [18] îò 2014 ãî-
äèíà, êîÿòî èãðàå ðîëÿòà íà îòïðàâíà òî÷êà çà íàñòîÿùîòî èçñëåäâàíå.
Â íåÿ èçïîëçâàíåòî íà îáîáùåíè ôóíêöèè å ïðèëîæåíî çà ïîïóëàöèÿòà-
õèùíèê â äâóìåðåí äèíàìè÷åí ìîäåë îò òèï õèùíèê-æåðòâà, îïèñâàù
ñå ñúñ ñèñòåìà îò îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.

Çà äà áúäå îáîñíîâàíà âúçìîæíàòà íåîáõîäèìîñò îò èçïîëçâàíåòî íà
îáîáùåíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ, íåêà ïúðâî íàïðàâèì êðàòúê èñòîðè÷åñ-
êè ïðåãëåä íà ðàçâèòèåòî íà ìàòåìàòè÷åñêèòå ìîäåëè îò òèï õèùíèê-
æåðòâà. Òî èìà äúëãà èñòîðèÿ, êîÿòî âîäè íà÷àëîòî ñè îò êëàñè÷åñêèÿ
ìîäåë íà Lotka�Volterra [11, 20]. Òîé îïðåäåëÿ è ñòðóêòóðàòà, êîÿòî ïî-
êúñíî ñå âúçïðèåìà îò ãîëÿìà ÷àñò îò ðàçãëåæäàíèòå â ëèòåðàòóðàòà
ìîäåëè. Íåêà ñ N(t) îçíà÷èì ÷èñëåíîñòòà íà ïîïóëàöèÿòà-æåðòâà, à ñ
P (t) � íà ïîïóëàöèÿòà-õèùíèê â ìîìåíòà îò âðåìå t ≥ 0. Ìîäåëúò íà
Lotka�Volterra èìà âèäà

dN

dt
= rN − aNP,

dP

dt
= χaNP − dP.

(I.1)

Òîé ñå áàçèðà íà ñëåäíèòå äîïóñêàíèÿ, êîèòî îáóñëàâÿò ðàçâèòèåòî íà
ïîïóëàöèèòå:

(À) æåðòâàòà èìà åêñïîíåíöèàëåí ðàñòåæ â îòñúñòâèåòî íà õèùíèöè ñ
êîåôèöèåíò íà åñòåñòâåí ïðèðàñò r;

(Á) êîíñóìàöèÿòà íà åäèíèöà õèùíèê å ïðàâîïðîïîðöèîíàëíà íà ÷èñ-
ëåíîñòòà íà æåðòâàòà (aN);
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(Â) ðàñòåæúò íà õèùíèêà å ïðàâîïðîïîðöèîíàëåí íà êîíñóìàöèÿòà ñ
êîåôèöèåíò íà ïðîïîðöèîíàëíîñò χ;

(Ã) õèùíèêúò èìà êîíñòàíòíà ñìúðòíîñò d.

Êàêòî å äîáðå èçâåñòíî, ðåøåíèÿòà íà (I.1) îòãîâàðÿò íà ïåðèîäè÷íè
îðáèòè âúâ ôàçîâàòà ðàâíèíà N − P (âæ. íàïð. [5, 13]). Èçñëåäâàíèÿòà
ïîêàçâàò, ÷å îñíîâåí íåäîñòàòúê å ôàêòúò, ÷å òå ñà ñòðóêòóðíî íåóñ-
òîé÷èâè. Ìàëêè ïåðòóðáàöèè ìîãàò äà äîâåäàò äî ñúùåñòâåíà ïðîìÿíà
â àìïëèòóäàòà íà ïåðèîäè÷íèòå îñöèëàöèè. Ïîâå÷åòî àâòîðè îòáåëÿç-
âàò, ÷å ïúðâèòå äâå äîïóñêàíèÿ, íà êîèòî ñå áàçèðà ìîäåëúò (I.1), íå ñà
ïðàâäîïîäîáíè îò áèîëîãè÷íà ãëåäíà òî÷êà. Îò åäíà ñòðàíà, ðàñòåæúò
íà æåðòâàòà ïðè îòñúñòâèåòî íà õèùíèöè áè ñëåäâàëî äà ñå îïèñâà ñ
ëîãèñòè÷íèÿ çàêîí [19]. Îò äðóãà ñòðàíà, íèêîé îðãàíèçúì íå ìîæå äà
êîíñóìèðà áåçêðàéíî ìíîãî õðàíà, ò.å. êîíñóìàöèÿòà íà åäèíèöà õèùíèê
íå áè ñëåäâàëî äà å íåîãðàíè÷åíà (â ÷àñòíîñò ëèíåéíà) ôóíêöèÿ íà áðîÿ
íà æåðòâèòå.

Îò÷èòàíåòî íà òåçè äâà ôàêòîðà âîäè äî ò.íàð. ìîäåëè îò òèï íà
Gause (âæ. íàïð. [10] è öèòèðàíàòà òàì ëèòåðàòóðà). Íàé-÷åñòî ðàçãëåæ-
äàíèòå â ëèòåðàòóðàòà ìîäåëè èìàò èìåííî òàêàâà ñòðóêòóðà, êîÿòî ñå
îïèñâà ñ óðàâíåíèÿòà

dN

dt
= rN

(
1− N

K

)
− PF (N,P ),

dP

dt
= χPF (N,P )− dP.

(I.2)

Òóê K å ìàêñèìàëíàòà ÷èñëåíîñò íà æåðòâàòà, êîÿòî ìîæå äà áúäå ïîä-
äúðæàíà îò æèçíåíàòà ñðåäà â îòñúñòâèåòî íà õèùíèöè, à ôóíêöèÿòà
F (N,P ) ñå íàðè÷à ñïåöèôè÷íà ôóíêöèÿ íà ðàñòåæ è îïèñâà êîíñóìà-
öèÿòà íà æåðòâè îò õèùíèêà. Èìåííî âúðõó èçñëåäâàíåòî íà ðàçëè÷íè
ñïåöèôè÷íè ôóíêöèè íà ðàñòåæ å êîíöåíòðèðàíà îñíîâíî ðàáîòàòà â
îáëàñòòà [5, 13].

Äîïóñêàíèÿòà (Â) è (Ã) íà ìîäåëà íà Lotka�Volterra îáà÷å íå òúðïÿò
ïðåðàçãëåæäàíå â êëàñè÷åñêèòå ìîäåëè, êîèòî èìàò øèðîêà ïîïóëÿðíîñò
ïðè îïèñâàíåòî íà ñèñòåìè îò òèï õèùíèê-æåðòâà. Çà ïúðâè ïúò â [18]
å ïîñòàâåí âúïðîñúò, ÷å â äàäåíè ñèòóàöèè òåçè äîïóñêàíèÿ å âúçìîæíî
äà íå îïèñâàò äîñòàòú÷íî äîáðå ôèçè÷åñêèÿ ïðîöåñ. Â òàçè âðúçêà å
ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå íà ìîäåëà íà Rosenzweig�MacArthur [5]:

dN

dt
= rN

(
1− N

K

)
− P F (N),

dP

dt
= P [B (F (N))−D (F (N))]

(I.3)
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ïðè ñëåäíèòå ïðåäïîëîæåíèÿ.
Ôóíêöèÿòà B(F (N)) = B(F ) å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà ïî

îòíîøåíèå íà N è F çà N ≥ 0 è F ≥ 0. Çà âñÿêî F ≥ 0 å èçïúë-
íåíî 0 ≤ B(F ) ≤ cF çà íÿêîÿ ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà c. Ñúùî òàêà,
dB/dF ≥ 0. Îñâåí òîâà, dB/dF > 0 èëè çà F ∈ [F1,∞), êúäåòî F1 å íå-
îòðèöàòåëíà êîíñòàíòà, èëè çà F ∈ [F1, F2], êúäåòî F1 è F2 ñà êîíñòàíòè,
çà êîèòî 0 ≤ F1 < F2.

Ôóíêöèÿòà D(F (N)) = D(F ) å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà ïî îò-
íîøåíèå íà N è F çà âñÿêî N ≥ 0 è F ≥ 0. Çà F ≥ 0, 0 < dm ≤ D(F ) ≤
dM , êúäåòî dm è dM ñà êîíñòàíòè. Ñúùî, dD/dF ≤ 0 çà F ≥ 0.

Ïðè÷èíàòà çà âúâåæäàíåòî íà îáîáùåíèòå ôóíêöèè B è D ñå áàçèðà
íà íÿêîëêî íàáëþäåíèÿ.

Çà äîñòàòú÷íî ìàëêè ñòîéíîñòè íà êîíñóìàöèÿòà ðàñòåæúò íà õèù-
íèêà áè òðÿáâàëî äà å 0 âìåñòî ëèíåéíî ðàñòÿùà ïî îòíîøåíèå íà F
ôóíêöèÿ. Íåîáõîäèìà å íÿêàêâà ìèíèìàëíà åíåðãèÿ, êîÿòî õèùíèêúò
äà ïðèåìà ïîä ôîðìàòà íà õðàíà, çà äà ìîæå äà ñå ðàçìíîæàâà. Îò äðó-
ãà ñòðàíà, ñêîðîñòòà íà âúçïðîèçâåæäàíå íà õèùíèêà ìîæå äà äîñòèãíå
ðàâíîâåñíî ñúñòîÿíèå, àêî êîíñóìàöèÿòà å äîñòàòú÷íî ãîëÿìà � âèíàãè
èìà îãðàíè÷åíèå íà ñêîðîñòòà, ñ êîÿòî õèùíèêúò ìîæå äà ñå âúçïðîèç-
âåæäà.

Ñìúðòíîñòòà íà õèùíèêà ñúùî çàâèñè îò ôóíêöèÿòà íà ðàñòåæ. Õèù-
íèêúò òðÿáâà äà êîíñóìèðà ïîíå íÿêàêâî ìèíèìàëíî êîëè÷åñòâî õðàíà,
çà äà èçáåãíå ãëàäíà ñìúðò. Àêî õðàíàòà å â èçîáèëèå, óâåëè÷àâàíåòî �è
íÿìà äà èìà ñúùåñòâåí åôåêò âúðõó ñêîðîñòòà íà ñìúðòíîñò.

Ñòðóâà ñè äà îòáåëåæèì íÿêîëêî ôàêòà, ñâúðçàíè ñ [18]:

• èçïîëçâàíàòà ñïåöèôè÷íà ôóíêöèÿ íà ðàñòåæ â (I.3) å ôóíêöèÿòà
íà Holling îò òèï II;

• âúçìîæíèòå �ðåæèìè� íà êà÷åñòâåíî ïîâåäåíèå íà ðåøåíèÿòà ñà
àíàëîãè÷íè íà êëàñè÷åñêèÿ ìîäåë íà Rosenzweig�MacArthur, ò.å., â
çàâèñèìîñò îò ñòîéíîñòèòå íà ïàðàìåòðèòå, ñà âúçìîæíè: ñúùåñò-
âóâàíåòî íà ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà ãðàíè÷íà ðàâíîâåñ-
íà òî÷êà, êîÿòî ñúîòâåòñòâà íà èç÷åçâàíåòî íà õèùíèêà, ñúùåñòâó-
âàíåòî íà ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà âúòðåøíà ðàâíîâåñíà
òî÷êà èëè ñúùåñòâóâàíåòî íà ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâ ãðà-
íè÷åí öèêúë;

• â [18] íå ïðèñúñòâà àíàëèòè÷åí ðåçóëòàò, äîêàçâàù ãëîáàëíàòà óñ-
òîé÷èâîñò íà âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà â ñëó÷àÿ, êîãàòî òÿ ñú-
ùåñòâóâà è å ëîêàëíî óñòîé÷èâà.
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Èäåÿòà, ïðåäëîæåíà îò Terry, èçãëåæäà îáîñíîâàíà îò áèîëîãè÷íà
ãëåäíà òî÷êà è åòî çàùî çàñëóæàâà âíèìàíèå. Çà äà áúäå òÿ èçïîëçâàíà
íà ïðàêòèêà, âúçíèêâàò íÿêîè åñòåñòâåíè âúïðîñè, íà ÷àñò îò êîèòî èìà
çà öåë äà îòãîâîðè íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ è êîèòî ñà ôîðìóëèðàíè â
ñëåäâàùèÿ ïàðàãðàô.



Ãëàâà II. Öåëè è çàäà÷è íà äè-

ñåðòàöèÿòà

Îñíîâíèòå öåëè, êîèòî ñè ïîñòàâÿìå â íàñòîÿùèÿ äèñåðòàöèîíåí òðóä,
ñà ñëåäíèòå:

• çà ìîäåëà (I.3) ñ F (N) � ôóíêöèÿòà íà Holling îò òèï II, äà ñå äîêà-
æå, ÷å îò ñúùåñòâóâàíåòî è ëîêàëíàòà óñòîé÷èâîñò íà âúòðåøíàòà
ðàâíîâåñíà òî÷êà ñëåäâà ãëîáàëíà óñòîé÷èâîñò;

• äà ñå ðàçøèðÿò è îáîáùÿò ðåçóëòàòèòå, ïîëó÷åíè â [18], êàòî ñå èç-
ñëåäâà äèíàìèêàòà íà ñèñòåìàòà ïðè ïî-îáùàòà ñïåöèôè÷íà ôóíê-
öèÿ íà ðàñòåæ íà Beddington�DeAngelis;

• äà ñå èçñëåäâà äàëè âúâåæäàíåòî íà íåëèíåéíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ
è ñìúðòíîñò ìîæå äà äîâåäå äî êà÷åñòâåíî íîâà äèíàìèêà â äàäåí
ìîäåë îò òèï õèùíèê-æåðòâà;

• äà ñå âàëèäèðà ïðèëîæèìîñòòà íà îáîáùåíèòå ôóíêöèè íà áàçàòà
íà åêñïåðèìåíòàëíè äàííè, ïîëó÷åíè â ëàáîðàòîðíè óñëîâèÿ.

Èçïúëíåíèåòî íà ãîðíèòå öåëè è çàäà÷è å èçëîæåíî â äèñåðòàöèÿòà,
êîÿòî èìà îáåì îò 106 ñòðàíèöè è ñå ñúñòîè îò óâîä, òðè îñíîâíè ãëàâè,
çàêëþ÷åíèå, ñïèñúê íà öèòèðàíàòà ëèòåðàòóðà ñ 84 èçòî÷íèêà, àâòîðñêà
ñïðàâêà, èíôîðìàöèÿ çà àïðîáàöèÿòà íà ðåçóëòàòèòå è ïðèëîæåíèå, â
êîåòî ñà âêëþ÷åíè îñíîâíè òåîðåòè÷íè ïîñòàíîâêè îò îáëàñòòà íà äèíà-
ìè÷íèòå ñèñòåìè.
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Ãëàâà III. Ñúäúðæàíèå è îñíîâ-

íè ðåçóëòàòè íà äè-

ñåðòàöèÿòà

Ãëàâà 1. Óâîä

Â óâîäà íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ñà äàäåíè ïðåäâàðèòåëíè ñâåäåíèÿ çà
ðàçâèòèåòî íà íÿêîëêî êëàñà ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè â ïîïóëàöèîííàòà
äèíàìèêà, êîèòî ñà âàæíè çà ïî-íàòàòúøíîòî èçëîæåíèå. Â ÷àñòíîñò ñà
ðàçãëåäàíè íÿêîè êëàñè÷åñêè ìîäåëè îò òèï õèùíèê-æåðòâà � ìîäåëè
îò òèï íà Lotka�Volterra è Rosenzweig�MacArthur. Ñïåöèàëíî âíèìàíèå
å îáúðíàòî íà ðàçëè÷íè ñïåöèôè÷íè ôóíêöèè íà ðàñòåæ, èçó÷àâàíåòî íà
êîèòî å åäíà îò îñíîâíèòå ïîñîêè â èçñëåäâàíèÿòà íà òîçè êëàñ ìîäåëè.

Íàïðàâåíî å è êðàòêî âúâåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå íà
ìèêðîáèàëåí ðàñòåæ è â ÷àñòíîñò å ðàçãëåäàí ìîäåëúò íà Monod [12],
êîéòî ñå èçïîëçâà êàòî îñíîâà íà èçñëåäâàíèÿòà â Ãëàâà 4.

Â êðàÿ íà óâîäà ñà ôîðìóëèðàíè öåëèòå íà äèñåðòàöèÿòà è å îïèñàíà
íåéíàòà ïî-íàòàòúøíà ñòðóêòóðà.

Ãëàâà 2. Ìîäåë ñ ôóíêöèÿ íà ðàñòåæ îò òèï

íà Beddington�DeAngelis

1. Öåëè íà ãëàâàòà

Ãëàâà 2 èìà çà öåë äà ðàçøèðè ðåçóëòàòèòå, ïîëó÷åíè îò A.J. Terry çà
ïðèëàãàíåòî íà îáîáùåíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ â êëàñè÷åñêèòå ìîäåëè îò
òèï õèùíèê-æåðòâà. Êàêòî îòáåëÿçàõìå, â ìîäåëà íà Terry å èçïîëçâàíà
ôóíêöèÿ íà ðàñòåæ íà Holling îò òèï II. Èçâåñòíî å, ÷å â ìíîãî ñëó-
÷àè ôóíêöèÿòà íà Beddington�DeAngelis [3, 6] äàâà ïî-äîáðè ðåçóëòàòè

7
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ïðè ñðàâíÿâàíåòî ñ åêñïåðèìåíòàëíè äàííè [16]. Îñâåí òîâà, â ñåêöèÿòà
�Discussion� â [18] àâòîðúò ïðåäëàãà äà ñå èçñëåäâàò ðàçëè÷íè ôóíêöèè
íà ðàñòåæ è â ÷àñòíîñò òàçè íà Beddington�DeAngelis. Êàçàíîòî äîòóê íè
äàâà îñíîâàíèå äà íàñî÷èì âíèìàíèåòî ñè âúðõó èçñëåäâàíåòî íà ìîäåë
îò òèï íà Terry ñ ôóíêöèÿ íà ðàñòåæ íà Beddington-DeAngelis êàòî åñòåñ-
òâåíî îáîáùåíèå íà ìîäåëà (I.3). Èçñëåäâàíåòî íà òîâà êàê âúâåæäàíåòî
íà îáîáùåíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ âëèÿå âúðõó äèíàìèêàòà íà åäèíèÿ îò
áàçîâèòå ìîäåëè îò òèï õèùíèê-æåðòâà å è íàøà ïúðâà ñòúïêà êúì ñúç-
äàâàíåòî íà ïî-äîáðà èíòóèöèÿ çà ïîñòàâåíèòå â äèñåðòàöèÿòà âúïðîñè.

2. Ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë

Ðàçãëåäàí å ìîäåëúò

dN

dt
= rN(1−N)− PA (N,P ),

dP

dt
= P [B (A (N,P ))−D (A (N,P ))] ,

(III.1)

êúäåòî

A (N,P ) =
aN

b+N + cP
.

Çà ôóíêöèèòå B è D ñà íàïðàâåíè ïðåäïîëîæåíèÿ, êîèòî îòðàçÿâàò
èäåèòå, îáóñëàâÿùè ìîäåëà íà Terry (I.3).

Íåêà îçíà÷èì ñ R2
+ ïîëîæèòåëíèÿ êâàäðàíò â R2, ò.å.

R2
+ := {(N,P ) ∈ R2 : N ≥ 0, P ≥ 0}.

(B) Ïðåäïîëîæåíèÿ çà B:
(i) B = B(A ) = B(A (N,P )) å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà ïî

îòíîøåíèå íà A ≥ 0 è (N,P ) ∈ R2
+;

(ii) B(0) = 0 è 0 ≤ B(A ) ≤ C A çà íÿêîÿ êîíñòàíòà C > 0;
(iii) ñúùåñòâóâàò íåîòðèöàòåëíè êîíñòàíòè A1 < A2 (A2 ìîæå äà áúäå

+∞) òàêèâà, ÷å çà (N,P ) ∈ R2
+, B′ = dB/dA = 0, àêî A ∈ (0, A1) ∪

(A2,+∞) è B′ > 0, àêî A ∈ (A1, A2).

(D) Ïðåäïîëîæåíèÿ çà D :
(i) D = D(A ) = D(A (N,P )) å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà ïî

îòíîøåíèå íà A ≥ 0 è (N,P ) ∈ R2
+;

(ii) ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè D1 è D2 òàêèâà, ÷å 0 < D1 ≤ D(A ) ≤ D2

çà A ≥ 0 è (N,P ) ∈ R2
+;
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(iii) ñúùåñòâóâàò íåîòðèöàòåëíè êîíñòàíòè θ1 < θ2 (θ2 åâåíòóàëíî
ìîæå äà áúäå +∞) òàêèâà, ÷å çà (N,P ) ∈ R2

+, D ′ = dD/dA = 0, àêî
A ∈ (0, θ1) ∪ (θ2,+∞) è D ′ < 0, àêî A ∈ (θ1, θ2).

Íîâîòî óñëîâèå â (B) (â ñðàâíåíèå ñ [18]) å (iii). Ïîñëåäíîòî îòðàçÿâà
èäåÿòà çà ïðàã (â òåðìèíèòå íà íàøèòå îçíà÷åíèÿ, A1), ïîä êîéòî âúç-
ïðîèçâîäñòâî íå ñå ñëó÷âà, è íà äàäåíî íèâî íà êîíñóìàöèÿ (A2), ñëåä
êîåòî ñêîðîñòòà íà âúçïðîèçâîäñòâî íå ðàñòå. Òàêà ôîðìóëèðàíîòî ïðåä-
ïîëîæåíèå îáà÷å íå ïîçâîëÿâà íÿêîè èçðîäåíè ïîâåäåíèÿ íà ñèñòåìàòà
(III.1), âîäåùè äî ñòðóêòóðíà íåóñòîé÷èâîñò (âæ. [18]). Íåêà ñúùî îò-
áåëåæèì, ÷å àêî A1 = 0 è A2 = +∞, òîãàâà ôóíêöèÿòà B(A ) å ñòðîãî
ìîíîòîííà ïî îòíîøåíèå íà A ∈ (0,+∞) è ñëåäîâàòåëíî âêëþ÷âà êàòî
÷àñòåí ñëó÷àé êëàñè÷åñêàòà (ëèíåéíà ïî îòíîøåíèå íà A ) ñêîðîñò íà
ðàæäàåìîñò ïðè õèùíèêà.

Ïîäîáíè êîìåíòàðè ìîãàò äà ñå íàïðàâÿò è çà ïðåäïîëîæåíèå (D)(iii).

3. Ðåçóëòàòè è èçâîäè

Ïúðâî, â ãëàâàòà ñà äîêàçàíè íÿêîè îñíîâíè ñâîéñòâà, êîèòî ñà âàæíè çà
áèîëîãè÷åñêè ñìèñëåí ìîäåë � ïîëîæèòåëíà èíâàðèàíòíîñò íà ïîëîæè-
òåëíèÿ êâàäðàíò R2

+, ðàâíîìåðíà îãðàíè÷åíîñò îòãîðå íà íåîòðèöàòåë-
íèòå ðåøåíèÿ íà (III.1) è, êàòî ñëåäñòâèå, ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò
çà âñÿêî t ≥ 0 íà ðåøåíèÿòà, ñúîòâåòñòâàùè íà ïîëîæèòåëíè íà÷àëíè
óñëîâèÿ.

Ñëåä òîâà å ðàçãëåäàí âúïðîñúò çà ñúùåñòâóâàíåòî è ëîêàëíàòà óñ-
òîé÷èâîñò íà ðàâíîâåñíèòå òî÷êè íà ìîäåëà â çàâèñèìîñò îò ñòîéíîñòèòå
íà ïàðàìåòðèòå. Îñíîâíèòå ðåçóëòàòè îáîáùàâàìå â ñëåäíîòî òâúðäåíèå.

Òâúðäåíèå 1. Â çàâèñèìîñò îò ïàðàìåòðèòå â ìîäåëà (III.1), ñà âúç-
ìîæíè ñëåäíèòå ñëó÷àè:

• Àêî B(F (1)) < D(F (1)), òîãàâà ñúùåñòâóâàò ñàìî äâåòå ãðàíè÷-
íè ðàâíîâåñíè òî÷êè � E1 = (0, 0) (ñåäëî) è E2 = (1, 0) (àñèìïòî-
òè÷íî óñòîé÷èâà);

• Àêî B(F (1)) > D(F (1)), òîãàâà ñúùåñòâóâàò äâåòå ãðàíè÷íè
ðàâíîâåñíè òî÷êè � E1 = (0, 0) è E2 = (1, 0), êîèòî ñà ñåäëà, êàêòî
è âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà E3 = (N∗, P ∗), êîÿòî ìîæå äà
áúäå ëîêàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà èëè íåóñòîé÷èâà.1

1Â äèñåðòàöèÿòà ñà ïðèâåäåíè êîíêðåòíèòå óñëîâèÿ çà ïàðàìåòðèòå, êîèòî îïðå-

äåëÿò òåçè äâå âúçìîæíîñòè.
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Êàòî ñà èçïîëçâàíè ðåçóëòàòèòå çà ëîêàëíàòà óñòîé÷èâîñò íà ðàâ-
íîâåñíèòå òî÷êè, å íàïðàâåíà õàðàêòåðèçàöèÿ íà ãëîáàëíàòà äèíàìèêà
íà ñèñòåìàòà. Äîêàçàíî å, ÷å â ñëó÷àÿ, êîãàòî âúòðåøíè òî÷êè íå ñú-
ùåñòâóâàò, ãðàíè÷íîòî ðàâíîâåñèå E2 = (1, 0) å ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî
óñòîé÷èâî, à â ñëó÷àÿ, êîãàòî ñúùåñòâóâà íåóñòîé÷èâà âúòðåøíà ðàâíî-
âåñíà òî÷êà, âñÿêà òðàåêòîðèÿ êëîíè êúì ïåðèîäè÷íà îðáèòà çà t→∞.
Àêî âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà ñúùåñòâóâà è å ëîêàëíî àñèìïòîòè÷íî
óñòîé÷èâà, å èçâåäåíî äîñòàòú÷íî óñëîâèå, ïðè êîåòî òÿ å è ãëîáàëíî óñ-
òîé÷èâà. ×èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè â êðàÿ íà ãëàâàòà îáà÷å ñâèäåòåëñòâàò,
÷å óñëîâèåòî íå å íåîáõîäèìî. Ïî-òî÷íî, íà áàçàòà íà ÷èñëåíèòå åêñïåðè-
ìåíòè, ìîæå äà ñå íàïðàâè ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà
òî÷êà å ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà âèíàãè êîãàòî å ëîêàëíî àñèì-
ïòîòè÷íî óñòîé÷èâà.

Âñåêè îò êà÷åñòâåíî ðàçëè÷íèòå ñëó÷àè å èëþñòðèðàí íà áàçàòà íà
÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè. Òóê ùå ïðèâåäåì ïî åäèí ïðèìåð çà ñëó÷àèòå,
êîãàòî ãðàíè÷íîòî ðàâíîâåñèå E2 å ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâî
(Ôèã. III.1à), ω-ãðàíè÷íèòå ìíîæåñòâà íà âñè÷êè òðàåêòîðèè ñà ïåðèî-
äè÷íè îðáèòè (Ôèã. III.1á) è òî÷êàòà E3 å ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé-
÷èâà (Ôèã. III.1â). Çà äà íå óòåæíÿâàìå èçëîæåíèåòî, òóê ïðîïóñêàìå
äåòàéëèòå çà ïðîâåäåíèòå ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè, íî òå ìîãàò äà áúäàò
íàìåðåíè â äèñåðòàöèîíííèÿ òðóä.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
N

0.2

0.4

0.6

0.8
P

(à) E2 å ãëîáàëíî àñèì-

ïòîòè÷íî óñòîé÷èâà

ðàâíîâåñíà òî÷êà.
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N

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

P

(á) Ïåðèîäè÷íè

ðåøåíèÿ

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
N

0.2

0.4

0.6

0.8
P

(â) E3 å ãëîáàëíî àñèì-

ïòîòè÷íî óñòîé÷èâà

ðàâíîâåñíà òî÷êà.

Ôèãóðà III.1: Ôàçîâè ïîðòðåòè, ñúîòâåòñòâàùè íà âúçìîæíèòå êà÷åñòâå-
íî ðàçëè÷íè ïîâåäåíèÿ íà ðåøåíèÿòà íà (III.1).

Ðåçóëòàòèòå îò Ãëàâà 2 ïîêàçâàò, ÷å çà åäèí îò êëàñè÷åñêèòå áàçîâè
ìîäåëè, òîçè íà Beddington�DeAngelis, ñëåä âúâåæäàíåòî íà îáîáùåíè
ôóíêöèè íà ðàñòåæ, â çàâèñèìîñò îò ïàðàìåòðèòå â ìîäåëà, ñà íàëèöå
ñòàíäàðòíèòå òðè �ðåæèìà� íà ãëîáàëíà äèíàìèêà íà ñèñòåìàòà.

Ðåçóëòàòèòå ñà ïóáëèêóâàíè â [7].
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Ãëàâà 3. Êà÷åñòâåíè åôåêòè âúðõó äèíàìèêà-

òà íà ñèñòåìà îò òèï õèùíèê-æåðòâà ïðè èç-

ïîëçâàíåòî íà íåëèíåéíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ

çà õèùíèêà

1. Öåëè íà ãëàâàòà

Â Ãëàâà 3 å ïîñòàâåí âúïðîñúò äàëè âúâåæäàíåòî íà íåëèíåéíè ôóíêöèè
íà ðàñòåæ âñå ïàê áè ìîãëî äà îáîãàòè äèíàìèêàòà íà äàäåíà ñèñòåìà.
Çà òàçè öåë å ðàçãëåäàí ìîäåë îò òèï õèùíèê-æåðòâà, èçâåñòåí îò ëè-
òåðàòóðàòà [17], êîéòî îïèñâà çàùèòíî ïîâåäåíèå íà æåðòâàòà. Èçâåñòíî
å, ÷å òîçè òèï ìîäåëè èìàò ïî-áîãàòà äèíàìèêà, êîåòî å ïðåäïîñòàâêà
çà ïîÿâàòà íà êà÷åñòâåíî íîâî ïîâåäåíèå ïðè âúâåæäàíåòî íà íåëèíåéíè
ôóíêöèè íà ðàñòåæ çà õèùíèêà.

2. Ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë

Ðàçãëåæäàíèÿò â Ãëàâà 3 ìîäåë èìà âèäà

dN

dt
= rN

(
1− N

K

)
−F (N)P,

dP

dt
= [B(F (N))−D(F (N))− ηN ]P,

(III.2)

êúäåòî r å ìàêñèìàëíàòà ñêîðîñò íà ðàñòåæ íà ïîïóëàöèÿòà-æåðòâà, K
å ìàêñèìàëíàòà ïîääúðæàíà îò æèçíåíàòà ñðåäà ÷èñëåíîñò íà æåðòâà-
òà, η å êîåôèöèåíò, îòãîâàðÿù íà çàùèòíîòî ïîâåäåíèå íà æåðòâàòà, à
F (N) = aN/(b+N) å ôóíêöèÿòà íà Holling îò òèï II. Ôóíêöèèòå B(F )
è D(F ) óäîâëåòâîðÿâàò ñëåäíèòå óñëîâèÿ.

(B) Óñëîâèÿ çà B:

(i) B = B(F ) = B(F (N)) å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà ïî
îòíîøåíèå íà F ≥ 0 è N ≥ 0;

(ii) B(0) = 0 è 0 ≤ B(F ) ≤ C F çà íÿêîÿ êîíñòàíòà C > 0;

(iii) ñúùåñòâóâàò íåîòðèöàòåëíè êîíñòàíòè A1 < A2 (A2 ìîæå äà
áúäå +∞) òàêèâà, ÷å çà N ≥ 0, B′ = dB/dF = 0, àêî F ∈
(0, A1) ∪ (A2,+∞) è B′ > 0, àêî F ∈ (A1, A2);

(iv) ñúùåñòâóâà òî÷íî åäíà èíôëåêñíà òî÷êà íà B.
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(D) Óñëîâèÿ çà D :

(i) D = D(F ) = D(F (N)) å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà ïî
îòíîøåíèå íà F ≥ 0 è N ≥ 0;

(ii) ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè D1 è D2 òàêèâà, ÷å 0 < D1 ≤ D(F ) ≤
D2 çà F ≥ 0 è N ≥ 0, D(0) = D2;

(iii) ñúùåñòâóâàò íåîòðèöàòåëíè êîíñòàíòè θ1 < θ2 (θ2 ìîæå äà
áúäå +∞) òàêèâà, ÷å çà N ≥ 0, D ′ = dD/dF = 0, àêî F ∈
(0, θ1) ∪ (θ2,+∞) è D ′ < 0, àêî F ∈ (θ1, θ2);

(iv) ñúùåñòâóâà òî÷íî åäíà èíôëåêñíà òî÷êà íà D .

(E) Íåêà îçíà÷èì E (N) := B(F (N))−D(F (N)); E (N) èìà òî÷íî åäíà
èëè òî÷íî òðè èíôëåêñíè òî÷êè.

Çàáåëåæêà 1. Óñëîâèÿòà (B)(iv), (D)(iv) è (E), êîèòî ñà ðàçëè÷íè îò
ñúîòâåòíèòå óñëîâèÿ â Ãëàâà 2 çà ìîäåëà (III.1), ñà âêëþ÷åíè ñ öåë àíà-
ëèçúò äà áúäå ïî-îáîçðèì. Ðåçóëòàòèòå, ïðåäñòàâåíè â íàñòîÿùàòà ãëàâà,
áèõà ìîãëè äà ñå îáîáùÿò è â ñëó÷àé, ÷å òåçè èçèñêâàíèÿ ñå îòñëàáÿò.

Ôîðìóëèðàíèòå óñëîâèÿ îáà÷å èçãëåæäàò äîñòàòú÷íè, çà äà ìîãàò äà
áúäàò îòðàçåíè èäåèòå, ïðåäëîæåíè â [18], ïðè äåôèíèðàíåòî íà îáîáùå-
íè ôóíêöèè íà ðàñòåæ.

3. Ðåçóëòàòè è èçâîäè

Ñëåä êàòî ñà äîêàçàíè ñúùåñòâóâàíå, åäèíñòâåíîñò, ïîëîæèòåëíîñò è îã-
ðàíè÷åíîñò çà âñÿêî t ≥ 0 íà ðåøåíèÿòà, ñúîòâåòñòâàùè íà ïîëîæèòåëíè
íà÷àëíè óñëîâèÿ, ñà èçñëåäâàíè âúçìîæíîñòèòå çà ñúùåñòâóâàíå íà ðàâ-
íîâåñíè òî÷êè â çàâèñèìîñò îò ïàðàìåòðèòå â ìîäåëà. Ïîêàçàíî å, ÷å
âèíàãè ñúùåñòâóâàò ãðàíè÷íèòå ðàâíîâåñèÿ E0 = (0, 0) è EK = (K, 0),
êàêòî è, â çàâèñèìîñò îò ïàðàìåòðèòå, äî ÷åòèðè âúòðåøíè ðàâíîâåñèÿ
Ei = (Ni, Pi). Ùå ïðèåìàìå, ÷å Ni < Nj çà i < j.

Êàòî ñà èçïîëçâàíè òàêà ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè è òåîðèÿòà íà äèíà-
ìè÷íèòå ñèñòåìè, å õàðàêòåðèçèðàíà ãëîáàëíàòà äèíàìèêà íà ìîäåëà.
Âñåêè îò âúçìîæíèòå êà÷åñòâåíî ðàçëè÷íè ñëó÷àè çà ðåøåíèÿòà íà ñèñ-
òåìàòà å èëþñòðèðàí íà áàçàòà íà ÷èñëåí ïðèìåð â êðàÿ íà ãëàâàòà.

Òóê ùå îïèøåì íàêðàòêî âúçìîæíîñòèòå çà ïîâåäåíèåòî íà ðåøåíè-
ÿòà â çàâèñèìîñò îò áðîÿ íà ðàâíîâåñíèòå òî÷êè è ïàðàìåòðèòå â ìîäåëà.
Çà òàçè öåë ùå ôîðìóëèðàìå îñíîâíèòå òâúðäåíèÿ, äîêàçàíè â äèñåðòà-
öèÿòà, è ùå ãè èëþñòðèðàìå ñúñ ñúîòâåòñòâàùè ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè.
Çà äà íå óòåæíÿâàìå èçëîæåíèåòî, îòíîâî ùå ïðîïóñíåì ïîäðîáíîñòèòå
çà âñåêè îò ÷èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè.
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Íóëà èëè åäíà âúòðåøíà ðàâíîâåñíà òî÷êà

Òåîðåìà 1. Àêî ñèñòåìàòà (III.2) íÿìà âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè,
òîãàâà ãðàíè÷íîòî ðàâíîâåñèå EK å ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâî
(âæ. Ôèã. III.2).

æ æ

1 2 3 4 5 6
N

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

P

Ôèãóðà III.2: Àêî ìîäåëúò (III.2) íÿìà âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè, òî-
ãàâà ãðàíè÷íîòî ðàâíîâåñèå EK = (K, 0) å ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé-
÷èâî.

Òåîðåìà 2. Àêî ñèñòåìàòà (III.2) èìà òî÷íî åäíà âúòðåøíà ðàâíîâåñ-
íà òî÷êà, E1 = (N1, P1), êîÿòî å íåóñòîé÷èâà, ò.å. N1 < Nc := (K−b)/2,
K > b, òîãàâà ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî íà âñÿêà òðàåêòîðèÿ å ïåðèî-
äè÷íà îðáèòà (âæ. Ôèã. III.3à).

Òåîðåìà 3. Àêî ñèñòåìàòà (III.2) èìà òî÷íî åäíà âúòðåøíà ðàâíî-
âåñíà òî÷êà, E1 = (N1, P1), êîÿòî å àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà, ò.å.
N1 > Nc = (K − b)/2, òîãàâà E1 å ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà
(âæ. Ôèã. III.3á).

Äâå âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè

Çà ñëó÷àÿ, â êîéòî ìîäåëúò èìà òî÷íî äâå ðàâíîâåñíè òî÷êè Ei, i = 1, 2,
N1 < N2, å äîêàçàíî, ÷å E2 å âèíàãè ñåäëî. Íåêà îçíà÷èì óñòîé÷èâîòî
ìíîãîîáðàçèå íà E2 ñW

S(E2). Àêî òî ïðåñè÷à ïðàâàòà N = N2 âòîðè ïúò
(êàêòî å íà Ôèã. III.4à), W S(E2) ðàçäåëÿ ïîëîæèòåëíèÿ êâàäðàíò íà äâå
íåñâúðçàíè îáëàñòè. Íåêà îçíà÷èì ñ Ωin òàçè, êîÿòî ñúäúðæà òî÷êàòà
E1, à ñ Ωout � äðóãàòà.

Òåîðåìà 4. Íåêà ðàâíîâåñíàòà òî÷êà E1 å àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà,
ò.å. N1 > Nc. Òîãàâà çà âñÿêà òðàåêòîðèÿ γ(t) ñ íà÷àëíî óñëîâèå â Ωin
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Ôèãóðà III.3: Äèíàìèêà íà ñèñòåìàòà (III.2) â ñëó÷àÿ íà åäíà âúòðåøíà
ðàâíîâåñíà òî÷êà E1.

å èçïúëíåíî γ(t) → E1 ïðè t → ∞. Çà âñÿêà òðàåêòîðèÿ γ(t), èìàùà
íà÷àëíî óñëîâèå â Ωout, å èçïúëíåíî γ → EK ïðè t → ∞. Òîçè ñëó÷àé å
èëþñòðèðàí íà Ôèã. III.5à.

Òåîðåìà 5. Íåêà ðàâíîâåñíàòà òî÷êà E1 = (N1, P1) å íåóñòîé÷èâà, ò.å.
ñà â ñèëà K > b è N1 < Nc. Àêî W

S(E2) ∩ n 6= {E2} (âæ. Ôèã. III.4à),
òîãàâà ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî íà âñÿêà òðàåêòîðèÿ ñ íà÷àëíî óñëî-
âèå â Ωin å ïåðèîäè÷íà îðáèòà, à âñÿêà òðàåêòîðèÿ íà (III.2) ñ íà÷àëíî
óñëîâèå â Ωout ñõîæäà êúì EK. Òîçè ñëó÷àé å èëþñòðèðàí íà Ôèã. III.5á.

Â ñëó÷àÿ, êîãàòî W S(E2) ∩ n = {E2} (âæ. Ôèã. III.4á), âñè÷êè òðà-
åêòîðèè êëîíÿò êúì EK. Ñëó÷àÿò å èëþñòðèðàí íà Ôèã. III.5â.

Ñ äðóãè äóìè, êàòî å ñðàâíåíî ñ ðåçóëòàòèòå îò [17], â äèñåðòàöèÿòà
å ïîêàçàíî, ÷å àêî ðàâíîâåñíèòå òî÷êè ñà íå ïîâå÷å îò äâå, âúçìîæíèòå
äèíàìè÷íè ïîâåäåíèÿ íà ñèñòåìàòà ïðè ìîäåëà ñ îáîáùåíè ôóíêöèè íà
ðàñòåæ ñà ñúùèòå êàòî ïðè ìîäåëà ñ ëèíåéíà ôóíêöèÿ.

Ìîäåëúò (III.2) îáà÷å ìîæå äà èìà è ïîâå÷å îò äâå âúòðåøíè ðàâ-
íîâåñíè òî÷êè, êîåòî âîäè äî êà÷åñòâåíî íîâà äèíàìèêà, êîÿòî íå ñå
íàáëþäàâà ïðè êëàñè÷åñêèòå ìîäåëè, íî ìîæå äà èìà ñåðèîçíî âëèÿíèå
âúðõó îïèñâàíèòå îò ìîäåëà âúçìîæíîñòè çà îöåëÿâàíå è êîíòðîë íà
åäíà ðåàëíà ñèñòåìà.

Ïîâå÷å îò äâå âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè

Òîçè ñëó÷àé å êîìåíòèðàí íà áàçàòà íà ÷èñëåíè ïðèìåðè, òúé êàòî àíà-
ëèòè÷íîòî èçñëåäâàíå å íåïîñðåäñòâåíî îáîáùåíèå íà ðåçóëòàòèòå, ïîëó-
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Ôèãóðà III.4: Íóëåâè èçîêëèíè çà ìîäåëà (III.2) â ñëó÷àÿ íà äâå íåóñòîé-
÷èâè âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè; ïëúòíàòà ïðåêúñíàòà ëèíèÿ îçíà÷àâà
óñòîé÷èâîòî ìíîãîîáðàçèå íà ñåäëîâàòà òî÷êà E2.
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Ôèãóðà III.5: Äèíàìèêà íà ñèñòåìàòà (III.2) â ñëó÷àÿ íà äâå âúòðåøíè
ðàâíîâåñíè òî÷êè E1 è E2.

÷åíè ïðè íàëè÷èåòî íà òî÷íî äâå âúòðåøíè ðàâíîâåñèÿ. Íåêà ïðèåìåì,
÷å èìàìå ÷åòèðè ðàâíîâåñèÿ Ei, i = 1, 4. Òúé êàòî òî÷êèòå E2 è E4

ñà âèíàãè ñåäëà, àíàëîãè÷íî íà ïðåäõîäíèòå ñëó÷àè å õàðàêòåðèçèðàíà
äèíàìèêàòà íà ìîäåëà â çàâèñèìîñò îò óñòîé÷èâîñòòà íà E1 è E3 è îò
ãåîìåòðèÿòà íà óñòîé÷èâèòå ìíîãîîáðàçèÿ íà äâåòå ñåäëà.

Òóê ùå ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà çà âúçìîæíè ïîâåäåíèÿ íà ñèñòåìà-
òà ïðè íàëè÷èåòî íà ïîíå åäíà óñòîé÷èâà âúòðåøíà ðàâíîâåñíà òî÷êà.
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Ïîâå÷å ïîäðîáíîñòè, â ÷àñòíîñò èíôîðìàöèÿ çà îñòàíàëèòå êà÷åñòâåíî
ðàçëè÷íè ñëó÷àè, ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä.

Ïúðâî, àêî è äâåòå òî÷êè E1 è E3 ñà óñòîé÷èâè, å ïîêàçàíî, ÷å âñÿêà
òðàåêòîðèÿ êëîíè êúì óñòîé÷èâî ðàâíîâåñèå. Àêî âúòðåøíèòå ðàâíîâåñ-
íè òî÷êè ñà òðè, òî çàäúëæèòåëíî ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà êëîíÿò êúì
íÿêîÿ îò òÿõ, à àêî ñà ÷åòèðè � íÿêîè òðàåêòîðèè êëîíÿò êúì EK . Áà-
ñåéíèòå íà ïðèâëè÷àíå ñà îïðåäåëåíè îò óñòîé÷èâèòå ìíîãîîáðàçèÿ íà
ñåäëîâèòå òî÷êè. Òåçè äâå âúçìîæíîñòè ñà èëþñòðèðàíè íà Ôèã. III.6.

(à) Òðè âúòðåøíè ðàâ-

íîâåñíè òî÷êè; E1 è E3

ñà ëîêàëíî àñèìïòîòè÷íî

óñòîé÷èâè; áèóñòîé÷èâîñò

íà ëîêàëíî àñèìïòîòè÷-

íî óñòîé÷èâèòå âúòðåøíè

ðàâíîâåñèÿ � ïóíêòèðàíà-

òà ëèíèÿ ðàçäåëÿ áàñåé-

íèòå íà ïðèâëè÷àíå íà E1

è E3.

(á) ×åòèðè âúòðåøíè ðàâ-

íîâåñíè òî÷êè; E1 è E3

ñà ëîêàëíî àñèìïòîòè÷íî

óñòîé÷èâè; ïðåêúñíàòèòå

ëèíèè ðàçäåëÿò áàñåéíè-

òå íà ïðèâëè÷àíå íà E1,

E3 è EK .

Ôèãóðà III.6: Äèíàìèêà íà ñèñòåìàòà (III.2) â ñëó÷àèòå íà òðè è ÷åòèðè
âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè.

Â ñëó÷àÿ, êîãàòî ñèñòåìàòà (III.2) èìà åäíî óñòîé÷èâî è òðè íåóñòîé-
÷èâè âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè, â çàâèñèìîñò îò íà÷àëíèòå óñëîâèÿ,
äàäåíà òðàåêòîðèÿ ìîæå äà êëîíè êúì ãðàíè÷åí öèêúë, êúì óñòîé÷èâàòà
ðàâíîâåñíà òî÷êà èëè êúì ãðàíè÷íîòî ðàâíîâåñèå EK (âæ. Ôèã. III.7).

Èçâîäè

Ãëàâà 3 çàâúðøâà ñ èçâîäè çà òîâà êàê âúâåæäàíåòî íà îáîáùåíè ôóíê-
öèè íà ðàñòåæ çà õèùíèêà âëèÿå âúðõó äèíàìèêàòà íà ñèñòåìàòà (III.2).
Îñíîâíèòå ñðåä òÿõ ñà ñëåäíèòå.
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êúì ãðàíè÷åí öèêúë èëè

êúì E3, â çàâèñèìîñò îò

íà÷àëíèòå óñëîâèÿ.

Ôèãóðà III.7: Äèíàìèêà íà ñèñòåìàòà (III.2) â ñëó÷àÿ íà åäíî óñòîé÷èâî
è òðè íåóñòîé÷èâè âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè.

Íåëèíåéíîñòòà íà ôóíêöèèòå íà ðàñòåæ è ñìúðòíîñò ïðè õèùíèêà
âîäè äî íîâè âúçìîæíè �ðåæèìè� íà äúëãîñðî÷íî îöåëÿâàíå íà åäíà
ñèñòåìà îò òèï õèùíèê-æåðòâà.

Îñíîâíàòà ðàçëèêà îò áèîëîãè÷íà ãëåäíà òî÷êà å â íà÷èíà, ïî êîé-
òî ñèñòåìàòà ðåàãèðà íà ãîëåìè ïåðòóðáàöèè. Íåêà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ,
èëþñòðèðàí íà Ôèã. III.6à. Íåêà ïðèåìåì, ÷å çà èçâåñòåí ïåðèîä îò âðåìå
ïîïóëàöèèòå ôëóêòóèðàò îêîëî ðàâíîâåñèåòî E1. Ãîëÿìà ïåðòóðáàöèÿ â
ìîìåíòà îò âðåìå tP (ïî-òî÷íî òàêàâà, êîÿòî âîäè äî íàïóñêàíå íà áàñåé-
íà íà ïðèâëè÷àíå íà E1) ìîæå äà äîâåäå äî ïî-íàòàòúøíî ñòàáèëèçèðàíå
íà ñèñòåìàòà îêîëî äðóãà ðàâíîâåñíà òî÷êà, E3, âæ. Ôèã. III.8. Òàêîâà ïî-
âåäåíèå íå ìîæå äà ñå îïèøå îò êëàñè÷åñêèòå ìîäåëè (ñ ëèíåéíè ôóíêöèè
íà ðàñòåæ è ñìúðòíîñò), íî å íàáëþäàâàíî â ðåàëíè åêîëîãè÷íè ñèñòåìè
[14].

Ñúùî òàêà, áîãàòàòà äèíàìèêà íà ñèñòåìàòà äàâà ïîâå÷å âúçìîæíîñ-
òè îò ãëåäíà òî÷êà íà óïðàâëåíèå íà ñèñòåìàòà. Íàïðèìåð, àêî ñèñòåìàòà
èìà äâå èëè ïîâå÷å óñòîé÷èâè âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè, ìîãàò ïî èç-
êóñòâåí íà÷èí äà ñå íàïðàâÿò íåîáõîäèìèòå ïåðòóðáàöèè â ñèñòåìàòà,
òàêà ÷å òÿ äà ñå ñòàáèëèçèðà îêîëî íàé-äîáðîòî (â íÿêàêúâ ñìèñúë) âúç-
ìîæíî ðàâíîâåñèå.

Äðóãà âúçìîæíîñò å ñëåäíàòà. Íåêà ñèñòåìàòà ñå õàðàêòåðèçèðà ñ ïå-
ðèîäè÷íè îñöèëàöèè íà äâåòå ïîïóëàöèè, êàêòî å èçîáðàçåíî íà Ôèã. III.9.
Ãîëåìè ïåðòóðáàöèè â ìîìåíòà îò âðåìå tP ìîãàò äà ñòàáèëèçèðàò ñèñ-
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òåìàòà îêîëî óñòîé÷èâî ðàâíîâåñèå.
Ðåçóëòàòèòå îò Ãëàâà 3 ñà ïóáëèêóâàíè â [8].

tP

t

NHtL

tP

t

PHtL

Ôèãóðà III.8: Ñòàáèëèçèðàíå íà ñèñòåìà îò òèï õèùíèê-æåðòâà ñëåä ãî-
ëÿìà ïåðòóðáàöèÿ â ñëó÷àÿ íà äâå óñòîé÷èâè âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷-
êè.

tp

t

NHtL

tp

t

PHtL

Ôèãóðà III.9: Ñòàáèëèçèðàíå íà ñèñòåìà îò òèï õèùíèê-æåðòâà ñëåä ãî-
ëÿìà ïåðòóðáàöèÿ â ñëó÷àÿ íà ãðàíè÷åí öèêúë è óñòîé÷èâà âúòðåøíà
ðàâíîâåñíà òî÷êà.

Ãëàâà 4. Îïèñâàíå íà ðåàëíè åêñïåðèìåíòè ñ

ìîäåëè îò òèï íà Monod ñ èçïîëçâàíåòî íà

îáîáùåíè ôóíêöèè

1. Öåëè íà ãëàâàòà

Åñòåñòâåíà ñëåäâàùà ñòúïêà ïðè èçñëåäâàíåòî íà îáîáùåíèòå ôóíêöèè
íà ðàñòåæ å âàëèäèðàíåòî èì íà áàçàòà íà åêñïåðèìåíòàëíè äàííè. Òúé
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êàòî ãîëÿìà ÷àñò îò åêñïåðèìåíòàëíèòå èçñëåäâàíèÿ â îáëàñòòà íà ïî-
ïóëàöèîííàòà äèíàìèêà ñå ïðàâÿò â ëàáîðàòîðíè óñëîâèÿ, â Ãëàâà 4 å
ïîñòàâåíî çà öåë âàëèäèðàíåòî íà ïðàêòè÷åñêàòà ïðèëîæèìîñò íà îáîá-
ùåíèòå ôóíêöèè íà ðàñòåæ, êàòî å íàïðàâåíî ñðàâíåíèå ìåæäó ðåçóëòà-
òèòå, êîèòî ñå ïîëó÷àâàò ïðè êëàñè÷åñêèÿ ìîäåë íà Monod, è òåçè ïðè
èçïîëçâàíåòî íà îáîáùåíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ íà áèîìàñàòà, çà åêñïå-
ðèìåíòàëíè äàííè çà ìèêðîîðãàíèçìè.

Êëàñè÷åñêèÿò ìîäåë íà Monod èìà âèäà

ds

dt
= (s(0) − s)D − αVmaxsx

s+Ks

,

dx

dt
=

(
Vmaxs

s+Ks

−D
)
x,

x(0) = x0, s(0) = s0,

(III.3)

êúäåòî s(t) è x(t) ñà ñúîòâåòíî êîíöåíòðàöèèòå íà ñóáñòðàò è áèîìàñà â
êóëòóðàòà â ìîìåíòà îò âðåìå t, s(0) å êîíöåíòðàöèÿòà íà âëèâàíèÿ ñóá-
ñòðàò, à D å ñêîðîñòòà íà âëèâàíå è íà îòìèâàíå. Ôóíêöèÿòà íà Monod
Vmaxs/(s + Ks) îïèñâà êîíñóìàöèÿòà, à α õàðàêòåðèçèðà åôåêòèâíîñò-
òà íà áèîòåõíîëîãè÷íèÿ ïðîöåñ, ïî-òî÷íî �ïðåâðúùàíåòî� íà ñóáñòðàò â
áèîìàñà.

2. Ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë

Ðàçãëåæäàìå ìîäåëà

ds

dt
= (s(0) − s)D − αVmaxsx

s+Ks

,

dx

dt
=

[
B

(
Vmaxs

s+Ks

)
−D

]
x,

x(0) = x0, s(0) = s0,

(III.4)

êîéòî å îáîáùåíèå íà (III.3).
Îçíà÷àâàìå F (s) = Vmaxs/(s+Ks) è íåêà ôóíêöèÿòà B(F ) å äåôè-

íèðàíà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

(i) B = B(F ) = B(F (s)) å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà ïî îòíî-
øåíèå íà F ≥ 0 è ≥ 0;

(ii) B(0) = 0 è 0 ≤ B(F ) ≤ C F çà íÿêîÿ êîíñòàíòà C > 0;

(iii) ñúùåñòâóâàò íåîòðèöàòåëíè êîíñòàíòè A1 < A2 (A2 ìîæå äà áúäå
+∞) òàêèâà, ÷å çà N ≥ 0, B′ = dB/dF = 0, àêî F ∈ (0, A1) ∪
(A2,+∞) è B′ > 0, àêî F ∈ (A1, A2).
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Çà ÷èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè (êàêòî, âïðî÷åì, è â ïðåäõîäíèòå ãëàâè)
å èçïîëçâàí åäèí âúçìîæåí âèä íà B(F ), ïðåäëîæåí â [18]:

B(F ) =


0, 0 ≤ F ≤ A1,

β cos2
[
π
2

(
1 + F−A1

A2−A1

)]
, A1 ≤ F ≤ A2,

β, F ≥ A2.

Çàáåëåæêà 2. Â ðàçãëåæäàíèÿ ìîäåë ñìúðòíîñòòà íà ìèêðîîðãàíèçìè-
òå ñå ïðåíåáðåãâà. Ïðèåìàìå, ÷å òÿ å ìàëêà â ñðàâíåíèå ñúñ ñêîðîñòòà íà
îòìèâàíå èëè, ïðè ïðåêúñíàò ïðîöåñ, çà âðåìåòî, çà êîåòî ðàçãëåæäàìå
ïðîöåñà, òÿ íå îêàçâà ãîëÿìî âëèÿíèå.

3. Ðåçóëòàòè è èçâîäè

Ïúðâî, êàòî å íàïðàâåíî îáåçðàçìåðÿâàíå â (III.4) è å ðàçãëåäàí ìîäåëúò

ds

dt
= 1− s− Vmaxsx

s+Ks

,

dx

dt
=

[
B

(
Vmaxs

s+Ks

)
− 1

]
x,

(III.5)

å äîêàçàíî, ÷å âúâåæäàíåòî íà íåëèíåéíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ çà áèîìàñà-
òà â êëàñè÷åñêèÿ ìîäåë íà Monod íå ïðîìåíÿ âúçìîæíèòå àñèìïòîòè÷íè
ïîâåäåíèÿ íà ñèñòåìàòà è ñëåäîâàòåëíî ìîãàò äà áúäàò îïèñàíè äâå îñ-
íîâíè ñèòóàöèè � îðãàíèçìèòå äà áúäàò îòìèòè îò áèîðåàêòîðà èëè äà
áúäå äîñòèãíàòî óñòîé÷èâî ðàâíîâåñíî ñúñòîÿíèå. Ïîñëåäíèòå ñúîòâåò-
ñòâàò íà òîâà, êîåòî ñå íàáëþäàâà â ðåàëíè ñèñòåìè ñ åäèí ñóáñòðàò è
åäèí âèä áèîìàñà. Ïî-òî÷íî, òåçè ðåçóëòàòè ñà ôîðìóëèðàíè â ñëåäíèòå
äâå òåîðåìè, â êîèòî ñ s∗ å îçíà÷åíà åäèíñòâåíàòà ïîëîæèòåëíà ñòîéíîñò
íà s, çà êîÿòî B(Vmaxs/(s+Ks)) = 1. Àêî òàêàâà ñòîéíîñò íå ñúùåñòâóâà,
îçíà÷àâàìå s∗ := +∞.

Òåîðåìà 6. Â ñëó÷àÿ, êîãàòî ñèñòåìàòà (III.5) íÿìà âúòðåøíè ðàâ-
íîâåñíè òî÷êè, ò.å. s∗ > 1, ãðàíè÷íàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà E1 = (1, 0) å
ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà.

Òåîðåìà 7. Â ñëó÷àÿ, êîãàòî âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà E∗ = (s∗, x∗)
ñúùåñòâóâà, ò.å. 0 < s∗ < 1, òÿ å ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà.

Îò äðóãà ñòðàíà îáà÷å, ïðåäëîæåíèòå åêñïåðèìåíòè ïîêàçâàò, ÷å ìî-
äèôèöèðàíèÿò ìîäåë å ïî-ãúâêàâ ïðè îïèñâàíåòî íà åêñïåðèìåíòàëíè
äàííè. Èçïîëçâàíè ñà åêñïåðèìåíòè çà ðàçâèòèåòî íà äâà ùàìà âèíåíè
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äðîæäè � Saccharomyces cerevisiae MB è Saccharomyces cerevisiae FR [4],
ïðè ïðåêúñíàò (àíãë., batch) ïðîöåñ, ïîñòàâåíè ïðè èíõèáèðàùè óñëîâèÿ.

Íà Ôèã. III.10à è Ôèã. III.11à ñà âèçóàëèçèðàíè ðåçóëòàòèòå îò ïàðà-
ìåòðè÷íàòà èäåíòèôèêàöèÿ çà ìîäåëà (III.3) çà äâàòà ùàìà îðãàíèçìè,
à íà Ôèã. III.10á è Ôèã. III.11á � çà ìîäåëà (III.4). Êàêòî ñå âèæäà, ðå-
çóëòàòèòå ñ ìîäèôèöèðàíèÿ ìîäåë ñà çíà÷èòåëíî ïî-äîáðè.
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(á) Îáîáùåí ìîäåë (III.4)

Ôèãóðà III.10: Ðåçóëòàòè îò îïèñâàíåòî íà åêñïåðèìåíòàëíè äàííè çà
Saccharomyces cerevisiae MB. Ñ ïëúòíè êðúã÷åòà è ïëúòíà ëèíèÿ ñà îç-
íà÷åíè ñúîòâåòíî åêñïåðèìåíòàëíèòå äàííè è òåîðåòè÷íèòå ðåçóëòàòè çà
áèîìàñàòà, à ñ ïðåêúñíàòà ëèíèÿ è ïðàçíè êðúã÷åòà ñà îçíà÷åíè ñúîò-
âåòíèòå äàííè çà ñóáñòðàòà.
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Ôèãóðà III.11: Ðåçóëòàòè îò îïèñâàíåòî íà åêñïåðèìåíòàëíè äàííè çà
Saccharomyces cerevisiae FR ñ ìîäåëèòå (III.3) è (III.4). Ñ ïëúòíè êðúã-
÷åòà è ïëúòíà ëèíèÿ ñà îçíà÷åíè ñúîòâåòíî åêñïåðèìåíòàëíèòå äàííè
è òåîðåòè÷íèòå ðåçóëòàòè çà áèîìàñàòà, à ñ ïðåêúñíàòà ëèíèÿ è ïðàçíè
êðúã÷åòà ñà îçíà÷åíè ñúîòâåòíèòå äàííè çà ñóáñòðàòà.

Äîêàòî ïðè êëàñè÷åñêèÿ ìîäåë íà Monod åäèíñòâåíàòà âúçìîæíîñò
çà äîñòèãàíå íà êâàçè-ñòàöèîíàðíî ñúñòîÿíèå ïðè ïðåêúñíàò ïðîöåñ å äà
áúäå èç÷åðïàí âñè÷êèÿò ñóáñòðàò â ðåàêòîðà, òî ìîäèôèöèðàíèÿò ìîäåë
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ïîçâîëÿâà äà ñå îïèøå ïî-ñëîæíî ïîâåäåíèå. Ïîñëåäíîòî ìîæå äà áúäå
ðåçóëòàò îò âëèÿíèåòî íà ðàçëè÷íè ôàêòîðè íà ñðåäàòà, êîèòî ìîãàò
äà áúäàò âêëþ÷åíè êàòî ïàðàìåòðè, îïðåäåëÿùè ïðàãîâèòå ñòîéíîñòè çà
ôóíêöèÿòà íà ðàñòåæ.

Ðåçóëòàòèòå îò Ãëàâà 4 ñà ïóáëèêóâàíè â [9].



Áëàãîäàðíîñòè

Èçêàçâàì èñêðåíàòà ñè áëàãîäàðíîñò íà íàó÷íèÿ ñè ðúêîâîäèòåë, ïðîô.
ä-ð Íåëè Äèìèòðîâà, çà ïîäêðåïàòà, öåííèòå íàïúòñòâèÿ è ïîìîùòà ïî
âðåìå íà öÿëàòà äîêòîðàíòóðà. Áåç òÿõ íàñòîÿùèÿò äèñåðòàöèîíåí òðóä
íå áè áèë âúçìîæåí.

Ðåçóëòàòèòå â Ãëàâà 4 ñà ïîëó÷åíè â ñúòðóäíè÷åñòâî ñ Ãåðãàíà Âåëè-
êîâà, ïîíàñòîÿùåì äîêòîðàíò â Óíèâåðñèòåòà â Îêñôîðä. Êîìóíèêàöè-
ÿòà ìè ñ íåÿ å äîïðèíåñëà ñúùåñòâåíî çà ïî-çàäúëáî÷åíîòî ðàçáèðàíå íà
ðåäèöà âúïðîñè îò îáëàñòòà íà áèîëîãèÿòà.

Áëàãîäàðåí ñúì è íà êîëåãèòå îò êàòåäðà �×èñëåíè ìåòîäè è àëãî-
ðèòìè� íà Ôàêóëòåòà ïî ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà, ÑÓ �Ñâ. Êëèìåíò
Îõðèäñêè� çà îòëè÷íàòà ðàáîòíà ñðåäà è îñîáåíî íà ïðîô. äìí Ñòåô-
êà Äèìîâà è ïðîô. ä-ð Òàòÿíà ×åðíîãîðîâà, ÷èÿòî ïîäêðåïà å èçèãðà-
ëà êëþ÷îâà ðîëÿ çà äîñåãàøíîòî ìè íàó÷íî ðàçâèòèå, è íà àñ. Ãàëèíà
Ëþöêàíîâà-Æåêîâà, ñúâìåñòíàòà ìè ðàáîòà ñ êîÿòî ìå å íàó÷èëà íà èç-
êëþ÷èòåëíî ìíîãî.
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Àïðîáàöèÿ íà ðåçóëòàòèòå îò äè-

ñåðòàöèÿòà

Îñíîâíàòà ÷àñò îò ðåçóëòàòèòå, âêëþ÷åíè â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä, ñà ïóá-
ëèêóâàíè â ñëåäíèòå ñòàòèè:

1. T. Ivanov, N. Dimitrova, A predator-prey model with generic birth
and death rates for the predator and Beddington-DeAngelis functional
response. Math. Com. Sim. 133 (2017) 111-123, http://dx.doi.org/
10.1016/j.matcom.2015.08.003, IF(2016): 1.218 ;

2. T. Ivanov, N. Dimitrova, Qualitative e�ects of introducing nonlinear
birth and death rates for the predator in a predator-prey type model,
Biomath 6 (2017), 1703167, http://dx.doi.org/10.11145/j.biomath.
2017.03.167 (ñïèñàíèåòî å èíäåêñèðàíî â Mathematical Reviews,
Zentralblatt MATH, EBSCO, Google Scholar);

3. T. Ivanov, G. Velikova, Data �tting in Monod-type models with nonlinear
growth rates, Biomath Communications 5 (2018), http://dx.doi.org/
10.11145/bmc.2018.04.187.

Çàáåëÿçàíè ñà äâå öèòèðàíèÿ íà ñòàòèÿ 1:

1. M. Moustafa, M.H. Mohd, A.I. Ismail, F.A. Abdullah, Dynamical ana-
lysis of a fractional-order Rosenzweig�MacArthur model incorporating
a prey refuge, Chaos, Solitons & Fractals 109 (2018) 1�13, IF(2016):
1.455.

2. K. Baisad, S. Mooncha, Analysis of stability and Hopf bifurcation in a
fractional Gauss-type predator�prey model with Allee e�ect and Holling
type-III functional response, Advances in Di�erence Equations 82 (2018)
https://doi.org/10.1186/s13662-018-1535-9, IF(2016): 0.335.

×àñòè îò äèñåðòàöèÿòà ñà äîêëàäâàíè íà ñëåäíèòå íàó÷íè ôîðóìè:
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1. Ò. Èâàíîâ, Ã. Âåëèêîâà, Ìîäåë îò òèï íà Ìîíî ñ îáîáùåíà ôóíê-
öèÿ íà ðàñòåæ çà áèîìàñàòà, Ñåìèíàð íà ñåêöèÿ �Ìàòåìàè÷åñêî
ìîäåëèðàíå è ÷èñëåí àíàëèç� ïðè ÈÌÈ�ÁÀÍ, 13.11.2017, Ñîôèÿ,
Áúëãàðèÿ;
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íà ñëåäíèòå íàó÷íè ïðîåêòè:

1. Âúòðåøíî-èíñòèòóöèîíàëåí ïðîåêò �Ìàòåìàòè÷åñêî ìîäåëèðà-
íå è êîìïþòúðíè ñèìóëàöèè íà áèîïðîöåñè� íà ñåêöèÿ �Ìàòåìà-
òè÷åñêî ìîäåëèðàíå è ÷èñëåí àíàëèç� ïðè ÈÌÈ-ÁÀÍ;
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Àâòîðñêà ñïðàâêà

Ïî ìíåíèåòî íà àâòîðà îñíîâíèòå ïðèíîñè íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ñà
ñëåäíèòå:

1. Ðàçøèðåíè ñà ðåçóëòàòèòå îò [18] çà ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë îò òèï
õèùíèê-æåðòâà ñ îáîáùåíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ çà õèùíèêà è ñïå-
öèôè÷íà ôóíêöèÿ íà ðàñòåæ íà Holling îò òèï II. Â ÷àñòíîñò (êàòî
ãðàíè÷åí ñëó÷àé íà Òåîðåìà 14 îò äèñåðòàöèÿòà) å äîêàçàíà àíàëè-
òè÷íî ãëîáàëíàòà óñòîé÷èâîñò íà âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà â
ñëó÷àÿ êîãàòî òÿ ñúùåñòâóâà è å ëîêàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà;

2. Íàïðàâåí å ïîäðîáåí àíàëèç íà êà÷åñòâåíîòî ïîâåäåíèå íà òðè äâó-
ìåðíè ìîäåëà îò ïîïóëàöèîííàòà äèíàìèêà ïðè èçïîëçâàíåòî íà
îáîáùåíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ çà åäíà îò ïîïóëàöèèòå;

3. Íà áàçàòà íà åäèí êîíêðåòåí ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë íà ñèñòåìà îò
òèï õèùíèê-æåðòâà ñúñ çàùèòíî ïîâåäåíèå íà æåðòâàòà å ïîêàçàíî,
÷å âúâåæäàíåòî íà îáîáùåíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ ìîæå ÷óâñòâèòåë-
íî äà îáîãàòè äèíàìèêàòà íà äàäåí ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë;

4. Ïîêàçàíî å, ÷å âúâåæäàíåòî íà îáîáùåíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ ïîç-
âîëÿâà ïî-ãîëÿìà ãúâêàâîñò îò ãëåäíà òî÷êà íà îïèñâàíåòî íà åêñ-
ïåðèìåíòàëíè äàííè.

26



Áèáëèîãðàôèÿ

[1] R. Arditi, L. Ginzburg, Coupling in predator�prey dynamics: ratio-
dependence, J. Theor. Biol. 139 (1989) 311�326.

[2] R. Arditi, L. Ginzburg, How Species Interact: Altering the Standard
View on Trophic Ecology, Oxford University Press, 2012.

[3] J. R. Beddington, Mutual interference between parasites or predators
and its e�ect on searching e�ciency, J. Anim. Ecol., 44 (1975) 331�340.

[4] D. Bozhilova, Research on possible improvement of fermentation in
di�erent strains winemaking yeast Saccharomyces cerevisiae, MSc
Thesis, So�a University, 2015.

[5] F. Brauer, C. Castillo-Ch�avez, Mathematical Models in Population
Biology and Epidemiology, Springer-Verlag, New York, 2001.

[6] D.L. DeAngelis, R.A. Goldstein, R. V. O'Neill, A model for tropic
interaction, Ecology, 56 (1975) 881�892.

[7] T. Ivanov, N. Dimitrova, A predator-prey model with generic birth
and death rates for the predator and Beddington-DeAngelis functional
response. Math. Com. Sim. 133 (2017) 111-123,
http://dx.doi.org/10.1016/j.matcom.2015.08.003.

[8] T. Ivanov, N. Dimitrova, Qualitative e�ects of introducing nonlinear
birth and death rates for the predator in a predator-prey type model,
Biomath 6 (2017), 1703167,
http://dx.doi.org/10.11145/j.biomath.2017.03.167.

[9] T. Ivanov, G. Velikova, Data �tting in Monod-type models with
nonlinear growth rates, Biomath Communications 5 (2018), http://
dx.doi.org/10.11145/bmc.2018.04.187.

[10] Y. Kuang, H.I. Freedman, Uniqueness of limit cycles in Gause-type
models of predator-prey systems, Math. Biosci. 88 (1988) 67�84.

27



Áèáëèîãðàôèÿ 28

[11] A. Lotka, Elements of Physical Biology, Williams and Wilkinson,
Baltimore, 1925.

[12] J. Monod, La technique de culture continue, the orieapplications.
Annales de lInstitut Pasteur, 79 (1950) 390�410.

[13] J.D. Murray, Mathematical Biology I. An Introduction, Springer-Verlag,
2002.

[14] S.L. Pimm, Food Webs, Chapman and Hall, 1982.

[15] M. Rosenzweig, R. MacArthur, Graphical representation and stability
conditions of predator-prey interaction, Am. Nat. 97 (1963) 209�223.

[16] G.T. Skalski, J.F. Gilliam, Functional responses with predator
interference: viable alternatives to the Holling type II model, Ecology
82 (2001) 3083�3092.

[17] B. Tang, Y. Xiao, Bifurcation analysis of a predator-prey model with
anty-predator behaviour, Chaos, Solitons and Fractals. 70 (2015) 58�68,
http://dx.doi.org/10.1016/j.chaos.2014.11.008.

[18] A.J. Terry, A predator prey model with generic birth and death rates
for the predator, Math. Biosci. 248 (2014) 57�66.

[19] P.F. Verhulst, Recherches mathe�ematiques sur la loi d'accroissement de
la population, M�em. Acad. Roy., Brussels 18 (1845) 1�42.

[20] V. Volterra, Fluctuations in the abundance of a species considered
mathematically, Nature 118 (1926) 558.


