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Ãëàâà 1

Óâîä

1.1 Ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè îò òèï õèùíèê-

æåðòâà

Êëàñè÷åñêèÿò ìîäåë, ïîñòàâÿù íà÷àëîòî íà èçñëåäâàíèÿòà íà ìàòåìàòè-
÷åñêè ìîäåëè íà âçàèìîäåéñòâèÿ îò òèï ½õèùíèê-æåðòâà�, å ìîäåëúò íà
Lotka�Volterra (1925, 1926) [51, 78]. Òîé îïðåäåëÿ è ñòðóêòóðàòà, êîÿòî
ïî-êúñíî ñå âúçïðèåìà îò ãîëÿìà ÷àñò îò ðàçãëåæäàíèòå â ëèòåðàòóðàòà
ìîäåëè. Íåêà ñ N(t) îçíà÷èì ÷èñëåíîñòòà íà ïîïóëàöèÿòà-æåðòâà, à ñ
P (t) � íà ïîïóëàöèÿòà-õèùíèê â ìîìåíòà îò âðåìå t ≥ 0. Ìîäåëúò íà
Lotka�Volterra èìà âèäà

dN

dt
= rN − aNP,

dP

dt
= χaNP − dP.

(1.1)

Òîé ñå áàçèðà íà ñëåäíèòå äîïóñêàíèÿ, êîèòî îáóñëàâÿò ðàçâèòèåòî íà
ïîïóëàöèèòå:

(À) æåðòâàòà èìà åêñïîíåíöèàëåí ðàñòåæ â îòñúñòâèåòî íà õèùíèöè ñ
êîåôèöèåíò íà åñòåñòâåí ïðèðàñò r;

(Á) êîíñóìàöèÿòà íà åäèíèöà õèùíèê å ïðàâîïðîïîðöèîíàëíà íà ÷èñ-
ëåíîñòòà íà æåðòâàòà (aN);

(Â) ðàñòåæúò íà õèùíèêà å ïðàâîïðîïîðöèîíàëåí íà êîíñóìàöèÿòà ñ
êîåôèöèåíò íà ïðîïîðöèîíàëíîñò χ;

(Ã) õèùíèêúò èìà êîíñòàíòíà ñìúðòíîñò d.
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Ðàçäåëÿéêè âòîðîòî óðàâíåíèå â (1.1) íà ïúðâîòî, ïîëó÷àâàìå

dP

dN
=
P (χaN − d)

N(r − aP )
.

Ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå ìîæå äà ñå èíòåãðèðà òî÷íî è òàêà çà òðàåêòîðè-
èòå íà (1.1) ïîëó÷àâàìå:

− lnP rNd + aP + χaN = const.

Âçåìàéêè ïðåäâèä èçèñêâàíåòî çà ïîëîæèòåëíîñò íà P è N , ìîæå ëåñíî
äà ñå ïîêàæå, ÷å òðàåêòîðèèòå ñà çàòâîðåíè êðèâè âúâ ôàçîâàòà ðàâíèíà
N − P [55], âæ. Ôèã. 1.1.

N

P

Ôèãóðà 1.1: Ðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà íà Lotka�Volterra çà ðàçëè÷íè íà÷àëíè
óñëîâèÿ.

Ñúùåñòâåí íåäîñòàòúê íà ìîäåëà íà Lotka�Volterra å, ÷å ðåøåíèÿòà ñà
ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâè. Ìàëêè ïåðòóðáàöèè ìîãàò äà äîâåäàò äî ñúùåñ-
òâåíà ïðîìÿíà â àìïëèòóäàòà íà ïåðèîäè÷íèòå îñöèëàöèè. Òîçè ìîäåë
îáà÷å ïîñòàâÿ íà÷àëîòî íà îãðîìíà ïî êîëè÷åñòâî ðàáîòà, ïîñâåòåíà íà
ìàòåìàòè÷åñêîòî èçñëåäâàíå íà âçàèìîäåéñòâèÿòà ìåæäó äâå ïîïóëàöèè
� õèùíèê è æåðòâà (âæ. íàïð. [11, 55] è öèòèðàíàòà òàì ëèòåðàòóðà).

Ïîâå÷åòî àâòîðè îòáåëÿçâàò, ÷å ïúðâèòå äâå äîïóñêàíèÿ, íà êîèòî ñå
áàçèðà ìîäåëúò (1.1), íå ñà ïðàâäîïîäîáíè îò áèîëîãè÷íà ãëåäíà òî÷êà.
Îò åäíà ñòðàíà, ðàñòåæúò íà æåðòâàòà ïðè îòñúñòâèåòî íà õèùíèöè áè
ñëåäâàëî äà ñå îïèñâà ñ ëîãèñòè÷íèÿ çàêîí [77]. Îò äðóãà ñòðàíà, íèêîé
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îðãàíèçúì íå ìîæå äà êîíñóìèðà áåçêðàéíî ìíîãî õðàíà, ò.å. êîíñóìà-
öèÿòà íà åäèíèöà õèùíèê íå áè ñëåäâàëî äà å íåîãðàíè÷åíà (â ÷àñòíîñò
ëèíåéíà) ôóíêöèÿ íà áðîÿ íà æåðòâèòå.

Îò÷èòàíåòî íà òåçè äâà ôàêòîðà âîäè äî ò.íàð. ìîäåëè îò òèï íà
Gause (âæ. íàïð. [46] è öèòèðàíàòà òàì ëèòåðàòóðà). Íàé-÷åñòî ðàçãëåæ-
äàíèòå â ëèòåðàòóðàòà ìîäåëè èìàò èìåííî òàêàâà ñòðóêòóðà, êîÿòî ñå
îïèñâà ñ óðàâíåíèÿòà

dN

dt
= rN

(
1− N

K

)
− PF (N,P ),

dP

dt
= χPF (N,P )− dP.

(1.2)

Òóê K å ìàêñèìàëíàòà ÷èñëåíîñò íà æåðòâàòà, êîÿòî ìîæå äà áúäå ïîä-
äúðæàíà îò æèçíåíàòà ñðåäà â îòñúñòâèåòî íà õèùíèöè, à ôóíêöèÿòà
F (N,P ) ñå íàðè÷à ñïåöèôè÷íà ôóíêöèÿ íà ðàñòåæ è îïèñâà êîíñóìàöè-
ÿòà íà æåðòâè îò õèùíèêà.

1.1.1 Ñïåöèôè÷íè ôóíêöèè íà ðàñòåæ

Òåîðåòè÷íèòå èçñëåäâàíèÿ ïîêàçâàò, ÷å êîíêðåòíèÿò âèä íà F (N,P ) èìà
ñúùåñòâåíî çíà÷åíèå çà ñâîéñòâàòà íà ðåøåíèÿòà íà ðàçãëåæäàíèòå ìî-
äåëè êàòî óñòîé÷èâîñò, ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà ãðàíè÷íè öèêëè,
ïåðñèñòåíòíîñò íà ñèñòåìàòà è äð. Òóê ùå ñå ñïðåì íà íÿêîè øèðîêî èç-
ïîëçâàíè ôóíêöèè, êàòî ùå êîìåíòèðàìå òåõíèòå åôåêòè.

Ôóíêöèè íà ðàñòåæ, çàâèñåùè ñàìî îò ÷èñëåíîñòòà íà æåðòâàòà

Ïðåç 50-òå è 60-òå ãîäèíè íà ìèíàëèÿ âåê Holling ïðàâè êëàñèôèêàöèÿ
íà âèäîâåòå ôóíêöèè íà ðàñòåæ íà áàçàòà íà åêñïåðèìåíòàëíè äàííè
[32, 33, 34], âæ. Ôèã. 1.2. Òîé ðàçãëåæäà íÿêîëêî òèïà ôóíêöèè íà ðàñ-
òåæ, êàòî âñè÷êè òå çàâèñÿò ñàìî îò ÷èñëåíîñòòà íà æåðòâàòà è îïèñâàò
åêñïåðèìåíòàëíèòå äàííè çà ðàçëè÷íè ñèñòåìè îò òèï õèùíèê-æåðòâà.

• Òèï I. Ôóíêöèèòå íà ðàñòåæ îò ïúðâè òèï ïðåäïîëàãàò ëèíåéíà
çàâèñèìîñò íà êîíñóìàöèÿòà îò ÷èñëåíîñòòà íà æåðòâàòà çà âñè÷êè
ñòîéíîñòè íà ïîñëåäíàòà (êàêòî ïðè ìîäåëà íà Lotka�Volterra) èëè
çà ñòîéíîñòè äî îïðåäåëåí ïðàã, ñëåä êîåòî ñå äîñòèãà ðàâíîâåñíî
ñúñòîÿíèå (òàêúâ å ñëó÷àÿò, ïîêàçàí íà Ôèã. 1.2).

• Òèï II. Òîçè òèï ôóíêöèè íà ðàñòåæ ñå õàðàêòåðèçèðà ñúñ çàáà-
âÿùî ñå íàðàñòâàíå íà êîíñóìàöèÿòà ñ íàðàñòâàíå ÷èñëåíîñòòà íà
æåðòâàòà, êàòî ôóíêöèÿòà êëîíè êúì õîðèçîíòàëíà àñèìïòîòà.
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N

ℱ(N)

(à) Òèï I

N

ℱ(N)

(á) Òèï II

N

ℱ(N)

(â) Òèï III

N

ℱ(N)

(ã) Òèï IV

Ôèãóðà 1.2: Êëàñèôèêàöèÿ íà Holling íà ôóíêöèèòå íà ðàñòåæ.

• Òèï III. Ïîäîáíî íà òèï II, òåçè ôóíêöèè ñå õàðàêòåðèçèðàò ñ
íàñèùàíå, íî ôóíêöèÿòà èìà S-îáðàçíà ôîðìà, ò.å. â íà÷àëîòî íà-
ðàñòâàíåòî ñå óñêîðÿâà, à ñëåä òîâà ñå çàáàâÿ.

• Òèï IV. Ïðè òîçè òèï ôóíêöèè ñå íàáëþäàâà ïðîöåñ íà èíõèáè-
ðàíå, ò.å. ïðè ìíîãî ãîëåìè ÷èñëåíîñòè íà æåðòâàòà, êîíñóìàöèÿòà
íàìàëÿâà. Òîâà ìîæå äà å ñâúðçàíî ñ ïîâèøåíèòå çàùèòíè ìåõà-
íèçìè ïðè æåðòâàòà, êîãàòî ÷èñëåíîñòòà �è å äîñòàòú÷íî ãîëÿìà1.

Ìîíîòîííè ôóíêöèè íà ðàñòåæ.
Íàé-÷åñòî ôóíêöèèòå íà ðàñòåæ, èçïîëçâàíè â ëèòåðàòóðàòà, ñà ìîíî-

òîííî ðàñòÿùè ôóíêöèè íà ÷èñëåíîñòòà íà æåðòâàòà (ò.å. ñà îò ïúðâèòå
òðè òèïà).

Íåñúìíåíî, íàé-÷åñòî èçïîëçâàíàòà â ëèòåðàòóðàòà ôóíêöèÿ íà ðàñ-
òåæ å ôóíêöèÿòà íà Holling îò òèï II:

F (N) =
aN

1 + bN
,

êîÿòî å ïðåäëîæåíà â [33] íà áàçàòà íà åêñïåðèìåíòè. Ïàðàìåòðèòå a è
b ñà ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè. Ìîäåëúò (1.2) ñ F (N,P ) = F (N) å èçâåñ-

1Âñúùíîñò, ôóíêöèèòå íà ðàñòåæ îò òèï IV ñà ïðåäëîæåíè íå îò Holling, à îò
Andrews [2].
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òåí êàòî ìîäåë íà Rosenzweig�MacArthur [64] è å åäèí îò íàé-øèðîêî
çàñòúïåíèòå â ëèòåðàòóðàòà ìîäåëè (âæ. íàïð. [67]).

Äèíàìèêàòà, êîÿòî èìà ìîäåëúò íà Rosenzweig-MacArthur å õàðàê-
òåðíà çà ìîäåëèòå ñ ìîíîòîííà ôóíêöèÿ íà ðàñòåæ. Â ñèëà å ñëåäíàòà
òåîðåìà [41].

Òåîðåìà 1. Íåêà âúâåäåì îçíà÷åíèÿòà N∗ = d
χa−bd , P

∗ = r
a

(
1− N∗

K

)
(1+

bN∗) è

τ ∗ =
−aKP ∗ + (K − 2N∗)(1 + bN∗)2r

K(1 + bN∗)2
.

Çà ìîäåëà íà Rosenzweig�MacArthur ñà â ñèëà ñëåäíèòå âúçìîæíîñòè:

• àêî d
χa−bd > K èëè χa < bd, òîãàâà ìîäåëúò èìà äâå ðàâíîâåñíè

òî÷êè � E0 = (0, 0) è EK = (K, 0), êàòî òî÷êàòà EK å ãëîáàëíî
àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà;

• àêî 0 < d
χa−bd < K, òîãàâà ìîäåëúò èìà òðè ðàâíîâåñíè òî÷êè �

E0 = (0, 0) EK = (K, 0) è E∗ = (N∗, P ∗), êàòî ïðè òîâà:

� àêî τ ∗ < 0, òî÷êàòà E∗ å ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà;

� àêî τ ∗ > 0, ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî íà âñÿêà òðàåêòîðèÿ å
ïåðèîäè÷íà îðáèòà.

Âñÿêà îò òðèòå ïðèíöèïíè âúçìîæíîñòè íà òåîðåìàòà å èëþñòðèðàíà
íà Ôèã. 1.3.

Õàðàêòåðíî çà ìîäåëèòå ñ ôóíêöèÿ íà ðàñòåæ, çàâèñåùà ñàìî îò ÷èñ-
ëåíîñòòà íà æåðòâàòà, å íàëè÷èåòî íà ò.íàð. ïàðàäîêñ íà îáîãàòÿâàíå
(àíãë., paradox of enrichment). Òîçè �ïàðàäîêñ� îçíà÷àâà, ÷å ñ óâåëè÷àâà-
íå íà ïîääúðæàíàòà îò æèçíåíàòà ñðåäà ÷èñëåíîñò íà æåðòâàòà â óñòîé-
÷èâà ñèñòåìà õèùíèê-æåðòâà ñèñòåìàòà ìîæå äà ñå äåñòàáèëèçèðà. Íà-
ëè÷èåòî íà ïàðàäîêñ íà îáîãàòÿâàíå â ñèñòåìèòå ñ ôóíêöèÿ íà ðàñòåæ,
çàâèñåùà ñàìî îò ÷èñëåíîñòòà íà æåðòâàòà, ìîæå äà áúäå îáÿñíåíî ñúñ
ñòðóêòóðàòà íà íóëåâèòå èçîêëèíè â ñúîòâåòíèòå ìîäåëè. Ùå èçëîæèì
èäåÿòà âúðõó ìîäåëà íà Rosenzweig�MacArthur. Íåòðèâèàëíèòå íóëåâè
èçîêëèíè çà õèùíèêà è æåðòâàòà ñà ñúîòâåòíî ïðàâè, óñïîðåäíè íà îð-
äèíàòíàòà îñ, íåçàâèñåùè îò K, è ïàðàáîëà ñ åäèíñòâåíà ïîëîæèòåëíà
íóëà â òî÷êàòà K. Óâåëè÷àâàéêè K îò K1 íà K2, êàêòî å ïîêàçàíî íà
Ôèã. 1.4, ìàêñèìóìúò íà ïàðàáîëàòà ñå äîñòèãà ïðè ïî-ãîëÿìà ñòîéíîñò
íà N . Ïðè òîâà, íóëåâàòà èçîêëèíà íà õèùíèêà ïðåñè÷à òàçè íà æåðò-
âàòà â ðàñòÿùàòà ÷àñò îò ïàðàáîëàòà, êîåòî ñúîòâåñòâà íà íàëè÷èåòî íà
íåóñòîé÷èâà ðàâíîâåñíà òî÷êà (âæ. [11]).
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E0 EK
N

P

(à) Ãðàíè÷íàòà ðàâíîâåñíà òî÷-

êà EK å ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷-

íî óñòîé÷èâà

E*

E0 EK

N

P

(á) Ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñ-

òîé÷èâà âúòðåøíà ðàâíîâåñíà

òî÷êà

E*

E0 EK
N

P

(â) Óñòîé÷èâ ãðàíè÷åí öèêúë

Ôèãóðà 1.3: Äèíàìèêà íà ìîäåëà íà Rosenzweig�MacArthur ïðè ðàçëè÷íè
ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå.

Äèñêóñèÿòà îêîëî ïàðàäîêñà íà îáîãàòÿâàíå çàïî÷âà îò ñòàòèÿòà íà
Rosenzweig [61], â êîÿòî òîé ïðåäóïðåæäàâà, ÷å òðÿáâà äà ñå âíèìàâà ïðè
îáîãàòÿâàíåòî íà äàäåíà åêîñèñòåìà ñ öåë ïîâèøàâàíå íà õðàíèòåëíèÿ
äîáèâ, òúé êàòî èìà ðåàëíà îïàñíîñò òîâà äà äîâåäå äî íàðóøàâàíå íà
ðàâíîâåñèåòî â íåÿ è äà ïîâëèÿå íåãàòèâíî íà äðóãè îðãàíèçìè â åêîñèñ-
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N* K1
N

P

N* K2
N

P

Ôèãóðà 1.4: Ñòðóêòóðà íà íóëåâèòå èçîêëèíè ïðè ôóíêöèÿ íà ðàñòåæ,
çàâèñåùà ñàìî îò ÷èñëåíîñòòà íà æåðòâàòà.

òåìàòà. Ùå ñëåäâàìå îáçîðà ïî òåìàòà, íàïðàâåí â [21].
Ñêîðî ñëåä ïóáëèêóâàíåòî íà ñòàòèÿòà íà Rosenzweig íÿêîëêî àâòîðè

êðèòèêóâàò íåãîâèòå ïðåäâèæäàíèÿ. Gilpin [23], May [52] è Riebesell [60]
ïîêàçâàò, ÷å çàãóáàòà íà óñòîé÷èâîñò íà âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà
â ñúîòâåòíèòå ìîäåëè âîäè äî ïîÿâÿâàíåòî íà àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷è-
âà ïåðèîäè÷íà îðáèòà, à Freedman [18, 19] äîêàçâà çà êëàñ îò ìîäåëè
îò òèï íà Gause, ÷àñòåí ñëó÷àé íà êîèòî ñà ïîâå÷åòî îò ðàçãëåäàíèòå îò
Rosenzweig â [61], ÷å äåñòàáèëèçèðàíåòî íà âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà
å âñëåäñòâèå îò áèôóðêàöèÿ íà Hopf. Òåçè ðåçóëòàòè ïîêàçâàò, ÷å ñèñòå-
ìàòà, ðàçãëåæäàíà äåòåðìèíèñòè÷íî, ïðîäúëæàâà äà áúäå ðàâíîìåðíî
ïåðñèñòåíòíà.

Â [62, 63] Rozenzweig çàùèòàâà ñâîèòå çàêëþ÷åíèÿ, îòáåëÿçâàéêè, ÷å
àêî àìïëèòóäàòà íà ïåðèîäè÷íèòå îðáèòè å äîñòàòú÷íî ãîëÿìà, òå ìîãàò
äà ñå äîáëèæàò îïàñíî äî åäíà èëè äî äâåòå êîîðäèíàòíè îñè. Ñëåäî-
âàòåëíî ñëó÷àéíè ïåðòóðáàöèè, äîðè ìèíèìàëíè, ìîæå äà äîâåäàò äî
èç÷åçâàíåòî íà åäíàòà èëè äâåòå ïîïóëàöèè.

Êàêòî å îòáåëÿçàíî íàïðèìåð â [9] îáà÷å òîâà ÷åñòî ïðîòèâîðå÷è íà
åêñïåðèìåíòàëíèòå íàáëþäåíèÿ. Òðÿáâà äà ñå îòáåëåæè âñå ïàê, ÷å åêñ-
ïåðèìåíòàëíè äàííè, êîèòî äà ïîòâúðäÿò èëè îòõâúðëÿò ñúîòâåòíèòå
õèïîòåçè, â ëèòåðàòóðàòà ñå íàìèðàò ìíîãî òðóäíî è íîñÿò ãîëÿìà äîçà
íåñèãóðíîñò ïðåäâèä ñëîæíèÿ õàðàêòåð íà ðàçãëåæäàíèòå áèîëîãè÷íè
ïðîöåñè. Åòî çàùî äâàìà îò íàé-ãîëåìèòå ïîääðúæíèöè íà òåçèòå �çà� è
�ïðîòèâ� ñúùåñòâóâàíåòî íà ïàðàäîêñ íà îáîãàòÿâàíå â ñâîÿ îáùà ñòàòèÿ
çàêëþ÷àâàò, ÷å òðÿáâà äà áúäàò ïîëó÷åíè îùå åêñïåðèìåíòàëíè äàííè, çà
äà ìîæå äà ñå âçåìå ðåøåíèå â åäíàòà ïîñîêà è âúïðîñúò îñòàâà îòâîðåí
[45].
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Íåìîíîòîííè ôóíêöèè íà ðàñòåæ.
Â [21] Freedman è Wolkowicz êîìåíòèðàò, ÷å åêñïåðèìåíòàëíèòå ñâå-

äåíèÿ ñâèäåòåëñòâàò, ÷å íåâèíàãè ôóíêöèèòå íà ðàñòåæ ñëåäâà äà ñà
ìîíîòîííè. Òàêúâ íàïðèìåð å ñëó÷àÿò íà ãðóïîâà çàùèòà íà æåðòâà-
òà, ò.å. êîãàòî âúçìîæíîñòòà íà õèùíèêà çà àòàêà ñå íàìàëÿâà èëè äî-
ðè åëèìèíèðà îò óâåëè÷åíèòå ñïîñîáíîñòè íà æåðòâàòà äà ñå çàùèòàâà
ïðè äîñòàòú÷íî ãîëÿìà ÷èñëåíîñò. Ïîäîáåí åôåêò ñå íàáëþäàâà è ïðè
ìèêðîáèàëíè ñèñòåìè. Â íÿêîè ñëó÷àè âèñîêèòå êîíöåíòðàöèè íà ñóá-
ñòðàò â ñèñòåìàòà ìîãàò äà èìàò èíõèáèðàù åôåêò, êîéòî äà äîâåäå äî
íàìàëÿâàíå íà êîíñóìàöèÿòà è ñêîðîñòòà íà ðàñòåæ íà áèîìàñàòà. Ùå
êîìåíòèðàìå ïî-ïîäðîáíî òîçè âúïðîñ â ñëåäâàù ïàðàãðàô.

Â [21] àâòîðèòå ðàçãëåæäàò ñëåäíèÿ ìîäåë:

dN

dt
= Ng(N,K)− PF (N),

dP

dt
= P (B(N)− d).

(1.3)

Ðàñòåæúò íà æåðòâàòà â îòñúñòâèåòî íà õèùíèöè g(N,K) èçïúë-
íÿâà ñëåäíèòå óñëîâèÿ: g(0, K) > 0, g(K,K) = 0, ∂g/∂N(K,K) < 0,
∂g/∂N(N,K) ≤ 0 è ∂g/∂K(N,K) > 0 çà âñÿêî N > 0.

Ñïåöèôè÷íàòà ôóíêöèÿ íà ðàñòåæ èçïúëíÿâà óñëîâèÿòà F (0) = 0,
F (N) > 0 çà âñÿêî N > 0 è ñúùåñòâóâà M > 0 òàêîâà, ÷å ∂F/∂N > 0
ïðè 0 ≤ N < M è ∂F/∂N < 0 ïðè N > M .

Ðàæäàåìîñòòà íà õèùíèêà ñå îïèñâà ñ ôóíêöèÿòà B(N), çà êîÿòî å
â ñèëà B(0) = 0, B(N) > 0 çà N > 0, B(M) > d, ∂B/∂N > 0 ïðè
0 ≤ N < M è ∂B/∂N < 0 ïðè N > M .

Íà áàçàòà íà ëèíååí àíàëèç íà óñòîé÷èâîñò íà ðàâíîâåñíèòå òî÷êè
íà ìîäåëà è èçñëåäâàíå íà ñòðóêòóðàòà íà íóëåâèòå èçîêëèíè, àâòîðèòå
ñòèãàò äî ñëåäíèòå çàêëþ÷åíèÿ.

Òâúðäåíèå 1. Â ñëó÷àÿ, êîãàòî limN→∞B(N) ≥ d èëè àêî B(µ) = d
çà íÿêîå µ > K, òîãàâà ðåøåíèÿòà íà (1.3) êëîíÿò èëè êúì åäèíñòâå-
íàòà âúòðåøíà ðàâíîâåñíà òî÷êà èëè êúì ïåðèîäè÷íè îðáèòè, êîèòî
ÿ îãðàæäàò. Â òîçè ñëó÷àé ñèñòåìàòà å ðàâíîìåðíî ïåðñèñòåíòíà.

Aêî B(µ) = d çà íÿêîå M < µ < K, òî ñèñòåìàòà èìà äâå âúò-
ðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè, êàòî çà íà÷àëíè óñëîâèÿ â ãîëÿìà ÷àñò îò
ôàçîâàòà ðàâíèíà ðåøåíèÿòà êëîíÿò êúì ãðàíè÷íàòà ðàâíîâåñíà òî÷-
êà, ò.å. õèùíèêúò çàãèâà.

Ñ äðóãè äóìè, Freedman è Wolkowicz ïîäêðåïÿò âúçìîæíîñòòà çà ïà-
ðàäîêñ íà îáîãàòÿâàíå îò äðóãà ãëåäíà òî÷êà � êîãàòî ñå óâåëè÷è êàïà-
öèòåòúò íà æèçíåíàòà ñðåäà çà æåðòâàòà, òîâà áè ìîãëî äà äîâåäå äî ïî-
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âèøàâàíå íà çàùèòíèòå âúçìîæíîñòè íà æåðòâàòà ïðåäâèä íàðàñíàëàòà
�è ÷èñëåíîñò, êîåòî äà äîâåäå äî çàãèâàíåòî íà õèùíèêà, ò.å. äåñòàáèëè-
çèðàíåòî íà ñèñòåìàòà.

Áîãàòàòà äèíàìèêà íà ìîäåëèòå îò âèäà (1.3) å èçñëåäâàíà â [21, 36, 65,
81, 84]. Ìîäåëúò (1.3) å èçñëåäâàí îò Wolkowicz â [81]. Â [36] Huang è Xiao
èçñëåäâàò ìîäåëà (1.2) çà ôóíêöèÿòà íà ðàñòåæ F (N) = mN/(a + bN +
N2), êîÿòî îáèêíîâåíî â ëèòåðàòóðàòà íîñè èìåòî ôóíêöèÿ íà Haldane
èëè ôóíêöèÿ íà Holling îò òèï IV. Îïðîñòåí âàðèàíò íà òàçè ôóíêöèÿ
F (N) = mN/(a+N2) å ïðåäëîæåí îò Sokol è Howell â [70], à ñúîòâåòíèÿò
ìîäåë (1.2) ñ òàçè ôóíêöèÿ íà ðàñòåæ å èçñëåäâàí â [65] îò Ruan è Xiao.

Òåçè ìîäåëè ñå õàðàêòåðèçèðàò ñ âúçìîæíîñòòà äà ñúùåñòâóâàò äâå
âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè ïðè îïðåäåëåíè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå.
Ñèñòåìàòà ïðåìèíàâà ïðåç áèôóðêàöèè îò òèï ñåäëî-âúçåë, áèôóðêàöèÿ
íà Hopf, õîìîêëèíè÷íà áèôóðêàöèÿ è áèôóðêàöèÿ íà Bogdanov-Takens
(âæ. Ïðèëîæåíèåòî è [47, 80]). Îáîãàòåíàòà äèíàìèêà íà ñèñòåìàòà ìîæå
äà ñå îáÿñíè ñ ïî-ñëîæíàòà ñòðóêòóðà íà íóëåâèòå èçîêëèíè íà æåðòâàòà
(çà ïîâå÷å èíôîðìàöèÿ, âæ. [21]). Âúçìîæíè òåõíè ïîâåäåíèÿ ñà ïðåäñ-
òàâåíè íà Ôèã. 1.5.

K
N

P

K
N

P

K
N

P

K
N

P

K
N

P

Ôèãóðà 1.5: Âúçìîæíè íóëåâè èçîêëèíè çà æåðòâàòà â ìîäåëà (1.3).

Õàðàêòåðíèòå ôàçîâè ïîðòðåòè, êîèòî ñå ïîëó÷àâàò ïðè âàðèðàíå-
òî íà ïàðàìåòúðà K, ñà èëþñòðèðàíè íà Ôèã. 1.6. Êàêòî ìîæåì äà ñå
óáåäèì, ìîäåëèòå ñ íåìîíîòîííè ôóíêöèè íà ðàñòåæ èìàò çíà÷èòåëíî
ïî-áîãàòà äèíàìèêà îò òåçè ñ ìîíîòîííà ôóíêöèÿ, ò.å. ìîãàò äà îïèñâàò
ïîâå÷å êà÷åñòâåíî ðàçëè÷íè ïîâåäåíèÿ íà äàäåíà ðåàëíà åêîñèñòåìà.
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âúòðåøíè ðàâíîâåñèÿ.

Ãðàíè÷íàòà ðàâíîâåñíà

òî÷êà å ãëîáàëíî àñèì-

ïòîòè÷íî óñòîé÷èâà.

N

P

(á) Åäíî âúòðåøíî

ðàâíîâåñèå, êîåòî å

ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷-

íî óñòîé÷èâî.

N

P

(â) Äâå âúòðåøíè

ðàâíîâåñèÿ. Áèóñòîé-

÷èâîñò íà âúòðåøíà

ðàâíîâåñíà òî÷êà è

ãðàíè÷íîòî ðàâíîâå-

ñèå.

N

P

(ã) Äâå âúòðåøíè ðàâ-

íîâåñèÿ. Àñèìïòîòè÷íî

óñòîé÷èâ ãðàíè÷åí öè-

êúë è àñèìïòîòè÷íî óñ-

òîé÷èâî ãðàíè÷íî ðàâ-

íîâåñèå.

N

P

(ä) Äâå âúòðåøíè

ðàâíîâåñèÿ. Ãëîáàë-

íî àñèìïòîòè÷íî

óñòîé÷èâî ãðàíè÷íî

ðàâíîâåñèå.

Ôèãóðà 1.6: Êà÷åñòâåíî ðàçëè÷íè ôàçîâè ïîðòðåòè, ïîëó÷àâàùè ñå ïðè
âàðèðàíåòî íà ïàðàìåòúðà K â ìîäåëà (1.3).
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Ôóíêöèè íà ðàñòåæ, çàâèñåùè îò ÷èñëåíîñòòà íà õèùíèêà. Ôóíê-
öèÿ íà Beddington�DeAngelis.

Â ìíîãî ñëó÷àè ôóíêöèèòå íà ðàñòåæ, çàâèñåùè ñàìî îò ÷èñëåíîñòòà íà
æåðòâàòà, íå îïèñâàò äîáðå åêñïåðèìåíòàëíèòå íàáëþäåíèÿ íà ðåàëíè
ñèñòåìè õèùíèê-æåðòâà. Â ÷àñòíîñò â [67] å êîìåíòèðàíî, ÷å â ìíîãî
ñëó÷àè ïî-îáùàòà ôóíêöèÿ íà Beddington�DeAngelis [8, 15] ñëåäâà äà
ñå ïðåäïî÷èòà, òúé êàòî òÿ îò÷èòà èíòåðôåðåíöèÿòà ìåæäó õèùíèöèòå
è äàâà ïî-äîáðè ðåçóëòàòè ïðè ñðàâíåíèåòî ñ åêñïåðèìåíòàëíè äàííè.
Åäíà îò íàé-÷åñòî ñðåùàíèòå ôîðìè íà ìîäåë ñ ôóíêöèÿ íà Beddington�
DeAngelis èìà âèäà

dN

dt
= rN

(
1− N

K

)
− aNP

1 + bN + cP
,

dP

dt
=

χaNP

1 + bN + cP
− dP,

(1.4)

êúäåòî âñè÷êè ïàðàìåòðè ñà ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè.
Èçñëåäâàíèÿ íà äèíàìèêàòà ïðè èçïîëçâàíå íà ôóíêöèÿ íà Beddington�

DeAngelis â ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè îò òèï õèùíèê-æåðòâà ìîãàò äà áúäàò
íàìåðåíè â [13, 16, 30, 39, 40]. Òóê ùå îòáåëåæèì ñàìî ôàêòà, ÷å ïðè íÿ-
êîè óñëîâèÿ çà ïàðàìåòðèòå â ìîäåëà (1.4) íå ñå íàáëþäàâà ïàðàäîêñúò
íà îáîãàòÿâàíå (çà ïîâå÷å äåòàéëè, âæ. [30] è [31]).

Â ñèëà å ñëåäíîòî òâúðäåíèå çà äèíàìèêàòà íà ìîäåëà (1.4) [31, 39].

Òåîðåìà 2. Àêî çà ïàðàìåòðèòå â ìîäåëà (1.4) å èçïúëíåíî d ≥ a(χ +
K)/b, òîãàâà ñúùåñòâóâàò äâå ðàâíîâåñíè òî÷êè E0 = (0, 0) è EK =
(K, 0), êàòî EK å ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà.

Àêî ãîðíîòî óñëîâèå íå å èçïúëíåíî, ñúùåñòâóâàò òðè ðàâíîâåñíè
òî÷êè � E0, EK, êîèòî ñà íåóñòîé÷èâè, è âúòðåøíà ðàâíîâåñíà òî÷êà
E1 = (N∗, P ∗). Ïîñëåäíàòà å ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà ïðè
a < rc

bK
è íåóñòîé÷èâà ïðè a > rc

bK
. Êîãàòî E1 å íåóñòîé÷èâà, ñúùåñ-

òâóâà óñòîé÷èâ ãðàíè÷åí öèêúë âúâ âúòðåøíîñòòà íà ïîëîæèòåëíèÿ
êâàäðàíò.

Ôóíêöèè íà ðàñòåæ, çàâèñåùè îò îòíîøåíèåòî N/P

Ïðåç 90-òå ãîäèíè íà XX âåê â ëèòåðàòóðàòà çàïî÷âà ïîëåìèêà îòíîñíî
ò.íàð. �ratio-dependent� (RD) ìîäåëè, ò.å. ìîäåëè, ïðè êîèòî ñïåöèôè÷-
íàòà ôóíêöèÿ íà ðàñòåæ çàâèñè îò îòíîøåíèåòî ìåæäó ÷èñëåíîñòèòå íà
õèùíèêà è æåðòâàòà, µ(N,P ) = µ(N/P ). Òîçè òèï ìîäåëè äîáèâàò ïî-
ïóëÿðíîñò ñëåä ïóáëèêóâàíàòà ïðåç 1989 ñòàòèÿ íà Arditi è Ginzburg [6].
Àâòîðèòå ðàçãëåæäàò RD ôóíêöèèòå íà ðàñòåæ è çàâèñåùèòå ñàìî îò N
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ôóíêöèè íà ðàñòåæ êàòî äâàòà êðàéíè ñëó÷àÿ íà ñïåêòúðà íà ôóíêöèè
íà ðàñòåæ:

µ(N)← µ(N,P )→ µ

(
N

P

)
.

Â ïîðåäèöà ðàáîòè íà Arditi è Ginzburg è ñúàâòîðè [3, 4, 6, 24, 45] òå
òâúðäÿò, ÷å RD ìîäåëèòå èìàò ðåäèöà ïðåäèìñòâà ïðè îïèñâàíå íà îòíî-
øåíèÿòà ìåæäó õèùíèê è æåðòâà. Â íàñòîÿùèÿ óâîä íÿìà äà ñå çàäúëáî-
÷àâàìå âúðõó RD ìîäåëèòå, òúé êàòî òå íå ñà ïðåäìåò íà ïî-íàòàòúøíèòå
íè èçñëåäâàíèÿ.

1.1.2 Îáîáùåíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ è ñìúðòíîñò ïðè

õèùíèêà

Êàêòî îòáåëÿçàõìå, â ëèòåðàòóðàòà ïðèñúñòâàò ìíîãî ðàçíîîáðàçíè ìî-
äèôèêàöèè íà õèïîòåçè (A) è (Á) íà ìîäåëà íà Lotka�Volterra, íî (Â) è
(Ã) íå òúðïÿò ïðåðàçãëåæäàíå â ðàçëè÷íèòå ìîäåëè. Â ñòàòèÿ îò 2014-
à ãîäèíà A. J. Terry [74] ïðåäëàãà ñëåäíîòî îáîáùåíèå íà ìîäåëà íà
Rosenzweig�MacArthur:

dN

dt
= rN

(
1− N

K

)
− P F (N),

dP

dt
= P [B (F (N))−D (F (N))]

(1.5)

ïðè ñëåäíèòå ïðåäïîëîæåíèÿ.
Ôóíêöèÿòà B(F (N)) = B(F ) å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà ïî

îòíîøåíèå íà N è F çà N ≥ 0 è F ≥ 0. Çà âñÿêî F ≥ 0 å èçïúë-
íåíî 0 ≤ B(F ) ≤ cF çà íÿêîÿ ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà c. Ñúùî òàêà,
dB/dF ≥ 0. Îñâåí òîâà, dB/dF > 0 èëè çà F ∈ [F1,∞), êúäåòî F1 å íå-
îòðèöàòåëíà êîíñòàíòà, èëè çà F ∈ [F1, F2], êúäåòî F1 è F2 ñà êîíñòàíòè,
çà êîèòî 0 ≤ F1 < F2.

Ôóíêöèÿòà D(F (N)) = D(F ) å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà ïî îò-
íîøåíèå íà N è F çà âñÿêî N ≥ 0 è F ≥ 0. Çà F ≥ 0, 0 < dm ≤ D(F ) ≤
dM , êúäåòî dm è dM ñà êîíñòàíòè. Ñúùî, dD/dF ≤ 0 çà F ≥ 0.

Ïðè÷èíàòà çà âúâåæäàíåòî íà îáîáùåíèòå ôóíêöèè B è D , îïèñâà-
ùè âúçïðîèçâîäñòâîòî è ñìúðòíîñòòà íà õèùíèêà, ñå áàçèðà íà íÿêîëêî
íàáëþäåíèÿ.

Çà äîñòàòú÷íî ìàëêè ñòîéíîñòè íà êîíñóìàöèÿòà ðàñòåæúò íà õèùíè-
êà áè òðÿáâàëî äà å 0 âìåñòî ëèíåéíî ðàñòÿù ïî îòíîøåíèå íà ôóíêöèÿòà
íà ðàñòåæ. Íåîáõîäèìà å íÿêàêâà ìèíèìàëíà åíåðãèÿ, êîÿòî õèùíèêúò
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äà ïðèåìà ïîä ôîðìàòà íà õðàíà, çà äà ìîæå äà ñå ðàçìíîæàâà. Îò äðó-
ãà ñòðàíà, ñêîðîñòòà íà âúçïðîèçâåæäàíå íà õèùíèêà ìîæå äà äîñòèãíå
ðàâíîâåñíî ñúñòîÿíèå, àêî êîíñóìàöèÿòà å äîñòàòú÷íî ãîëÿìà, òúé êà-
òî âèíàãè èìà îãðàíè÷åíèå íà ñêîðîñòòà, ñ êîÿòî õèùíèêúò ìîæå äà ñå
âúçïðîèçâåæäà.

Ñìúðòíîñòòà íà õèùíèêà ñúùî çàâèñè îò ôóíêöèÿòà íà ðàñòåæ. Õèù-
íèêúò òðÿáâà äà êîíñóìèðà ïîíå íÿêàêâî ìèíèìàëíî êîëè÷åñòâî õðàíà,
çà äà èçáåãíå ãëàäíà ñìúðò. Àêî õðàíàòà å â èçîáèëèå, óâåëè÷àâàíåòî �è
íÿìà äà èìà ñúùåñòâåí åôåêò âúðõó ñêîðîñòòà íà ñìúðòíîñò.

Ïîâå÷å ïîäðîáíîñòè ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè â [74].
Âúïðåêè ÷å èäåèòå çà òàêà âúâåäåíèòå ôóíêöèè íà ðàæäàåìîñò è

ñìúðòíîñò ïðè õèùíèêà ñå ñïîìåíàâàò íà íÿêîëêî ìåñòà â ëèòåðàòóðàòà
(âæ. íàïð. [5, 6]), çà ïúðâè ïúò òå ñà èçïîëçâàíè â ñòàòèÿòà íà Terry [74].
Òîçè òèï ìîäåëè èçãëåæäàò ïî-äîñòîâåðíè îò áèîëîãè÷íà ãëåäíà òî÷êà è
ñëåäîâàòåëíî çàñëóæàâàò âíèìàíèå. Åòî çàùî â íàñòîÿùèÿ äèñåðòàöèî-
íåí òðóä ñè ïîñòàâÿìå çà öåë äà ðàçøèðèì èçâåñòíèòå ðåçóëòàòè çà òîçè
òèï ìîäåëè.

Àíàëèç íà ìîäåëà íà Terry å íàïðàâåí â [74]. Òóê íÿìà äà ñå ñïèðàìå
ïîäðîáíî íà òîçè âúïðîñ, òúé êàòî ðåçóëòàòèòå, êîèòî ùå ïðåäñòàâèì â
ñëåäâàùàòà ñåêöèÿ ùå áúäàò â ñèëà è çà ìîäåëà íà Terry êàòî ãðàíè÷åí
ñëó÷àé íà ìîäåëà, êîéòî ùå ïðåäëîæèì. Ñàìî ùå îáúðíåì âíèìàíèå íà
ñëåäíîòî:

• èçïîëçâàíàòà ñïåöèôè÷íà ôóíêöèÿ íà ðàñòåæ â (1.5) å ôóíêöèÿòà
íà Holling îò òèï II;

• âúçìîæíèòå �ðåæèìè� íà êà÷åñòâåíî ïîâåäåíèå íà ðåøåíèÿòà ñà
àíàëîãè÷íè íà êëàñè÷åñêèÿ ìîäåë íà Rosenzweig�MacArthur, ò.å., â
çàâèñèìîñò îò ñòîéíîñòèòå íà ïàðàìåòðèòå, ñà âúçìîæíè: ñúùåñò-
âóâàíåòî íà ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà ãðàíè÷íà ðàâíîâåñ-
íà òî÷êà, êîÿòî ñúîòâåòñòâà íà èç÷åçâàíåòî íà õèùíèêà, ñúùåñòâó-
âàíåòî íà ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà âúòðåøíà ðàâíîâåñíà
òî÷êà èëè ñúùåñòâóâàíåòî íà ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâ ãðà-
íè÷åí öèêúë;

• â [74] íå ïðèñúñòâà àíàëèòè÷åí ðåçóëòàò, äîêàçâàù ãëîáàëíàòà óñ-
òîé÷èâîñò íà âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà â ñëó÷àÿ, êîãàòî òÿ ñú-
ùåñòâóâà è å ëîêàëíî óñòîé÷èâà.
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1.2 Ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè íà ïðîñò õåìîñ-

òàò

Ìíîãî ÷åñòî õèïîòåçèòå â îáëàñòòà íà ïîïóëàöèîííàòà äèíàìèêà ñå âà-
ëèäèðàò ÷ðåç ïðîâåæäàíåòî íà åêñïåðèìåíòè â ëàáîðàòîðíè óñëîâèÿ,
êúäåòî áèîëîãè÷íèÿò ïðîöåñ ìîæå äà áúäå êîíòðîëèðàí, çà ðàçëèêà îò
åñòåñòâåíèòå åêîñèñòåìè. Íèå ùå èçïîëçâàìå â Ãëàâà 4 èìåííî òàêèâà
åêñïåðèìåíòàëíè äàííè, çà äà âàëèäèðàìå ïðèëîæèìîñòòà íà èäåÿòà íà
Terry.

Eêñïåðèìåíòèòå â ëàáîðàòîðíè óñëîâèÿ îáèêíîâåíî ñå èçâúðøâàò â
áèîðåàêòîðè è, â ÷àñòíîñò, â õåìîñòàòè. Õåìîñòàòúò å ëàáîðàòîðåí àïà-
ðàò, ñúñòîÿù ñå îò òðè ñúäà, ñõåìàòè÷íî ïðåäñòàâåí íà Ôèã. 1.7.

Ïúðâèÿò ñúä ñúäúðæà õðàíèòåëåí ðàçòâîð, íåîáõîäèì çà ðàçâèòèåòî
íà ìèêðîáèàëíàòà ïîïóëàöèÿ. Ùå ïðèåìàìå, ÷å â íåãî âñè÷êè âåùåñò-
âà ñà â äîñòàòú÷íè êîëè÷åñòâà çà íîðìàëíîòî ðàçâèòèå íà ïîïóëàöèÿòà,
îñâåí åäíî, êîåòî ùå íàðè÷àìå ëèìèòèðàù ñóáñòðàò (èëè, çà êðàòêîñò,
ñàìî ñóáñòðàò) è ÷èÿòî êîíöåíòðàöèÿ â ïúðâèÿ ñúä îçíà÷àâàìå ñ s(0).
Ðàçòâîðúò ñå âëèâà âúâ âòîðèÿ ñúä ñúñ ñêîðîñò íà åäèíèöà îáåì D. Âúâ
âòîðèÿ ñúä, îñâåí ñóáñòðàòà, ÷èÿòî êîíöåíòðàöèÿ â ìîìåíòà îò âðåìå t
îçíà÷àâàìå ñ s(t), èìà è ìèêðîîðãàíèçìè ñ êîíöåíòðàöèÿ x(t).

Çà äà ñå çàïàçè îáåìúò íà ñúäúðæàíèåòî íà âòîðèÿ ñúä, îò íåãî ñå
èçëèâà ñúñ ñúùàòà ñêîðîñò D â òðåòèÿ ñúä, êúäåòî ñå ñúáèðàò áèîìàñà
è ïðîäóêòè îò áèîòåõíîëîãè÷íèÿ ïðîöåñ.

Ïðè D > 0 ãîâîðèì çà íåïðåêúñíàò ïðîöåñ, à ïðè D = 0 ãîâîðèì çà
ïðåêúñíàò (àíãë. batch) ïðîöåñ. Ïðè ïîñëåäíèÿ áèîìàñàòà ñå îòãëåæäà â
ñúä, â êîéòî ïúðâîíà÷àëíî ñå çàðåæäàò õðàíèòåëíè âåùåñòâà è ïðîöåñúò
ñå èçâúðøâà äî òÿõíîòî èç÷åðïâàíå èëè ïðåêðàòÿâàíåòî ìó îò ñòðàíà íà
åêñïåðèìåíòàòîðà.

Ôèãóðà 1.7: Ñõåìàòè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà õåìîñòàò.

Êëàñè÷åñêèòå ìîäåëè, îïèñâàùè ìèêðîáèàëíèÿ ðàñòåæ â õåìîñòàò çà
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ñèñòåìà ñóáñòðàò � åäèí âèä áèîìàñà, èìàò ïîäîáíà ñòðóêòóðà íà ìîäå-
ëèòå îò òèï õèùíèê-æåðòâà. Íàé-÷åñòî ñå ðàçãëåæäàò ìîäåëè îò âèäà
[69]

ds

dt
= (s(0) − s)D −F (s)x,

dx

dt
= (κF (s)−D)x,

(1.6)

êúäåòî κ e êîåôèöèåíò íà �ïðåâðúùàíå� íà êîíñóìèðàíèÿ ñóáñòðàò â
áèîìàñà, à F å ò.íàð. ñïåöèôè÷íà ñêîðîñò íà ðàñòåæ, êîÿòî îïèñâà ïðè-
åìà íà ñóáñòðàò. Â ëèòåðàòóðàòà ñå ñðåùàò íàä 30 ðàçëè÷íè âèäà íà F
[22], êàòî íàé-÷åñòî èçïîëçâàíèÿò å ôóíêöèÿòà íà Monod [54]:

F (s) =
Vmaxs

Ks + s
.

Íÿêîè äðóãè ÷åñòî èçïîëçâàíè ôóíêöèè ñà:

• ôóíêöèÿ íà Webb [79]:

F (s) =
Vmaxs(1 + βs/Ki)

Ks + s+ s2/Ki

;

• ôóíêöèÿ íà Haldane [28]:

F (s) =
Vmaxs

(Ks + s)(1 + s/Ki)
;

• ôóíêöèÿ íà Andrews [2]:

F (s) =
Vmaxs

Ks + s+ s2/Ki

.

Âñè÷êè ïàðàìåòðè â ãîðíèòå ôóíêöèè ñà ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè.
Vmax å ìàêñèìàëíàòà ñêîðîñò íà ðàñòåæ íà áèîìàñàòà, Ks å ò.íàð. êîí-
ñòàíòà íà ïîëó-íàñèùàíå, à Ki å êîåôèöèåíò íà èíõèáèðàíå.

Â ñèëà å ñëåäíàòà òåîðåìà [69].

Òåîðåìà 3. Íåêà çà ôóíêöèÿòà F â (1.6) å â ñèëà:

• F : R+ → R+;

• F (0) = 0;

• F (u) < F (v), àêî u < v;
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• F å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà.

Íåêà s∗ å åäèíñòâåíîòî ïîëîæèòåëíî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî κF (s) =
D. Àêî òàêîâà íå ñúùåñòâóâà, äåôèíèðàìå s∗ := +∞.

Àêî 0 < s∗ < s(0), òîãàâà ñúùåñòâóâà âúòðåøíà ðàâíîâåñíà òî÷êà
E∗ = (s∗, x∗), êîÿòî å ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà.

Àêî s∗ > s(0), òîãàâà ìîäåëúò (1.6) èìà ñàìî åäíà ðàâíîâåñíà òî÷êà
� òî÷êàòà íà îòìèâàíå E1 = (s(0), 0), è òÿ å ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî
óñòîé÷èâà.

Äà îòáåëåæèì, ÷å îáèêíîâåíî êëàñè÷åñêèòå ìîäåëè äàâàò äîáðè ðå-
çóëòàòè òîãàâà, êîãàòî ìèêðîîðãàíèçìèòå ñå ðàçâèâàò ïðè îïòèìàëíè
óñëîâèÿ. Êîãàòî óñëîâèÿòà ñà ñóáîïòèìàëíè èëè èíõèáèðàùè îáà÷å, òåî-
ðåòè÷íèòå ðåçóëòàòè íå âèíàãè îòãîâàðÿò íà åêñïåðèìåíòàëíèòå äàííè.
Â òàçè âðúçêà Ìàðêîâ è ñúàâòîðè ïðåäëàãàò îáîáùåíèå íà êëàñè÷åñêèòå
ìîäåëè, áàçèðàéêè ñå íà ðåàêöèîííè ñõåìè (âæ. íàïð. [1, 53]). Â [76] å
ïðåäëîæåí ìîäåë, áàçèðàù ñå íà êëåòú÷íèÿ öèêúë.

Â íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ùå ðàçãëåäàìå âúçìîæíîñòèòå íà ìîäåëè-
òå ñ îáîáùåíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ äà îïèñâàò åêñïåðèìåíòàëíè äàííè,
âêëþ÷èòåëíî è ïðè óñëîâèÿ, ðàçëè÷íè îò îïòèìàëíèòå.

1.3 Öåëè è ñòðóêòóðà íà äèñåðòàöèÿòà

Îñíîâíèòå öåëè, êîèòî ñè ïîñòàâÿìå â íàñòîÿùèÿ äèñåðòàöèîíåí òðóä,
ñà ñëåäíèòå:

• çà ìîäåëà (1.5) äà ñå äîêàæå, ÷å îò ñúùåñòâóâàíåòî è ëîêàëíàòà
óñòîé÷èâîñò íà âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà ñëåäâà ãëîáàëíà óñ-
òîé÷èâîñò;

• äà ñå ðàçøèðÿò è îáîáùÿò ðåçóëòàòèòå, ïîëó÷åíè â [74], êàòî ñå èç-
ñëåäâà äèíàìèêàòà íà ñèñòåìàòà ïðè ïî-îáùàòà ñïåöèôè÷íà ôóíê-
öèÿ íà ðàñòåæ íà Beddington�DeAngelis;

• äà ñå èçñëåäâà äàëè âúâåæäàíåòî íà íåëèíåéíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ
è ñìúðòíîñò ìîæå äà äîâåäå äî êà÷åñòâåíî íîâà äèíàìèêà â äàäåí
ìîäåë îò òèï õèùíèê-æåðòâà;

• äà ñå âàëèäèðà ïðèëîæèìîñòòà íà îáîáùåíèòå ôóíêöèè íà áàçàòà
íà åêñïåðèìåíòàëíè äàííè, ïîëó÷åíè â ëàáîðàòîðíè óñëîâèÿ.
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Òÿõíîòî èçïúëíåíèå å èçëîæåíî â ñëåäâàùèòå òðè ãëàâè.
Â Ãëàâà 2 ðaçãëåæäàìå îáîáùåíèå íà ìîäåëà (1.5) ñ ôóíêöèÿ íà ðàñ-

òåæ íà Beddington�DeAngelis. Èçâåäåíè ñà îñíîâíè ñâîéñòâà íà ìîäåëà
(ñúùåñòâóâàíå, åäèíñòâåíîñò, îãðàíè÷åíîñò, ïîëîæèòåëíîñò íà ðåøåíèÿ-
òà è äð.), õàðàêòåðèçèðàíè ñà âúçìîæíîñòèòå çà ñúùåñòâóâàíå íà ðàâíî-
âåñíè òî÷êè è ëîêàëíîòî àñèìïòîòè÷íî ïîâåäåíèå íà ðåøåíèÿòà â òåõíè
îêîëíîñòè. Èçâåäåíè ñà ðåçóëòàòè çà ãëîáàëíàòà àñèìïòîòèêà íà ðåøå-
íèÿòà â ïîëó÷åíèÿ ìîäåë.

Ãëàâà 3 å ïîñâåòåíà íà âúïðîñà äàëè å âúçìîæíî âúâåæäàíåòî íà
íåëèíåéíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ è ñìúðòíîñò çà õèùíèêà äà äîâåäå äî
êà÷åñòâåíî íîâà äèíàìèêà â ìîäåëà. Çà òàçè öåë ðàçãëåæäàìå èçâåñòåí
îò ëèòåðàòóðàòà ìîäåë ñúñ çàùèòíî ïîâåäåíèå íà æåðòâàòà, êîéòî èìà
ïî-ñëîæíà äèíàìèêà ñàì ïî ñåáå ñè. Äîêàçâàìå, ÷å âúâåæäàíåòî íà íåëè-
íåéíè ôóíêöèè ìîæå äà äîâåäå äî ïîÿâàòà íà ïîâå÷å ðàâíîâåñíè òî÷êè,
ñ êîåòî å ñâúðçàíà è âúçìîæíîñòòà çà çíà÷èòåëíî ïî-áîãàòà äèíàìèêà, â
÷àñòíîñò íàëè÷èåòî íà íÿêîëêî óñòîé÷èâè âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè �
ïîâåäåíèå, êîåòî íå ñå íàáëþäàâà ïðè êëàñè÷åñêèòå ìîäåëè, íî å âàæíî
îò áèîëîãè÷íà ãëåäíà òî÷êà. Òúé êàòî ìîäåëúò (1.5) ìîæå äà ñå ðàçãëåæ-
äà êàòî ãðàíè÷åí ñëó÷àé íà ðàçãëåäàíèÿ â òàçè ãëàâà ìîäåë, ïîëó÷åíèÿò
ðåçóëòàò çà ãëîáàëíàòà óñòîé÷èâîñò íà âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà, êî-
ãàòî òÿ å åäèíñòâåíà, ðåøàâà è âúïðîñà çà ãëîáàëíàòà óñòîé÷èâîñò ïðè
ìîäåëà (1.5).

Â Ãëàâà 4 âàëèäèðàìå ïðèëîæèìîñòòà íà îáîáùåíèòå ôóíêöèè íà
ðàñòåæ íà áàçàòà íà åêñïåðèìåíòàëíè äàííè, ïîëó÷åíè â ëàáîðàòîðíè
óñëîâèÿ, çà äâà ùàìà âèíåíè äðîæäè, îòãëåæäàíè ïðè èíõèáèðàùè óñ-
ëîâèÿ. Íàïðàâåíî å ñðàâíåíèå ìåæäó ñïîñîáíîñòòà çà îïèñâàíå íà åêñïå-
ðèìåíòàëíèòå äàííè ñ êëàñè÷åñêèÿ ìîäåë íà Monod è àíàëîãè÷åí ìîäåë
ñ îáîáùåíà ôóíêöèÿ íà ðàñòåæ íà áèîìàñàòà. Ñëåä êàòî å èçñëåäâàíà
àíàëèòè÷íî äèíàìèêàòà íà ïîñëåäíèÿ, å ïîêàçàíî íà áàçàòà íà ÷èñëåíè
åêñïåðèìåíòè è ïàðàìåòðè÷íà èäåíòèôèêàöèÿ, ÷å òîé äàâà çíà÷èòåëíî
ïî-äîáðè ðåçóëòàòè çà êîíêðåòíèòå äàííè.

Âñè÷êè îñíîâíè òåîðåòè÷íè ðåçóëòàòè â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ñà èëþñ-
òðèðàíè, êàòî ñà íàïðàâåíè ñúîòâåòíè ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè.

Ñ öåë ïî-ëåñíà ÷èòàåìîñò íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä â Ïðèëîæåíèå À
ñà ñúáðàíè îñíîâíè ïîíÿòèÿ è òåîðåòè÷íè ïîñòàíîâêè îò îáëàñòòà íà
äèíàìè÷íèòå ñèñòåìè, êîèòî ñå èçïîëçâàò ìíîãîêðàòíî â èçëîæåíèåòî.
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Ìîäåë ñ ôóíêöèÿ íà ðàñòåæ îò

òèï íà Beddington�DeAngelis

Íàñòîÿùàòà ãëàâà èìà çà öåë äà ðàçøèðè ðåçóëòàòèòå, ïîëó÷åíè îò A.J.
Terry çà ïðèëàãàíåòî íà îáîáùåíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ è ñìúðòíîñò â
êëàñè÷åñêèòå ìîäåëè îò òèï õèùíèê-æåðòâà. Êàêòî ñå âèæäà îò (1.5), â
ìîäåëà íà Terry å èçïîëçâàíà ôóíêöèÿ íà ðàñòåæ íà Holling îò òèï II.
Âå÷å îòáåëÿçàõìå îáà÷å, ÷å â ìíîãî ñëó÷àè ôóíêöèÿòà íà Beddington�
DeAngelis äàâà ïî-äîáðè ðåçóëòàòè ïðè ñðàâíÿâàíåòî ñ åêñïåðèìåíòàëíè
äàííè. Îñâåí òîâà, â ñåêöèÿòà �Discussion� â [74] àâòîðúò ïðåäëàãà äà ñå
èçñëåäâàò ðàçëè÷íè ôóíêöèè íà ðàñòåæ è â ÷àñòíîñò òàçè íà Beddington�
DeAngelis. Êàçàíîòî äîòóê íè äàâà îñíîâàíèå äà íàñî÷èì âíèìàíèåòî ñè
âúðõó èçñëåäâàíåòî íà ìîäåë îò òèï íà Terry ñ ôóíêöèÿ íà ðàñòåæ íà
Beddington-DeAngelis êàòî åñòåñòâåíî îáîáùåíèå íà ìîäåëà (1.5).

Ñòðóêòóðàòà íà Ãëàâà 2 å ñëåäíàòà. Â 2.1 å ôîðìóëèðàí ðàçãëåæäà-
íèÿò ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë. Â 2.2 ñà äîêàçàíè íÿêîè îñíîâíè ñâîéñòâà íà
ìîäåëà (èíâàðèàíòíîñò íà ïîëîæèòåëíèÿ êâàäðàíò, ñúùåñòâóâàíå, åäèí-
ñòâåíîñò è îãðàíè÷åíîñò íà ðåøåíèÿòà è äð.). Â ïàðàãðàô 2.3 å ðàçãëåäàí
âúïðîñúò çà ñúùåñòâóâàíåòî íà ðàâíîâåñíè òî÷êè, à ëîêàëíèòå è ãëîáàë-
íèòå àñèìïòîòè÷íè ñâîéñòâà íà ðåøåíèÿòà ñà èçñëåäâàíè ñúîòâåòíî â 2.4
è 2.5. ×èñëåíè åêñïåðèìåíòè ñà ïðèâåäåíè â ïàðàãðàô 2.6, çà äà áúäàò
èëþñòðèðàíè òåîðåòè÷íèòå ðåçóëòàòè.

2.1 Ïîñòàíîâêà íà çàäà÷àòà

Â íàñòîÿùàòà ãëàâà ìîäèôèöèðàìå ìîäåëà (1.5), êàòî èçïîëçâàìå ôóíê-
öèÿ íà ðàñòåæ íà Beddington�DeAngelis, ò.å. ðàçãëåæäàìå îáîáùåíèå íà
(1.4) âúâ âèäà (1.5).

20
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Ñëåä ñêàëèðàíå â ìîäåëà íà Beddington-DeAngelis (1.4) ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí:

P̄ := P, N̄ :=
N

K
, ā :=

a

bK
, b̄ :=

1

bK
, c̄ :=

c

bK

è âúâåæäàíå íà îáîáùåíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ è ñìúðòíîñò çà õèùíèêà,
ïîëó÷àâàìå ñëåäíèÿ ìîäåë, êàòî ïðîïóñêàìå ÷åðòèòå, çà äà íå óòåæíÿ-
âàìå çàïèñà:

dN

dt
= rN(1−N)− PA (N,P ),

dP

dt
= P [B (A (N,P ))−D (A (N,P ))] ,

(2.1)

êúäåòî

A (N,P ) =
aN

b+N + cP
.

Çà ôóíêöèèòå B è D ïðàâèì ïðåäïîëîæåíèÿ, êîèòî îòðàçÿâàò èäåè-
òå, îáóñëàâÿùè ìîäåëà íà Terry (1.5). Íÿêîè îò îðèãèíàëíèòå äîïóñêàíèÿ
íà Terry îáà÷å ïðîìåíÿìå ïî ïðè÷èíè, îáÿñíåíè â Çàáåëåæêà 1 ïî-äîëó.

Íåêà îçíà÷èì ñ R2
+ ïîëîæèòåëíèÿ êâàäðàíò â R2, ò.å.

R2
+ := {(N,P ) : N ≥ 0, P ≥ 0}.

(B) Ïðåäïîëîæåíèÿ çà B:
(i) B = B(A ) = B(A (N,P )) å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà ïî

îòíîøåíèå íà A ≥ 0 è (N,P ) ∈ R2
+;

(ii) B(0) = 0 è 0 ≤ B(A ) ≤ C A çà íÿêîÿ êîíñòàíòà C > 0;
(iii) ñúùåñòâóâàò íåîòðèöàòåëíè êîíñòàíòè A1 < A2 (A2 ìîæå äà áúäå

+∞) òàêèâà, ÷å çà (N,P ) ∈ R2
+, B′ = dB/dA = 0, àêî A ∈ (0, A1) ∪

(A2,+∞) è B′ > 0, àêî A ∈ (A1, A2).

(D) Ïðåäïîëîæåíèÿ çà D :
(i) D = D(A ) = D(A (N,P )) å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà ïî

îòíîøåíèå íà A ≥ 0 è (N,P ) ∈ R2
+;

(ii) ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè D1 è D2 òàêèâà, ÷å 0 < D1 ≤ D(A ) ≤ D2

çà A ≥ 0 è (N,P ) ∈ R2
+;

(iii) ñúùåñòâóâàò íåîòðèöàòåëíè êîíñòàíòè θ1 < θ2 (θ2 åâåíòóàëíî
ìîæå äà áúäå +∞) òàêèâà, ÷å çà (N,P ) ∈ R2

+, D ′ = dD/dA = 0, àêî
A ∈ (0, θ1) ∪ (θ2,+∞) è D ′ < 0, àêî A ∈ (θ1, θ2).

Çàáåëåæêà 1. Íîâîòî óñëîâèå â (B) (â ñðàâíåíèå ñ [74]) å (iii). Ïîñëåä-
íîòî îòðàçÿâà èäåÿòà çà ïðàã (â òåðìèíèòå íà íàøèòå îçíà÷åíèÿ, A1),
ïîä êîéòî îðãàíèçìèòå íå ñå âúçïðîèçâåæäàò, è íà äàäåíà êîíñóìàöèÿ
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(A2), ñëåä êîÿòî ñêîðîñòòà íà âúçïðîèçâîäñòâî íå ðàñòå. Òàêà ôîðìó-
ëèðàíîòî ïðåäïîëîæåíèå îáà÷å íå ïîçâîëÿâà íÿêîè èçðîäåíè ïîâåäåíèÿ
íà ñèñòåìàòà (2.1), âîäåùè äî ñòðóêòóðíà íåóñòîé÷èâîñò (âæ. [74]). Íåêà
ñúùî îòáåëåæèì, ÷å àêî A1 = 0 è A2 = +∞, òîãàâà ôóíêöèÿòà B(A ) å
ñòðîãî ìîíîòîííà ïî îòíîøåíèå íà A ∈ (0,+∞) è ñëåäîâàòåëíî âêëþ÷âà
êàòî ÷àñòåí ñëó÷àé êëàñè÷åñêàòà (ëèíåéíà ïî îòíîøåíèå íà A ) ñêîðîñò
íà ðàæäàåìîñò ïðè õèùíèêà.

Ïîäîáíè êîìåíòàðè ìîãàò äà ñå íàïðàâÿò è çà ïðåäïîëîæåíèå (D)(iii).
Íåêà îòáåëåæèì, ÷å îò ïðåäïîëîæåíèÿ (B)(ii) è (D)(ii) ñëåäâà, ÷å å

èçïúëíåíî D(0) > B(0) = 0. Ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî èìà ÿñåí áèîëîãè-
÷åí ñìèñúë � àêî íÿìà õðàíà, ñìúðòíîñòòà íà õèùíèêà ùå å ïî-ãîëÿìà
îò íåãîâàòà ðàæäàåìîñò.

2.2 Îñíîâíè ñâîéñòâà íà ìîäåëà

Òâúðäåíèå 2. Ïîëîæèòåëíèÿò êâàäðàíò R2
+ å ïîëîæèòåëíî èíâàðè-

àíòíî ìíîæåñòâî çà (2.1).

Äîêàçàòåëñòâî. Ïúðâîòî óðàâíåíèå â (2.1) ìîæåì äà çàïèøåì êàòî

1

N
dN =

(
r(1−N)− aP

b+N + cP

)
dt.

Ñëåäîâàòåëíî

N(t) = N(0)e
∫ t
0 (r(1−N(τ))− aP (τ)

b+N(τ)+cP (τ))dτ

è òîãàâà î÷åâèäíî îò N(0) > 0 ñëåäâà, ÷å N(t) > 0 çà âñÿêî t > 0.
Àíàëîãè÷íî ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å P (t) ñúùî å ïîëîæèòåëíî, àêî P (0)

å ïîëîæèòåëíî.
Î÷åâèäíî, àêî N(0) = 0 (P (0) = 0), òîãàâà (îò åäèíñòâåíîñòòà íà

ðåøåíèÿòà) N(t) = 0 (P (t) = 0) çà âñÿêî t > 0. Ñ äðóãè äóìè, êîîð-
äèíàòíèòå îñè {(N,P ) : N = 0, P ≥ 0} è {(N,P ) : N ≥ 0, P = 0} ñà
ïîëîæèòåëíî èíâàðèàíòíè çà ìîäåëà.

Òâúðäåíèå 3. Íåîòðèöàòåëíèòå ðåøåíèÿ íà (2.1) ñà ðàâíîìåðíî îãðà-
íè÷åíè îòãîðå.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò ïúðâîòî óðàâíåíèå â (2.1) ïîëó÷àâàìå

dN

dt
≤ rN(1−N)
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è ñëåäîâàòåëíî

N(t) ≤ 1

1 + C0e−rt
, (2.2)

êúäåòî C0 =
1−N(0)

N(0)
. Íåêà îòáåëåæèì, ÷å àêî N(0) ≤ 1, òîãàâà N(t) ≤ 1

çà âñÿêî t > 0. Àêî N(0) > 1, òîãàâà dN/dt < 0 è N(t) å ñòðîãî ìîíîòîííî
íàìàëÿâàùà. Òàêà, àêî N(0) > 1, èìàìå maxt≥0N(t) = N(0). Âçåìàéêè
ïðåäâèä ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî è (2.2), ïîëó÷àâàìå

N(t) ≤ max{1, N(0)} =: N,

êîåòî äîêàçâà îãðàíè÷åíîñòòà íà N(t).
Çà äà äîêàæåì îãðàíè÷åíîñòòà íà P (t), ðàçãëåæäàìå ôóíêöèÿòà Z(t) =

C N(t) + P (t), êúäåòî C å êîíñòàíòàòà, äåôèíèðàíà â ïðåäïîëîæåíèå
(B) (ii). Èçïîëçâàéêè ôàêòà, ÷å rN(1 − N) ≤ r/4 çà âñÿêî N ≥ 0, ïîëó-
÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî:

dZ

dt
= C

dN

dt
+
dP

dt
= CrN(1−N)− CPA (N,P ) + P [B(A )−D(A )]

≤ C rN(1−N)− CPA (N,P ) + CPA (N,P )−D1P

= C rN(1−N) + CD1N −D1(CN + P )

≤ C
(r

4
+D1N

)
−D1Z.

Îò ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî ñëåäâà, ÷å

Z(t) ≤ max

{
Z(0),

C

D1

(r
4

+D1N
)}

.

Òúé êàòîN(t) å íåîòðèöàòåëíî, ñ òîâà îãðàíè÷åíîñòòà íà P (t) å äîêàçàíà.

Îò ïîñëåäíîòî, êàòî èçïîëçâàìå Òâúðäåíèå 17 è Ñëåäñòâèå 4 îò Ïðè-
ëîæåíèåòî, íåïîñðåäñòâåíî ñå ïîëó÷àâà ñëåäíîòî.

Ñëåäñòâèå 1. Ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî ðåøåíèå íà (2.1) ïðåç âñÿêà òî÷-
êà (N0, P0) ∈ R2

+ è òî å äåôèíèðàíî è íåïðåêúñíàòî çà âñÿêî t ≥ 0.

2.3 Ðàâíîâåñíè òî÷êè íà ìîäåëà

Ïúðâî, íåêà îòáåëåæèì, ÷å ñå èíòåðåñóâàìå ñàìî îò ðàâíîâåñíè òî÷êè ñ
íåîòðèöàòåëíè êîîðäèíàòè, òúé êàòî îñòàíàëèòå íÿìàò áèîëîãè÷åí ñìè-
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ñúë. Ðàâíîâåñíèòå òî÷êè íà (2.1) ñà ðåøåíèÿòà íà àëãåáðè÷íàòà ñèñòåìà

N

[
r(1−N)− aP

b+N + cP

]
= 0,

P

[
B

(
aN

b+N + cP

)
−D

(
aN

b+N + cP

)]
= 0.

(2.3)

Î÷åâèäíî, àêî N = 0 â (2.3), òîãàâà P = 0, à àêî P = 0, òîãàâà èëè
N = 0, èëè N = 1. Ñëåäîâàòåëíî E1 = (0, 0) è E2 = (1, 0) ñà âèíàãè
ðàâíîâåñíè òî÷êè íà (2.1). Àêî ñúùåñòâóâà òðåòà ðàâíîâåñíà òî÷êà E3 =
(N∗, P ∗), íåéíèòå êîîðäèíàòè (N∗, P ∗) òðÿáâà äà ñà ñòðîãî ïîëîæèòåëíè
è äà óäîâëåòâîðÿâàò

r(1−N)− aP

b+N + cP
= 0, (2.4)

B

(
aN

b+N + cP

)
−D

(
aN

b+N + cP

)
= 0. (2.5)

Íåêà îòáåëåæèì, ÷å íå å âúçìîæíî äà èìàìå N = 0 â (2.5), òúé êàòî
B(0) = B(A (0, P )) = 0 < D1 ≤ D(0) = D(A (0, P )) ñïîðåä ïðåäïîëîæå-
íèÿ (B)(ii) è (D)(ii).

Îò (2.4) ïîëó÷àâàìå

P =
r(1−N)(b+N)

a− cr(1−N)
=: P(N). (2.6)

P(N) å íóëåâàòà èçîêëèíà çà æåðòâàòà â ìîäåëà (2.1).
Î÷åâèäíî P = P(N) å ïîëîæèòåëíî òî÷íî òîãàâà, êîãàòî N óäîâëåò-

âîðÿâà íåðàâåíñòâàòà

max{0, 1− a/(rc)} < N < 1. (2.7)

Çàìåñòâàéêè P = P(N) îò (2.6) â (2.5), ïîëó÷àâàìå

B

(
N(a− cr(1−N))

b+N

)
−D

(
N(a− cr(1−N))

b+N

)
= 0. (2.8)

Äà îçíà÷èì

F (N) :=
N(a− cr(1−N))

b+N
= A (N,P(N)). (2.9)

Ëåìà 1. Ôóíêöèÿòà F (N) å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà çà âñÿêî N ,

óäîâëåòâîðÿâàùî íåðàâåíñòâîòî N > max
{

0, 1− a

rc

}
.
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Äîêàçàòåëñòâî. Èìàìå

d

dN
F (N) =

crN2 + 2bcrN + b(a− cr)
(b+N)2

.

×èñëèòåëÿò â ãîðíèÿ èçðàç å ïîëèíîì íà N . Îçíà÷àâàìå

G (N) := crN2 + 2bcrN + b(a− cr).

Ïàðàáîëàòà G (N) äîñòèãà ñâîÿ ìèíèìóì â òî÷êàòà N = −b < 0. Ùå
ðàçãëåäàìå ñëåäíèòå ñëó÷àè.

Ñëó÷àé 1: Àêî a < cr, ò.å. max{0, 1− a
cr
} = 1− a

cr
> 0, èìàìå

G
(

1− a

cr

)
= cr

(
1− a

cr

)(
1− a

cr
+ b
)
> 0.

Îñâåí òîâà, G (N) ≥ 0 çà âñÿêî N ≥ −b+
√
b(b+ 1− a

cr
) =: ν è 1− a

cr
> ν.

Ñëåäîâàòåëíî d
dN

F (N) > 0 çà âñÿêî N > 1− a/(cr) > 0 (âæ. Ôèã. 2.1à).
Ñëó÷àé 2: Àêî a > cr, ò.å. max{0, 1− a

cr
} = 0, èìàìå

G (0) = b(a− cr) > 0.

Òàêà, d
dN

F (N) > 0 çà âñÿêî N > 0 (âæ. Ôèã. 2.1á).

(à) Ñëó÷àé 1: a < cr (á) Ñëó÷àé 2: a > cr

Ôèãóðà 2.1: Ïîâåäåíèå íà ôóíêöèÿòà G (N) â çàâèñèìîñò îò ñòîéíîñòèòå
íà ìîäåëíèòå ïàðàìåòðè.

Ñúùåñòâóâàíåòî è åäèíñòâåíîñòòà íà âúòðåøíà (ñ ïîëîæèòåëíè êî-
îðäèíàòè) ðàâíîâåñíà òî÷êà E3 = (N∗, P ∗) çàâèñè îò ñúùåñòâóâàíåòî è
åäèíñòâåíîñòòà íà ðåøåíèå íà (2.8), óäîâëåòâîðÿâàùî (2.7). Âçåìàéêè
ïðåäâèä Ëåìà 1, ïðåäïîëîæåíèÿòà (B), (D) è (2.8), ìîæåì äà ôîðìóëè-
ðàìå ñëåäíîòî òâúðäåíèå.
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Òâúðäåíèå 4. Íåêà F (N) å äåôèíèðàíî êàòî â (2.9).
(i) Àêî B(F (1)) ≤ D(F (1)), òîãàâà ìîäåëúò (2.1) íÿìà âúòðåøíè

ðàâíîâåñíè òî÷êè.
(ii) Àêî B(F (1)) = D(F (1)), òîãàâà èëè N = 1 (è òîãàâà P =

0), ò.å. E2 = (1, 0) å åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå íà (2.8), èëè ñúùåñòâóâà
êîìïàêòåí èíòåðâàë îò âèäà [ν1, 1], 1 > ν1 > max{0, 1− a/(rc)} òàêúâ,
÷å çà âñÿêî Ñ ∈ [ν1, 1], (Ñ ,P(Ñ)) å ðàâíîâåñíà òî÷êà íà (2.1) (âæ.
(2.6)).

(iii) Àêî B(F (1)) > D(F (1)), òî ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà âúòðåøíà
ðàâíîâåñíà òî÷êà E3 = (N∗, P ∗) íà (2.1), êúäåòî N∗ å åäèíñòâåíîòî
ðåøåíèå íà (2.8), óäîâëåòâîðÿâàùî (2.7), à P ∗ = P(N∗) (âæ. (2.6)).

Äîêàçàòåëñòâî. Êîìáèíèðàéêè (2.7), (2.8) è (2.9), å ÿñíî, ÷å âúòðåøíàòà
ðàâíîâåñíà òî÷êà íà (2.1) îòãîâàðÿ íà ðåøåíèÿòà N íà

B (F (N))−D (F (N)) = 0, (2.10)

óäîâëåòâîðÿâàùè (2.7).
(i) Àêî B(F (1)) ≤ D(F (1)), òîãàâà, âçåìàéêè ïðåäâèä Ëåìà 1 è

ïðåäïîëîæåíèÿ (B) (iii), (D) (iii), óðàâíåíèå (2.10) íÿìà òàêèâà ðåøåíèÿ.
(ii) Àêî B(F (1)) = D(F (1)), òîãàâà ñúùåñòâóâàò äâå ðàçëè÷íè âúç-

ìîæíîñòè. Ïúðâî, àêîB(F (N)) å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà (èëèD(F (N))
å ñòðîãî ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà) çà N ∈ (1 − ε, 1] è âñÿêî ε > 0, òîãà-
âà î÷åâèäíî N = 1 å åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå íà (2.10), óäîâëåòâîðÿâàùî
(2.7). Èíà÷å ñúùåñòâóâà êîìïàêòíî ìíîæåñòâî îò ðåøåíèÿ íà (2.10).

(iii) Íåêà B(F (1)) > D(F (1)). Âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å B(F (0)) =
B(0) < D(0) = D(F (0)), ïðåäïîëîæåíèÿ (B), (D) è Ëåìà 1 ãàðàíòèðàò
ñúùåñòâóâàíåòî íà åäèíñòâåíî ðåøåíèå íà (2.10) â èíòåðâàëà (max{0, 1−
a/(rc)}, 1).

2.4 Ëîêàëíà óñòîé÷èâîñò íà ðåøåíèÿòà

Òâúðäåíèå 5. Ðàâíîâåñíàòà òî÷êà E1 = (0, 0) å ñåäëî çà âñè÷êè ïîëî-
æèòåëíè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå â ìîäåëà.

Äîêàçàòåëñòâî. Çà ìàòðèöàòà íà ßêîáè çà ñèñòåìàòà (2.1), ïðåñìåòíàòà
â E1 = (0, 0), èìàìå

J(E1) =

[
r 0
0 −D(0)

]
.

Îò ïðåäïîëîæåíèå (D)(ii) ñëåäâà, ÷å òî÷êàòà E1 å ñåäëî. Óñòîé÷èâîòî �è
ìíîãîîáðàçèå å îñòà P .
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Òâúðäåíèå 6. Íåêà F (N) å äåôèíèðàíî êàòî â (2.9). Àêî å èçïúëíåíî
B(F (1)) < D(F (1)) (ò.å. íå ñúùåñòâóâàò âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷-
êè), òîãàâà E2 = (1, 0) å ëîêàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà ðàâíîâåñíà
òî÷êà. Àêî å èçïúëíåíî B(F (1)) > D(F (1)), òîãàâà E2 å ñåäëî.

Äîêàçàòåëñòâî. Ìàòðèöàòà íà ßêîáè çà (2.1), ïðåñìåòíàòà â E2, å

J(E2) =

[
−r − a

b+ 1
0 B(F (1))−D(F (1))

]
.

Îòòóê òâúðäåíèåòî ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî.

Íåêà ñåãà èçñëåäâàìå ëîêàëíàòà óñòîé÷èâîñò íà âúòðåøíàòà ðàâíî-
âåñíà òî÷êà E3 = (N∗, P ∗) â ñëó÷àÿ, êîãàòî ñúùåñòâóâà è å åäèíñòâå-
íà, ò.å. N∗ å åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå íà (2.8), óäîâëåòâîðÿâàùî (2.7), à
P ∗ = P(N∗).

Äà îçíà÷èì çà ïðîñòîòà

E (A ) = B(A )−D(A ),

A ∗ = A (N∗, P ∗) = A (N∗,P(N∗)) = F (N∗)

E ′ =
dE

dA
, E ′(A ∗) =

dE (A )

dA

∣∣∣∣
A ∗
.

Ìàòðèöàòà íà ßêîáè çà (2.1), ïðåñìåòíàòà â E3 = (N∗, P ∗), å

J(E3) =


N∗
[
−r +

aP ∗

(b+N∗ + cP ∗)2

]
− aN∗(b+N∗)

(b+N∗ + cP ∗)2

P ∗
∂E (A (N,P ))

∂N

∣∣∣∣
(N∗,P ∗)

P ∗
∂E (A (N,P ))

∂P

∣∣∣∣
(N∗,P ∗)



=


N∗
[
−r +

aP ∗

(b+N∗ + cP ∗)2

]
− aN∗(b+N∗)

(b+N∗ + cP ∗)2

E ′ (A ∗)
aP ∗(b+ cP ∗)

(b+N∗ + cP ∗)2
−E ′ (A ∗)

acN∗P ∗

(b+N∗ + cP ∗)2

 .
Íåêà îçíà÷èì

∆∗ := det J(E3).

Ïúðâî ùå äîêàæåì åäíà ëåìà, íåîáõîäèìà çà èçó÷àâàíåòî íà óñòîé-
÷èâîñòòà íà âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà.
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Ëåìà 2. Àêî E (F (1)) > 0 (èëè, êîåòî å ñúùîòî, B(F (1)) > D(F (1)))
è E ′ (A ∗) > 0, òîãàâà å â ñèëà ∆∗ > 0.

Äîêàçàòåëñòâî. Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å

∆∗ = aN∗P ∗E ′ (A ∗)M∗,

êúäåòî

M∗ :=

[
r − aP ∗

(b+N∗ + cP ∗)2

]
cN∗

(b+N∗ + cP ∗)2
+
a(b+N∗)(b+ cP ∗)

(b+N∗ + cP ∗)4

=
1

(b+N∗ + cP ∗)3
[rcN∗(b+N∗ + cP ∗) + ab] > 0.

Òúé êàòî E ′(A ∗) > 0, òî ñëåäâà, ÷å ∆∗ > 0.

Ñïîðåä ïðåäïîëîæåíèÿ (B) è (D), E ′(A ) ≥ 0 âèíàãè å èçïúëíåíî. Â
÷àñòíîñò E ′(A ∗) = B′(A ∗) − D ′(A ∗) > 0, àêî ïîíå åäíà îò ñòîéíîñòèòå
B′(A ∗), D ′(A ∗) å ðàçëè÷íà îò íóëà. Òàêúâ å íàïðèìåð ñëó÷àÿò, êîãàòî
A ∗ ïðèíàäëåæè íà èíòåðâàëà (A1, A2). Íåêà îòáåëåæèì è åêâèâàëåíò-
íîñòòà íà ñëåäíèòå äâå íåðàâåíñòâà:

E ′(A ∗) > 0,
d

dN
E (F (N))

∣∣∣∣
N=N∗

> 0. (2.11)

Äà îçíà÷èì ñ τ ∗ ñëåäàòà íà J(E3), ò.å.

τ ∗ = N∗
[
−r +

aP ∗

(b+N∗ + cP ∗)2
− acP ∗E ′(A ∗)

(b+N∗ + cP ∗)2

]
. (2.12)

Òâúðäåíèå 7. Íåêà E3 = (N∗, P ∗) å åäèíñòâåíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà íà
ìîäåëà (2.1), óäîâëåòâîðÿâàùà (2.11). Àêî τ ∗ > 0, ðàâíîâåñíàòà òî÷êà
E3 å íåóñòîé÷èâà. Àêî τ

∗ < 0, òîãàâà E3 å ëîêàëíî óñòîé÷èâà ðàâíîâåñ-
íà òî÷êà. Àêî τ ∗ = 0, òî ðàâíîâåñíàòà òî÷êà E3 íå å õèïåðáîëè÷íà.

Êîîðäèíàòèòå íà âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà E3 = (N∗, P ∗), à ñëå-
äîâàòåëíî è ñëåäàòà τ ∗, íå ìîãàò äà ñå íàìåðÿò â ÿâåí âèä, èçðàçåíè ÷ðåç
ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëà (2.1). Ïî-äîëó ùå êîíêðåòèçèðàìå Òâúðäåíèå 7,
êàòî ïúðâî äîêàæåì ñëåäíàòà ëåìà.

Ëåìà 3. Äàäåí å êâàäðàòíèÿò òðè÷ëåí

ψ(ξ) = ξ2 − 2
(

1− a

cr

)
ξ + 1− a

cr
+
ab

cr
, (2.13)
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êúäåòî a, b, c è r ñà ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè, à

max
{

0, 1− a

cr

}
< ξ < 1.

Òîãàâà
(a) ψ(ξ) < 0, àêî ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà

a

cr
> 1, 0 < b < 1− cr

a

è 0 < ξ < 1− a

cr
+

√
a

cr

( a
cr
− 1− b

)
;

(b) ψ(ξ) > 0, àêî ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà â åäèí îò ñëåäíèòå
òðè ñëó÷àÿ:

(b1)
a

cr
> 1, 0 < b < 1− cr

a
è 1 > ξ > 1− a

cr
+

√
a

cr

( a
cr
− 1− b

)
,

(b2)
a

cr
> 1, 1− cr

a
< b ≤ a

cr
− 1,

(b3) b >
a

cr
− 1;

(c) ψ(ξ) = 0, àêî ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà
a

cr
> 1, 0 < b < 1− cr

a

è ξ = 1− a

cr
+

√
a

cr

( a
cr
− 1− b

)
.

Äîêàçàòåëñòâî. Äèñêðèìèíàíòàòà ∆ íà êâàäðàòíèÿ òðè÷ëåí (2.13) å
ðàâíà íà

∆ =
a

cr

( a
cr
− 1− b

)
.

Èìàìå ñëåäíèòå âúçìîæíîñòè çà çíàêà íà ∆:

∆


≥ 0 ⇔ b ≤ a

cr
− 1,

< 0 ⇔ b >
a

cr
− 1.

Î÷åâèäíî íåðàâåíñòâîòî ∆ ≥ 0 å âúçìîæíî òî÷íî òîãàâà, êîãàòî
a

cr
> 1,

òúé êàòî b > 0; íåðàâåíñòâîòî b >
a

cr
− 1 å äîïóñòèìî íåçàâèñèìî îò

çíàêà íà èçðàçà
a

cr
− 1.

Ñëó÷àé 1. ∆ < 0, ò. å. b >
a

cr
− 1.

Êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå ψ(ξ) = 0 íÿìà ðåàëíè êîðåíè, êîåòî äîêàçâà
ñëó÷àé (b3) îò ôîðìóëèðîâêàòà íà Ëåìà 3.

Ñëó÷àé 2. ∆ > 0, ò. å. b <
a

cr
− 1 è

a

cr
> 1.

Â òîçè ñëó÷àé êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå èìà äâà ðåàëíè êîðåíà. Àêî

ñâîáîäíèÿò ÷ëåí 1− a

cr
+
ab

cr
íà (2.13) å îòðèöàòåëåí, ò. å. b < 1− cr

a
, òî
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ψ(ξ) = 0 èìà åäèí îòðèöàòåëåí è åäèí ïîëîæèòåëåí êîðåí; äà îçíà÷èì ñ
ξ1 ïîëîæèòåëíèÿ êîðåí íà êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå,

ξ1 = 1− a

cr
+

√
a

cr

( a
cr
− 1− b

)
.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ξ1 < 1. ßñíî å, ÷å â òîçè ñëó÷àé èìàìå

ψ(ξ)


> 0 çà âñÿêî ξ > ξ1,

< 0 çà âñÿêî 0 < ξ < ξ1,

= 0 çà 0 < ξ = ξ1.

Ñ òîâà ïîñëåäîâàòåëíî äîêàçàõìå ñëó÷àèòå (b1), (a) è (c) îò ôîðìóëè-
ðîâêàòà íà Ëåìà 3.

Â ñëó÷àÿ, êîãàòî ñâîáîäíèÿò ÷ëåí 1− a

cr
+
ab

cr
íà (2.13) å ïîëîæèòåëåí,

ò. å. b > 1− cr
a
, òî ψ(ξ) = 0 èìà äâà îòðèöàòåëíè êîðåíà è ψ(ξ) > 0 âñÿêî

ξ > 0, ñ êîåòî å äîêàçàí ñëó÷àé (b2).

Ñëó÷àé 3. ∆ = 0, ò. å. b =
a

cr
− 1 è

a

cr
> 1.

Èìàìå ψ(ξ) =
(
ξ −

(
1− a

cr

))2
è î÷åâèäíî 1− a

cr
< 0 å äâîéíà íóëà íà

êâàäðàòíàòà ôóíêöèÿ. ßñíî å, ÷å ψ(ξ) > 0 çà âñÿêî ξ > 0, êîåòî èç÷åðïâà
ñëó÷àé (b2).

Ñ òîâà äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 3 å çàâúðøåíî.

Îò A ∗ = F (N∗), èçïîëçâàéêè (2.6) è (2.12), íåïîñðåäñòâåíî ñå ïîëó-
÷àâà, ÷å ñëåäàòà τ ∗ íà ìàòðèöàòà J(E3) ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè â ñëåäíèÿ
âèä:

τ ∗ = rN∗
(
−1 +

(1−N∗)(a− cr(1−N∗))
a(b+N∗)

(1− cE ′(A ∗))

)
= rN∗

(
−1 +

(1−N∗)(a− cr(1−N∗))
a(b+N∗)

(1− cE ′(F (N∗)))

)
.(2.14)

Êàòî óòî÷íåíèå íà Òâúðäåíèå 7 ôîðìóëèðàìå ñëåäíîòî

Òâúðäåíèå 8. Íåêà ôóíêöèÿòà ψ(ξ) å äåôèíèðàíà êàêòî â Ëåìà 3.
Ðàâíîâåñíàòà òî÷êà E3 = (N∗, P ∗) å:
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(a) ëîêàëíî àñèìïòîòè÷íî íåóñòîé÷èâà, àêî ψ(N∗) < 0 è

E ′(F (N∗)) <
(1−N∗)(a− cr(1−N∗))− a(b+N∗)

c(1−N∗)(a− cr(1−N∗))
;

(á) ëîêàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà, àêî ψ(N∗) ≥ 0 èëè ψ(N∗) < 0
è

E ′(F (N∗)) >
(1−N∗)(a− cr(1−N∗))− a(b+N∗)

c(1−N∗)(a− cr(1−N∗))
;

(â) ðàâíîâåñíàòà òî÷êà E3 íå å õèïåðáîëè÷íà, àêî ψ(N∗) < 0 è

E ′(F (N∗)) =
(1−N∗)(a− cr(1−N∗))− a(b+N∗)

c(1−N∗)(a− cr(1−N∗))
.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñëó÷àé (a). Îò ïðåäñòàâÿíåòî (2.14) íåïîñðåäñòâåíî ïî-
ëó÷àâàìå

τ ∗ > 0 ⇐⇒ E ′(F (N∗)) <
(1−N∗)(a− cr(1−N∗))− a(b+N∗)

c(1−N∗)(a− cr(1−N∗))
. (2.15)

Òúé êàòî E ′(F (N∗)) > 0, íåðàâåíñòâîòî â äÿñíàòà ñòðàíà íà (2.15) å
âúçìîæíî ñàìî àêî å èçïúëíåíî

(1−N∗)(a− cr(1−N∗))− a(b+N∗)

c(1−N∗)(a− cr(1−N∗))
> 0;

ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî å åêâèâàëåíòíî ñ

(1−N∗)(a− cr(1−N∗))− a(b+N∗) > 0

èëè ñ

N∗2 − 2
(

1− a

cr

)
N∗ +

(
1− a

cr
+
ab

cr

)
< 0,

êîåòî â îçíà÷åíèÿòà íà Ëåìà 3(a) å åêâèâàëåíòíî ñ ψ(N∗) < 0. Â òîçè
ñëó÷àé E3 å íåóñòîé÷èâà ðàâíîâåñíà òî÷êà.

Ñëó÷àé (á). Èçïîëçâàéêè (2.14) èìàìå

τ ∗ < 0 ⇐⇒ E ′(F (N∗)) >
(1−N∗)(a− cr(1−N∗))− a(b+N∗)

c(1−N∗)(a− cr(1−N∗))
. (2.16)

Òúé êàòî E ′(F (N∗)) > 0, èìàìå äâå âúçìîæíîñòè:
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(á1) äÿñíàòà ñòðàíà íà äÿñíîòî íåðàâåíñòâî â (2.16) å íåïîëîæèòåëíà,
ò. å.

(1−N∗)(a− cr(1−N∗))− a(b+N∗)

c(1−N∗)(a− cr(1−N∗))
≤ 0; (2.17)

òîãàâà äÿñíîòî íåðàâåíñòâî â (2.16) âèíàãè å èçïúëíåíî è ñëåäîâàòåë-
íî τ ∗ å îòðèöàòåëíî, ò. å. âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà E3 å ëîêàëíî
àñèìòîòè÷íî óñòîé÷èâà. Íåðàâåíñòâî (2.17) å åêâèâàëåíòíî ñ

(1−N∗)(a− cr(1−N∗))− a(b+N∗) ≤ 0

èëè ñ

N∗2 − 2
(

1− a

cr

)
N∗ +

(
1− a

cr
+
ab

cr

)
≥ 0.

Â òåðìèíèòå íà Ëåìà 3(b) è (c) â òîçè ñëó÷àé òðÿáâà äà å èçïúëíåíî
ψ(N∗) ≥ 0.

(á2) äÿñíàòà ñòðàíà íà äÿñíîòî íåðàâåíñòâî â (2.16) å ïîëîæèòåëíà,
ò. å.

(1−N∗)(a− cr(1−N∗))− a(b+N∗)

c(1−N∗)(a− cr(1−N∗))
> 0;

ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî å åêâèâàëåíòíî ñ

(1−N∗)(a− cr(1−N∗))− a(b+N∗) > 0

èëè ñ

N∗2 − 2
(

1− a

cr

)
N∗ +

(
1− a

cr
+
ab

cr

)
< 0.

Â îçíà÷åíèÿòà íà Ëåìà 3(a) òðÿáâà äà å èçïúëíåíî ψ(N∗) < 0. Îòíîâî
èìàìå ëîêàëíà àñèìïòîòè÷íà óñòîé÷èâîñò íà ðàâíîâåñíàòà òî÷êà E3.

Ñëó÷àé (â). Îò ïðåäñòàâÿíåòî (2.14) èìàìå

τ ∗ = 0 ⇐⇒ E ′(F (N∗)) =
(1−N∗)(a− cr(1−N∗))− a(b+N∗)

c(1−N∗)(a− cr(1−N∗))
. (2.18)

Òúé êàòî E ′(F (N∗)) > 0, äÿñíîòî ðàâåíñòâî â (2.18) å âúçìîæíî
ñàìî òîãàâà, êîãàòî äÿñíàòà ìó ñòðàíà å ñòðîãî ïîëîæèòåëíà, êîåòî å
åêâèâàëåíòíî ñ

(1−N∗)(a− cr(1−N∗))− a(b+N∗) > 0

èëè ñ

N∗2 − 2
(

1− a

cr

)
N∗ +

(
1 +

a(b− 1)

cr

)
< 0.

Â îçíà÷åíèÿòà íà Ëåìà 3(a) òðÿáâà äà å èçïúëíåíî ψ(N∗) < 0. Ñ òîâà
Òâúðäåíèå 8 å äîêàçàíî.
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Íåðàâåíñòâîòî ∆∗ > 0 çàåäíî ñ τ ∗ = 0 îçíà÷àâà, ÷å J(E3) èìà äâîéêà
÷èñòî èìàãèíåðíè êîìïëåêñíî ñïðåãíàòè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè. Íàëèöå å
íåîáõîäèìîòî óñëîâèå çà âúçíèêâàíå íà áèôóðêàöèÿ íà Õîïô â ðàâíî-
âåñíàòà òî÷êà E3 è ïîÿâàòà íà ãðàíè÷åí öèêúë. Ïî-äîëó â Òåîðåìà 5 ùå
äîêàæåì ñúùåñòâóâàíå íà ïåðèîäè÷íè îðáèòè ïðè τ ∗ > 0 â ðåçóëòàò îò
èçìåíåíèå íà óñòîé÷èâîñòòà íà ðàâíîâåñíàòà òî÷êà E3 = (N∗, P ∗) ÷ðåç
áèôóðêàöèÿ íà Õîïô.

Çà óäîáñòâî ùå îáîáùèì â ñëåäâàùàòà Çàáåëåæêà ðåçóëòàòèòå îò íàñ-
òîÿùèÿ ïàðàãðàô.

Çàáåëåæêà 2. Â çàâèñèìîñò îò ñòîéíîñòèòå íà ïàðàìåòðèòå ñà íàëèöå
ñëåäíèòå âúçìîæíîñòè çà ìîäåëà (2.1):

• ñúùåñòâóâàò ñàìî äâåòå ãðàíè÷íè ðàâíîâåñíè òî÷êè � E1 = (0, 0)
(ñåäëî) è E2 = (1, 0) (àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà);

• ñúùåñòâóâàò äâåòå ãðàíè÷íè ðàâíîâåñíè òî÷êè � E1 = (0, 0) è E2 =
(1, 0), êîèòî ñà ñåäëà, êàêòî è âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà E3 =
(N∗, P ∗), êàòî ïîñëåäíàòà å ëîêàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà;

• ñúùåñòâóâàò äâåòå ãðàíè÷íè ðàâíîâåñíè òî÷êè � E1 = (0, 0) è E2 =
(1, 0), êîèòî ñà ñåäëà, êàêòî è âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà E3 =
(N∗, P ∗), êàòî ïîñëåäíàòà å íåóñòîé÷èâà.

2.5 Ãëîáàëíî ïîâåäåíèå íà ðåøåíèÿòà

Òåîðåìà 4. Àêî E (F (1)) < 0 (èëè, åêâèâàëåíòíî, B(F (1)) < D(F (1))),
òîãàâà E2 = (1, 0) å ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà ðàâíîâåñíà òî÷-
êà íà (2.1).

Äîêàçàòåëñòâî. Îò ïúðâîòî óðàâíåíèå â (2.1) âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å çà
âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà T = T (ε) òàêîâà, ÷å N(t) < 1 + ε çà âñÿêî t > T .
Ñëåäîâàòåëíî, âçåìàéêè ïðåäâèä ïðåäïîëîæåíèÿòà (B) è (D), ñà â ñèëà
ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà çà t > T :

B

(
aN(t)

b+N(t) + cP (t)

)
≤ B

(
aN(t)

b+N(t)

)
≤ B

(
a(1 + ε)

b+ 1 + ε

)
≤ B(F (1+ε)).

Ïî ïîäîáåí íà÷èí ìîæå äà áúäå ïîêàçàíî, ÷å çà t > T å èçïúëíåíî è

D

(
aN(t)

b+N(t) + cP (t)

)
≥ D (F (1 + ε)) .
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Îò íåðàâåíñòâîòî B(F (1)) − D(F (1)) < 0 è îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà
B(F ) è D(F ) ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà ε0 > 0 òàêîâà, ÷å å èçïúëíåíî
B(F (1 + ε0))−D(F (1 + ε0)) < 0 è ñëåäîâàòåëíî

B

(
aN(t)

b+N(t) + cP (t)

)
−D

(
aN(t)

b+N(t) + cP (t)

)
≤ B (F (1 + ε0))−D (F (1 + ε0)) < 0, ∀t > T (ε0).

Ñåãà îò âòîðîòî óðàâíåíèå â (2.1) ñëåäâà, ÷å limt→∞ P (t) = 0.
Èçïîëçâàéêè òåîðèÿòà íà àñèìïòîòè÷íèòå àâòîíîìíè äèíàìè÷íè ñèñ-

òåìè (âæ. [75] è Ïðèëîæåíèå F â [69]), ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå îçíà÷àâà, ÷å
ðåøåíèÿòà íà (2.1) ñà ñõîäÿùè èëè êúì E1 = (0, 0), èëè êúì E2 = (1, 0),
òúé êàòî íÿìà âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè è ñëåäîâàòåëíî íÿìà ãðà-
íè÷íè öèêëè íà (2.1). Îñâåí òîâà, ðàâíîâåñíàòà òî÷êà E1 å ñåäëî (âæ.
Òâúðäåíèå 5), ÷èåòî óñòîé÷èâî ìíîãîîáðàçèå å îñòà P è ñëåäîâàòåëíî
ðåøåíèÿòà ñà ñõîäÿùè êúì E2.

Òåîðåìà 5. Íåêà E3 = (N∗, P ∗) å åäèíñòâåíàòà âúòðåøíà ðàâíîâåñíà
òî÷êà íà ìîäåëà, òàêàâà ÷å N∗ óäîâëåòâîðÿâà (2.11) è íåêà τ ∗ å äåôèíè-
ðàíî ñ (2.12). Àêî å èçïúëíåíî τ ∗ > 0, òîãàâà ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî
íà âñÿêà òðàåêòîðèÿ íà (2.1) å ïåðèîäè÷íà îðáèòà.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå èçïîëçâàìå Òåîðåìàòà íà Poincar�e�Bendixson è ëå-
ìàòà íà Butler�McGehee (âæ. Ïðèëîæåíèåòî), çà äà ïîëó÷èì èñêàíèÿ
ðåçóëòàò. Ïúðâî, íåêà îòáåëåæèì, ÷å ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî íà íèòî
åäíà òðàåêòîðèÿ íå ìîæå äà ñúäúðæà ñàìî åäíà òî÷êà, òúé êàòî ñèñòå-
ìàòà íÿìà ëîêàëíî óñòîé÷èâè ðàâíîâåñèÿ (âæ. Çàáåëåæêà 2).

Íåêà ñåãà äîïóñíåì, ÷å E1 = (0, 0) å â ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî íà
íÿêîÿ îðáèòà γ. Òîãàâà îò Ëåìàòà íà Butler�McGehee ñëåäâà, ÷å ω-ãðà-
íè÷íîòî ìíîæåñòâî èìà íåïðàçíî è íåòðèâèàëíî ñå÷åíèå ñ óñòîé÷èâîòî
ìíîãîîáðàçèå íà E1, ò.å. ñ S = {(N,P ) : N = 0, P ≥ 0}. Òúé êàòî ω-
ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî å èíâàðèàíòíî ïî îòíîøåíèå íà òðàåêòîðèèòå íà
ñèñòåìàòà, ñëåäâà, ÷å òî ñúäúðæà öÿëîòî ìíîæåñòâî S, íî òîâà ïðîòèâî-
ðå÷è íà ôàêòà, ÷å ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî å îãðàíè÷åíî (Òâúðäåíèå 21
îò Ïðèëîæåíèåòî). Ñëåäîâàòåëíî E1 íå ìîæå äà áúäå â ω-ãðàíè÷íîòî
ìíîæåñòâî íà íèòî åäíà òðàåêòîðèÿ.

Ñåãà ùå äîêàæåì ñúùîòî çà ðàâíîâåñíàòà òî÷êà E2 = (1, 0). Àíàëî-
ãè÷íî, àêî äîïóñíåì, ÷å E2 å â ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî íà íÿêîÿ òðàåê-
òîðèÿ, èçïîëçâàéêè ôàêòà, ÷å ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî å çàòâîðåíî, òî
òðÿáâà äà ñúäúðæà åäíî îò ñëåäíèòå äâå ìíîæåñòâà:

S1 = {(N,P ) : N > 1, P = 0} èëè S2 = {(N,P ) : 0 ≤ N < 1, P = 0}.
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Ïúðâîòî îáà÷å å íåîãðàíè÷åíî, à âòîðîòî ñúäúðæà òî÷êàòà E1, êîÿòî íå
ìîæå äà áúäå â ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî íà íèòî åäíà òðàåêòîðèÿ. Òàêà
äîêàçàõìå, ÷å E2 ñúùî íå ìîæå äà ïðèíàäëåæè íà ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñ-
òâî íà íèêîÿ òðàåêòîðèÿ. Êàêòî âå÷å îòáåëÿçàõìå, ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñ-
òâî íå ìîæå äà ñúäúðæà ñàìî òî÷êàòà E3 è ñëåäîâàòåëíî åäèíñòâåíàòà
îñòàíàëà âúçìîæíîñò å ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî íà âñÿêà òðàåêòîðèÿ äà
å ïåðèîäè÷íà îðáèòà.

Òåîðåìà 6. Íåêà E3 = (N∗, P ∗) å åäèíñòâåíàòà âúòðåøíà ðàâíîâåñíà

òî÷êà íà ìîäåëà, òàêàâà ÷å N∗ óäîâëåòâîðÿâà (2.11). Àêî b >
a

rc
, òî-

ãàâà âñÿêî ðåøåíèå (N(t), P (t)) íà (2.1) ñ N(0) > 0, P (0) > 0 êëîíè êúì
E3.

Äîêàçàòåëñòâî. Âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å b >
a

rc
, îò äîêàçàòåëñòâîòî íà

Òâúðäåíèå 8, ñëó÷àé (á1), êàêòî è îò Ëåìà 3 (b3) ñëåäâà, ÷å τ ∗ < 0.
Ñëåäîâàòåëíî E3 å ëîêàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà ðàâíîâåñíà òî÷êà.
Çà äà èçêëþ÷èì íàëè÷èåòî íà íåòðèâèàëíè ïåðèîäè÷íè îðáèòè îêîëî E3,
ùå èçïîëçâàìå êðèòåðèÿ íà Dulac. Äà îçíà÷èì çà óäîáñòâî âåêòîðíîòî
ïîëå, äåôèíèðàíî îò (2.1), ñ G(N,P ) = (G1(N,P ), G2(N,P )), ò.å.

dN

dt
= rN(1−N)− PA (N,P ) ≡ G1(N,P ),

dP

dt
= P E (A (N,P )) ≡ G2(N,P ).

Äèâåðãåíöèÿòà íà âåêòîðíîòî ïîëå, div

(
1

NP
G(N,P )

)
, ìîæå äà áúäå

ïðåäñòàâåíà âúâ âèäà

div

(
1

NP
G(N,P )

)
=

∂

∂N

(
1

NP
G1(N,P )

)
+

∂

∂P

(
1

NP
G2(N,P )

)
=

∂

∂N

[
1

P
r(1−N)− a

b+N + cP

]
+

∂

∂P

[
1

N
E

(
aN

b+N + cP

)]
= − r

P
+

a

(b+N + cP )2
− acE ′(A )

(b+N + cP )2

=
1

P

[
−r +

aP

b+N + cP
· 1

b+N + cP

]
− acE ′(A )

(b+N + cP )2

=
1

P

[
−r +

cP

b+N + cP
· b

b+N + cP
· a
bc

]
− acE ′(A )

(b+N + cP )2

<
1

P

(
−r +

a

bc

)
− acE ′(A )

(b+N + cP )2
.
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Ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî å ïîëó÷åíî ñ ïîìîùòà íà î÷åâèäíèòå íåðàâåíñ-
òâà

cP

b+N + cP
< 1 è

b

b+N∗ + cP ∗
< 1 ∀N > 0, P > 0.

Òúé êàòî E ′(A ) ≥ 0 âèíàãè å èçïúëíåíî, îò ïðåäïîëîæåíèåòî b >
a

rc
ñëåäâà

div

(
1

NP
G(N,P )

)
< 0, ∀(N,P ) > 0,

ñ êîåòî äîêàçàòåëñòâîòî å çàâúðøåíî.

Çàáåëåæêà 3. Äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 6 å âàëèäíî è ïðè ïî-ñëàáèòå
ïðåäïîëîæåíèÿ çà B è D , íàïðàâåíè â [74]. Íåêà ñúùî îòáåëåæèì, ÷å
Òåîðåìè 4 è 5 ìîãàò äà áúäàò ïðèëîæåíè è êúì ìîäåëà (1.5) òúé êà-
òî äîêàçàòåëñòâàòà èì îñòàâàò â ñèëà ïðè ïðåäïîëîæåíèÿòà çà B è D ,
íàïðàâåíè â [74].

Îñòàâà îòâîðåí âúïðîñúò çà ãëîáàëíàòà óñòîé÷èâîñò íà E3 â îñòàíàëè-
òå ñëó÷àè, êîãàòî E3 å ëîêàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà (âæ. Òâúðäåíèå
8).

2.6 ×èñëåíè ñèìóëàöèè

Â òîçè ðàçäåë ùå ïðåäñòàâèì ðåçóëòàòè îò ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè, ñ êî-
èòî ùå èëþñòðèðàìå ïîâåäåíèåòî íà ðåøåíèÿòà. Çà êîíêðåòíèÿ âèä íà
B(A ) è D(A ) â ÷èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè ùå ñëåäâàìå [74]. Äåôèíèðàìå

B(A ) =


0, 0 ≤ A ≤ A1,

β cos2
[
π
2

(
1 + A−A1

A2−A1

)]
, A1 ≤ A ≤ A2,

β, A ≥ A2

è

D(A ) =


D2, 0 ≤ A ≤ θ1,

D1 + (D2 −D1) cos2
[
π
2
· A−θ1
θ2−θ1

]
, θ1 ≤ A ≤ θ2,

D1, A ≥ θ2,

êúäåòî âñè÷êè ïàðàìåòðè ñà ïîëîæèòåëíè è, îñâåí òîâà, A1 < A2, θ1 < θ2
è D1 < D2.

Êàêòî å îòáåëÿçàíî â [74], òåçè ôóíêöèè ñà ïîñòðîåíè òàêà, ÷å äà
îòðàçÿâàò íÿêîëêî ñúùåñòâåíè èäåè (Ôèã. 2.2). B(A ) å íóëà çà âñè÷êè
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Ôèãóðà 2.2: Ôóíêöèè íà ðàñòåæ è ñìúðòíîñò íà õèùíèêà

äîñòàòú÷íî ìàëêè ñòîéíîñòè íà A , êîåòî îòðàçÿâà èäåÿòà, ÷å å íåîáõî-
äèìî îïðåäåëåíî ìèíèìàëíî êîëè÷åñòâî åíåðãèÿ, çà äà ìîæå õèùíèêúò
äà ñå âúçïðîèçâåæäà. Îñâåí òîâà, àêî ñïåöèôè÷íàòà ôóíêöèÿ íà ðàñ-
òåæ èìà äîñòàòú÷íî ãîëÿìà ñòîéíîñò, âúçïðîèçâîäñòâîòî äîñòèãà äàäåíî
ðàâíîâåñíî ñúñòîÿíèå (B(A ) å êîíñòàíòà).

Ïîäîáíî, ôóíêöèÿòà íà ñìúðòíîñòòà D(A ) ïðåäñòàâÿ èäåÿòà, ÷å çà
õèùíèêà ùå ñúùåñòâóâà íàé-ãîëÿì ðèñê îò ñìúðò, àêî õðàíàòà å ìàëêî
èëè âúîáùå ëèïñâà. Ñúùî òàêà èìà íÿêàêâî ìèíèìàëíî íèâî íà ñìúðò-
íîñò, êîåòî ñå äîñòèãà òîãàâà, êîãàòî êîíñóìàöèÿòà äîñòèãíå îïðåäåëåí
ïðàã.

Â ÷èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè ñà èçïîëçâàíè ñëåäíèòå ñòîéíîñòè íà ïà-
ðàìåòðèòå, ó÷àñòâàùè âúâ ôóíêöèèòå íà ðàñòåæ è ñìúðòíîñò:

β = 5, A1 = θ1 = 2, A2 = θ2 = 5, D1 = 0.5, D2 = 1.5. (2.19)

Çà ÷èñëåíîòî ðåøàâàíå íà ñèñòåìàòà (2.1) å èçïîëçâàíà âãðàäåíàòà
ôóíêöèÿ NDSolve â ñèñòåìàòà çà êîìïþòúðíà àëãåáðà Wolfram Mathe-
matica.

Ïðèìåð 1. Ïúðâî ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî E2 = (1, 0) å ãëîáàë-
íî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà ðàâíîâåñíà òî÷êà. Èçáèðàìå ñëåäíèòå ñòîé-
íîñòè íà ïàðàìåòðèòå â ìîäåëà: a = 2, b = 0.1, c = 0.3 è r = 0.5. Â òîçè
ñëó÷àé èìàìå E (F (1)) = −1.445 < 0 è óñëîâèåòî íà Òåîðåìà 4 å èçïúë-
íåíî. Äåéñòâèòåëíî ÷èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè ïîêàçâàò, ÷å òðàåêòîðèèòå
êëîíÿò êúì E2 (Ôèã. 2.3).

Òîçè ïðèìåð îòãîâàðÿ íà ñëó÷àÿ, êîãàòî ñðåäíàòà ñêîðîñò íà âúçïðî-
èçâîäñòâî íà õèùíèêà, B(A (N,P )), å ïî-ìàëêà îò íåãîâàòà ñìúðòíîñò
D(A (N,P )), êîåòî âîäè äî çàãèâàíåòî íà ïîïóëàöèÿòà íà õèùíèêà.

Â ñëåäâàùèòå íÿêîëêî ïðèìåðà ùå èëþñòðèðàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî ìîäå-
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Ôèãóðà 2.3: Ïðèìåð 1. Òðàåêòîðèè íà (2.1) ñ òðè ðàçëè÷íè íà÷àëíè óñ-
ëîâèÿ; E2 å ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà ðàâíîâåñíà òî÷êà

ëúò èìà åäèíñòâåíà âúòðåøíà ðàâíîâåñíà òî÷êà E3 = (N∗, P ∗). Íà ïðàê-
òèêà òîâà îòãîâàðÿ íà îöåëÿâàíåòî è íà äâåòå ïîïóëàöèè, êîåòî ïðåäñòàâ-
ëÿâà íàé-ãîëÿì èíòåðåñ îò áèîëîãè÷íà ãëåäíà òî÷êà. Âúòðåøíàòà ðàâíî-
âåñíà òî÷êà E3 ñúùåñòâóâà, êîãàòî ðàçëèêàòà E (A ) = B(A ) − D(A ) å
ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà ïîíå çà íÿêàêâè ñòîéíîñòè íà ñïåöèôè÷íàòà
ñêîðîñò íà ðàñòåæ íà õèùíèêà A ∈ (A1, A2) è ïðèòåæàâà åäèíñòâåíà
íóëà A ∗ = A (N∗, P ∗) ∈ (A1, A2). Óñòîé÷èâîñòòà íà E3 çàâèñè îò êîíê-
ðåòíèòå ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå â ìîäåëà è ñòîéíîñòèòå íà ãëàâíèòå
èíâàðèàíòè íà ìàòðèöàòà íà ßêîáè J(E3) � ñëåäàòà τ

∗ è äåòåðìèíàíòàòà
∆∗.

Ïðè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå (2.19), èìàìå E ′(A ) > 0 çà âñÿêî A ∈
(A1, A2). Ìîæåì äà íàìåðèì òî÷êè N1 è N2, 0 < N1 < N2 òàêèâà, ÷å

F (N1) = A (N1,P(N1)) = A1,

F (N2) = A (N2,P(N2) = A2,

d

dN
E (F (N)) =

d

dN
(B(F (N))−D(F (N))) > 0 çà N ∈ (N1, N2).

Òîãàâà óñëîâèåòî (2.11) å åêâèâàëåíòíî íà N∗ ∈ (N1, N2).

Ïðèìåð 2. Èçáèðàéêè ñëåäíèòå ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå â (2.1)
� a = 3.6, b = 0.1, c = 0.3 è r = 0.5 � èëþñòðèðàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî
ñèñòåìàòà èìà ëîêàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà âúòðåøíà ðàâíîâåñíà
òî÷êà. Äåéñòâèòåëíî, â òîçè ñëó÷àé E (F (1)) = 0.7927 > 0 è ñúùåñòâóâà
(N∗, P ∗) = (0.562, 0.041). Îñâåí òîâà N1 = 0.136, N2 = 10.64 è î÷åâèäíî
N∗ ∈ (N1, N2). Èìàìå ñúùî τ

∗ ≈ −0.247 < 0, ñëåäîâàòåëíî E3 å ëîêàëíî
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àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà. Â òîçè ñëó÷àé Òåîðåìà 6 íå å â ñèëà, òúé êàòî
a/(rc) = 24 > b. ×èñëåíèòå ñèìóëàöèè ïîêàçâàò, ÷å âúïðåêè òîâà E3

âåðîÿòíî å ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà (âæ. Ôèã. 2.4).
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Ôèãóðà 2.4: Ïðèìåð 2. Òðàåêòîðèè íà (2.1) ñ òðè ðàçëè÷íè íà÷àëíè óñ-
ëîâèÿ; E3 å ëîêàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà ðàâíîâåñíà òî÷êà.

Ïðèìåð 3. Ñåãà ùå èëþñòðèðàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî ìîäåëúò èìà ïåðè-
îäè÷íè ðåøåíèÿ. Çà ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå èçáèðàìå a = 7.6, b = 0.1,
c = 0.3 è r = 0.5. Èìàìå E (F (1)) = 0.254 > 0, ò.å. ïîëîæèòåëíîòî ðàâ-
íîâåñèå å (N∗, P ∗) = (0.067, 0.0105) ñ τ ∗ = 0.000203 > 0. Êàêòî ìîæåì äà
âèäèì îò Ôèã. 2.5, ÷èñëåíèòå ñèìóëàöèè ïîêàçâàò, ÷å ãðàíè÷íèÿò öèêúë
å åäèíñòâåí è ãëîáàëíî óñòîé÷èâ.

Ïðèìåð 4. Ñëåäíèòå ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå: a = 12.6, b = 1.1,
c = 0.1 è r = 125, óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà íà Òåîðåìà 6 è èëþñòðèðàò
ñëó÷àÿ, êîãàòî ñèñòåìàòà (2.1) èìà ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà
âúòðåøíà ðàâíîâåñíà òî÷êà (N∗, P ∗) = (0.6427, 9.5677). Â òîçè ñëó÷àé
τ ∗ = −69.71 < 0, N1 = 0.5023, N2 = 0.8877 è î÷åâèäíî N∗ ∈ (N1, N2) (âæ.
Ôèã. 2.6).

2.7 Çàêëþ÷åíèÿ

Â íàñòîÿùàòà ãëàâà, ìîòèâèðàíè îò ðåçóëòàòèòå, ïðåäñòàâåíè â ñòàòèÿòà
[74], å èçñëåäâàíà ñèñòåìà îò òèï õèùíèê-æåðòâà ñ îáîáùåíè ôóíêöèè íà
ðàñòåæ è ñìúðòíîñò ïðè õèùíèêà è ñïåöèôè÷íà ôóíêöèÿ íà ðàñòåæ íà
Beddington-DeAngelis. Çà ïîñëåäíàòà å èçâåñòíî, ÷å â ìíîãî ñëó÷àè äà-
âà ïî-äîáðè ðåçóëòàòè ïðè îïèñâàíåòî íà åêñïåðèìåíòàëíè äàííè, à ïðè
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Ôèãóðà 2.5: Ïðèìåð 3. Òðàåêòîðèè íà (2.1) çà òðè ðàçëè÷íè íà÷àëíè
óñëîâèÿ; ïåðèîäè÷íè ðåøåíèÿ

îïðåäåëåíè óñëîâèÿ ðåøàâà �paradox of enrichment�. Èçñëåäâàéêè ðåøå-
íèÿòà íà ìîäåëà, å ïîêàçàíî, ÷å òå èìàò ïîâåäåíèå, òèïè÷íî çà ìîäåëè
îò òèï õèùíèê-æåðòâà � âúçìîæíàòà àñèìïòîòèêà îòãîâàðÿ íà èç÷åçâàíå
íà ïîïóëàöèÿòà-õèùíèê èëè îöåëÿâàíå íà äâåòå ïîïóëàöèè ÷ðåç ïåðèî-
äè÷íè îñöèëàöèè èëè óñòîé÷èâî ðàâíîâåñèå íà ñèñòåìàòà.

Ïðè èçñëåäâàíåòî ñà èçïîëçâàíè íÿêîè èäåè, ðàçëè÷íè îò òåçè, ïðè-
ëîæåíè â ñòàòèÿòà [74]. Èçâåäåíî å ñúùî òàêà äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà
ãëîáàëíà óñòîé÷èâîñò íà âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà � ðåçóëòàò, êîé-
òî ìîæå äà áúäå ïðèëîæåí è çà îðèãèíàëíèÿ ìîäåë (1.5) êàòî ÷àñòåí
ñëó÷àé. ×èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè èçïîëçâàò ïðèìåðà îò [74], çà äà èëþñ-
òðèðàò òåîðåòè÷íèòå ðåçóëòàòè.

Ðåçóëòàòèòå îò òàçè ãëàâà ñà ïóáëèêóâàíè â [42].
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Ôèãóðà 2.6: Ïðèìåð 4. Òðàåêòîðèè íà (2.1) ïðè òðè ðàçëè÷íè íà÷àëíè
óñëîâèÿ; E3 å ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà ðàâíîâåñíà òî÷êà



Ãëàâà 3

Êà÷åñòâåíè åôåêòè âúðõó

äèíàìèêàòà íà ñèñòåìà îò òèï

õèùíèê-æåðòâà ïðè

èçïîëçâàíåòî íà íåëèíåéíè

ôóíêöèè íà ðàñòåæ è ñìúðòíîñò

ïðè õèùíèêà

Âçåìàéêè ïðåäâèä ðåçóëòàòèòå îò ïðåäèøíàòà ãëàâà, âúçíèêâà åñòåñò-
âåíèÿò âúïðîñ äàëè âúâåæäàíåòî íà íåëèíåéíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ è
ñìúðòíîñò âèíàãè çàïàçâà äèíàìèêàòà íà ìîäåëíàòà ñèñòåìà èëè â íÿêîè
ñëó÷àè ìîæå äà äîâåäå äî íàëè÷èåòî íà ïî-áîãàòà äèíàìèêà è êà÷åñòâåíî
íîâî ïîâåäåíèå íà ñèñòåìàòà â çàâèñèìîñò îò ïàðàìåòðèòå â ìîäåëà. Â
íàñòîÿùàòà ãëàâà ùå ïîêàæåì, ÷å ïîñëåäíîòî äåéñòâèòåëíî å â ñèëà.

Îñíîâíèòå öåëè, êîèòî ñè ïîñòàâÿìå òóê, ñà ñëåäíèòå:

1. äà ñå ñðàâíÿò âúçìîæíèòå êà÷åñòâåíè ïîâåäåíèÿ íà ðåøåíèÿòà íà
êîíêðåòåí ìîäåë ñ ëèíåéíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ è ñìúðòíîñò ñ àíà-
ëîãè÷åí ìîäåë ñ îáîáùåíè ôóíêöèè;

2. äà ñå ïîêàæå, ÷å âúâåæäàíåòî íà íåëèíåéíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ è
ñìúðòíîñò çà õèùíèêà ìîæå äà äîâåäå äî ïî-áîãàòà äèíàìèêà íà
ñèñòåìàòà è ñëåäîâàòåëíî ìîäåëúò áè ìîãúë äà îïèñâà ïî-ñëîæíî
ïîâåäåíèå íà äàäåíà åêîëîãè÷íà ñèñòåìà;

3. íà áàçàòà íà êëàñè÷åñêè ìåòîäè îò òåîðèÿòà íà íåëèíåéíèòå äèíà-
ìè÷íè ñèñòåìè íàïúëíî äà ñå õàðàêòåðèçèðà äèíàìèêàòà íà ñèñòå-

42
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ìà, îïèñâàùà çàùèòíî ïîâåäåíèå íà æåðòâàòà, ñ îáîáùåíè ôóíêöèè
íà ðàñòåæ è ñìúðòíîñò íà õèùíèêà â çàâèñèìîñò îò ïàðàìåòðèòå â
ìîäåëà.

Ñòðóêòóðàòà íà ãëàâàòà å, êàêòî ñëåäâà. Â ïàðàãðàô 3.1 ôîðìóëèðà-
ìå äâà ìîäåëà îò òèï õèùíèê-æåðòâà, îïèñâàùè çàùèòíî ïîâåäåíèå íà
æåðòâàòà � ñ ëèíåéíè è ñ îáîáùåíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ è ñìúðòíîñò ïðè
õèùíèêà. Â ïàðàãðàô 3.2 èçñëåäâàìå äèíàìèêàòà íà ìîäåëà ñ îáîáùåíè
ôóíêöèè � îáùè ñâîéñòâà íà ìîäåëà (ïîëîæèòåëíîñò è îãðàíè÷åíîñò, ñú-
ùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèÿòà), óñëîâèÿ çà ñúùåñòâóâàíå íà
ðàâíîâåñíè òî÷êè, ëîêàëíè è ãëîáàëíè àñèìïòîòè÷íè ñâîéñòâà íà ðåøå-
íèÿòà. Â êðàÿ íà 3.2 ïðåäñòàâÿìå ÷èñëåíè ïðèìåðè, èëþñòðèðàùè òåî-
ðåòè÷íèòå ðåçóëòàòè è äåìîíñòðèðàùè êàê òå ëåñíî ìîãàò äà áúäàò ðàç-
øèðåíè. Ñðàâíåíèå ìåæäó äèíàìèêàòà ïðè äâàòà ìîäåëà è äèñêóñèÿ çà
áèîëîãè÷íàòà èíòåðïðåòàöèÿ íà íàáëþäàâàíèòå ðàçëèêè ñà ïðåäñòàâåíè
â ïàðàãðàô 3.3.

3.1 Ïîñòàíîâêà íà çàäà÷àòà

Ïîäîáíî íà ïðåäõîäíàòà ãëàâà ùå ðàçãëåäàìå ìîäåë ñ ëèíåéíè (ïî îòíî-
øåíèå íà ñïåöèôè÷íàòà ôóíêöèÿ íà ðàñòåæ) ôóíêöèè íà ðàæäàåìîñò è
ñìúðòíîñò ïðè õèùíèêà è ùå èçñëåäâàìå åôåêòèòå îò îáîáùàâàíåòî èì
ñ îáîáùåíè ôóíêöèè. Èçâåñòíî å, ÷å ìîäåëèòå ñ íåìîíîòîííè ñïåöèôè÷-
íè ôóíêöèè íà ðàñòåæ (íàïðèìåð Holling òèï IV) ñå õàðàêòåðèçèðàò ñ
ïî-áîãàòà äèíàìèêà (âæ. óâîäà, êàêòî è [21, 37, 65, 81] è öèòèðàíàòà òàì
ëèòåðàòóðà). Âçåìàéêè ïðåäâèä òîâà, íàøèòå èçñëåäâàíèÿ ñå áàçèðàò
íà èçâåñòåí ìîäåë, îïèñâàù çàùèòíî ïîâåäåíèå íà æåðòâàòà, ïðåäëîæåí
ïðåç 2015 ãîäèíà îò Tang è Xiao [73], êîéòî èìà ïîäîáíà äèíàìèêà:

dN

dt
= rN

(
1− N

K

)
−F (N)P,

dP

dt
= [χF (N)− d− ηN ]P,

(3.1)

êúäåòî F (N) = aN/(b + N2), à ïîëîæèòåëíèÿò ïàðàìåòúð η îòðàçÿâà
ñòåïåíòà íà çàùèòíî ïîâåäåíèå íà æåðòâàòà.

Ùå ñðàâíèì äèíàìèêàòà íà (3.1) ñ ìîäåë, âêëþ÷âàù îáîáùåíè ôóíê-
öèè íà ðàñòåæ è ñìúðòíîñò çà õèùíèêà. Çà òàçè öåë, çà óäîáñòâî, ïúðâî
ùå êîìåíòèðàìå íàêðàòêî âúçìîæíèòå êà÷åñòâåíî ðàçëè÷íè ïîâåäåíèÿ
íà ðåøåíèÿòà íà (3.1). Â [73] å ïîêàçàíî, ÷å ñà íàëèöå ñëåäíèòå âúçìîæ-
íîñòè:
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• Ñúùåñòâóâàò äâå ðàâíîâåñèÿ � E0 = (0, 0) (ñåäëî) è EK = (K, 0)
(ãëîáàëíî óñòîé÷èâî);

• Ñúùåñòâóâàò òðè ðàâíîâåñèÿ � E0 = (0, 0) è EK = (K, 0) (ñåäëà)
è åäíà âúòðåøíà ðàâíîâåñíà òî÷êà E1 = (x1, y1), êîÿòî ìîæå äà
áúäå óñòîé÷èâà èëè íåóñòîé÷èâà (âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé ñúùåñòâóâà
ãðàíè÷åí öèêúë);

• Ñúùåñòâóâàò ÷åòèðè ðàâíîâåñèÿ � E0 = (0, 0) (ñåäëî) è EK = (K, 0)
(óñòîé÷èâà) è äâå âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè � E1 = (x1, y1), êî-
ÿòî ìîæå äà áúäå óñòîé÷èâà èëè íåóñòîé÷èâà (âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé
ñúùåñòâóâà ãðàíè÷åí öèêúë) è E2 = (x2, y2), êîÿòî å ñåäëî. Ñúùåñ-
òâóâàò äâà áàñåéíà íà ïðèâëè÷àíå. Â çàâèñèìîñò îò íà÷àëíèòå óñ-
ëîâèÿ, äàäåíà òðàåêòîðèÿ ìîæå äà êëîíè êúì EK èëè êúì E1/êúì
ãðàíè÷åí öèêúë, àêî E1 å óñòîé÷èâà/íåóñòîé÷èâà.

Ïîâå÷å äåòàéëè, âêëþ÷èòåëíî óñëîâèÿ çà ïàðàìåòðèòå, îïðåäåëÿùè
âñåêè îò ñëó÷àèòå, ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè â [73].

Ùå ñðàâíèì äèíàìèêàòà íà (3.1) ñ ìîäåë, âêëþ÷âàù îáîáùåíè ôóíê-
öèè íà ðàñòåæ è ñìúðòíîñò çà õèùíèêà. Ñ öåë îïðîñòÿâàíå íà ìàòåìà-
òè÷åñêèÿ àíàëèç, ùå ðàçãëåæäàìå ñïåöèôè÷íà ôóíêöèÿ íà ðàñòåæ íà
Holling, òèï II. Òàêà, ìîäåëúò, êîéòî ùå èçñëåäâàìå, èìà âèäà

dN

dt
= rN

(
1− N

K

)
−F (N)P,

dP

dt
= [B(F (N))−D(F (N))− ηN ]P,

(3.2)

êúäåòî F (N) = aN/(b+N) å ôóíêöèÿòà íà Holling îò òèï II, à B(F ) è
D(F ) óäîâëåòâîðÿâàò ñëåäíèòå óñëîâèÿ.

(B) Óñëîâèÿ çà B:

(i) B = B(F ) = B(F (N)) å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà ïî
îòíîøåíèå íà F ≥ 0 è N ≥ 0;

(ii) B(0) = 0 è 0 ≤ B(F ) ≤ C F çà íÿêîÿ êîíñòàíòà C > 0;

(iii) ñúùåñòâóâàò íåîòðèöàòåëíè êîíñòàíòè A1 < A2 (A2 ìîæå äà
áúäå +∞) òàêèâà, ÷å çà N ≥ 0, B′ = dB/dF = 0, àêî F ∈
(0, A1) ∪ (A2,+∞) è B′ > 0, àêî F ∈ (A1, A2);

(iv) ñúùåñòâóâà òî÷íî åäíà èíôëåêñíà òî÷êà íà B.

(D) Óñëîâèÿ çà D :
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(i) D = D(F ) = D(F (N)) å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà ïî
îòíîøåíèå íà F ≥ 0 è N ≥ 0;

(ii) ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè D1 è D2 òàêèâà, ÷å 0 < D1 ≤ D(F ) ≤
D2 çà F ≥ 0 è N ≥ 0, D(0) = D2;

(iii) ñúùåñòâóâàò íåîòðèöàòåëíè êîíñòàíòè θ1 < θ2 (θ2 ìîæå äà
áúäå +∞) òàêèâà, ÷å çà N ≥ 0, D ′ = dD/dF = 0, àêî F ∈
(0, θ1) ∪ ([θ2,+∞) è D ′ < 0, àêî F ∈ (θ1, θ2);

(iv) ñúùåñòâóâà òî÷íî åäíà èíôëåêñíà òî÷êà íà D .

(E) Íåêà îçíà÷èì E (N) := B(F (N))−D(F (N)); E (N) èìà òî÷íî åäíà
èëè òî÷íî òðè èíôëåêñíè òî÷êè.

Çàáåëåæêà 4. Óñëîâèÿòà (B)(iv), (D)(iv) è (E), êîèòî ñà ðàçëè÷íè îò
ñúîòâåòíèòå óñëîâèÿ â Ãëàâà 2 çà ìîäåëà (2.1), ñà âêëþ÷åíè ñ öåë àíàëè-
çúò äà áúäå ïî-îáîçðèì. Ðåçóëòàòèòå, ïðåäñòàâåíè â íàñòîÿùàòà ãëàâà,
áèõà ìîãëè äà ñå îáîáùÿò è â ñëó÷àé, ÷å òåçè èçèñêâàíèÿ ñå îòñëàáÿò.

Ôîðìóëèðàíèòå óñëîâèÿ îáà÷å èçãëåæäàò äîñòàòú÷íè, çà äà ìîãàò äà
áúäàò îòðàçåíè èäåèòå, ïðåäëîæåíè â [74], ïðè äåôèíèðàíåòî íà îáîáùå-
íè ôóíêöèè íà ðàñòåæ.

3.2 Äèíàìèêà íà ìîäåëà ñ îáîáùåíè ôóíê-

öèè íà ðàñòåæ è ñìúðòíîñò çà õèùíèêà

Ùå èçñëåäâàìå ìîäåëà (3.2), êàòî ùå ïîêàæåì, ÷å òîé ìîæå äà îïèøå
äèíàìèêàòà, êîÿòî ñå îïèñâà îò (3.1), íî çà äàäåíè ñòîéíîñòè íà ïàðà-
ìåòðèòå â ìîäåëà ôàçîâèòå ïîðòðåòè çà (3.2) ìîãàò äà áúäàò ìíîãî ïî-
ñëîæíè.

3.2.1 Îáùè ñâîéñòâà íà ìîäåëà

Ïúðâî, ïîäîáíî íà Ãëàâà 2, ùå ïîêàæåì, ÷å ìîäåëúò (3.2) ïðèòåæà-
âà ñòàíäàðòíè ñâîéñòâà, êîèòî áèõìå î÷àêâàëè îò äàäåí ìîäåë îò òèï
õèùíèê-æåðòâà, â ÷àñòíîñò ñúùåñòâóâàíå, åäèíñòâåíîñò è ïîëîæèòåë-
íîñò íà ðåøåíèÿòà çà ïîëîæèòåëíè íà÷àëíè óñëîâèÿ.

Òâúðäåíèå 9. Ïîëîæèòåëíèÿò êâàäðàíò R2
+ := {(N,P ) ∈ R2 : N ≥

0, P ≥ 0} å ïîëîæèòåëíî èíâàðèàíòíî ìíîæåñòâî çà ìîäåëà (3.2).

Äîêàçàòåëñòâî. ÀêîN(0) = 0, òîN(t) = 0 çà âñÿêî t > 0, à àêî P (0) = 0,
òîãàâà P (t) = 0 çà âñÿêî t > 0. Îò Òåîðåìàòà çà åäèíñòâåíîñò íà ðåøå-
íèÿòà ñëåäâà, ÷å êîîðäèíàòíèòå ïîëóîñè ñà ïîëîæèòåëíî èíâàðèàíòíè.
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Çà ïîëîæèòåëíè íà÷àëíè óñëîâèÿ îò ïúðâîòî óðàâíåíèå â (3.2) ïîëó-
÷àâàìå

1

N

dN

dt
= r

(
1− N

K

)
− a

b+N
P

è ñëåäîâàòåëíî

N(t) = N(0)e
∫ t
0 [r(1−N(τ)

K )− a
b+N(τ)

P (τ)]dτ .

Àíàëîãè÷íî, îò âòîðîòî óðàâíåíèå â (3.2) èìàìå

P (t) = P (0)e
∫ t
0 [B(F (N(τ)))−D(F (N(τ)))−ηN(τ)]dτ .

È òàêà, ïîëó÷èõìå, ÷å àêî íà÷àëíèòå óñëîâèÿ ñà ïîëîæèòåëíè, òî
ðåøåíèÿòà ñúùî ñà ïîëîæèòåëíè çà âñÿêî t ≥ 0.

Òâúðäåíèå 10. Íåîòðèöàòåëíèòå ðåøåíèÿ íà (3.2) ñà ðàâíîìåðíî îã-
ðàíè÷åíè îòãîðå.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò ïúðâîòî óðàâíåíèå â (3.2) ñëåäâà, ÷å

dN

dt
≤ rN

(
1− N

K

)
è òîãàâà N(t) ≤ K

1+C0e−rt
→ K ïðè t→∞, êúäåòî C0 = (K −N(0))/N(0).

Âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å àêî N > K, òî dN/dt < 0, ñëåäâà, ÷å

N(t) ≤ max{N(0), K} =: N.

Íåêà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà Z(t) = CN(t)+P (t), êúäåòî êîíñòàíòàòà
C å äåôèíèðàíà â (B)(ii). Òîãàâà ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

dZ

dt
= C

dN

dt
+
dP

dt

= CrN

(
1− N

K

)
− CF (N)P + [B(F (N))−D(F (N))− ηN ]P

≤ CrN

(
1− N

K

)
− CF (N)P + CF (N)P −D1P

= CN

[
r

(
1− N

K

)
+D1

]
−D1Z

≤ C

(
rK

4
+D1N

)
−D1Z.

Òàêà,

Z(t) ≤ max

{
Z(0),

C

D1

(
rK

4
+D1N

)}
.

Âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å N å íåîòðèöàòåëíî, ïîëó÷àâàìå îãðàíè÷åíîñòòà
íà P (t).
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Îò ïîñëåäíèÿ ðåçóëòàò, êàòî èçïîëçâàìå Òâúðäåíèå 17 è Ñëåäñòâèå 4
îò Ïðèëîæåíèåòî, ïîëó÷àâàìå ñëåäñòâèåòî ïî-äîëó.

Ñëåäñòâèå 2. Ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà òðàåêòîðèÿ ïðåç âñÿêà òî÷êà
(N0, P0) ∈ R2

+, êàòî òÿ å äåôèíèðàíà çà âñÿêî t ∈ [0,+∞).

Âçåìàéêè ïðåäâèä êàçàíîòî äîòóê, çà äà èçñëåäâàìå äèíàìèêàòà íà
(3.2), å äîñòàòú÷íî äà ðàçãëåæäàìå ñàìî íà÷àëíè óñëîâèÿ â ìíîæåñòâîòî
{(N,P ) : 0 < N < K, 0 < P}.

3.2.2 Ñúùåñòâóâàíå íà ðàâíîâåñíèòå òî÷êè

Ðàâíîâåñíèòå òî÷êè íà ìîäåëà (3.2) ñà ðåøåíèÿòà íà àëãåáðè÷íàòà ñèñ-
òåìà

rN

(
1− N

K

)
−F (N)P = 0,

[B(F (N))−D(F (N))− ηN ]P = 0.

Äà îòáåëåæèì, ÷å ñå èíòåðåñóâàìå ñàìî îò ðàâíîâåñèÿ ñ íåîòðèöàòåëíè
êîîðäèíàòè.

Î÷åâèäíî ãðàíè÷íèòå ðàâíîâåñíè òî÷êè E0 = (0, 0) è EK = (K, 0)
ñúùåñòâóâàò âèíàãè. Àêî ñúùåñòâóâàò âúòðåøíè (ò.å. ñ ïîëîæèòåëíè êî-
îðäèíàòè) ðàâíîâåñíè òî÷êè, òå òðÿáâà äà óäîâëåòâîðÿâàò

P =
rN

F (N)

(
1− N

K

)
=

r

aK
(b+N)(K −N), (3.3)

êúäåòî 0 < N < K å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

E (N) = ηN, (3.4)

à äåôèíèðàíàòà â (E) ôóíêöèÿ E (N) å ìîíîòîííî ðàñòÿùà è èìà òî÷íî
åäíà èëè òî÷íî òðè èíôëåêñíè òî÷êè (âæ. Ôèã. 3.1).

Íåêà ñåãà èçñëåäâàìå óñëîâèÿòà çà ñúùåñòâóâàíå íà âúòðåøíè ðàâ-
íîâåñíè òî÷êè çà ìîäåëà (3.2). Ïúðâî, î÷åâèäíî å ñëåäíîòî òâúðäåíèå.

Òâúðäåíèå 11. Àêî å èçïúëíåíî E (K) < 0, òîãàâà ìîäåëúò (3.2) íÿìà
âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè.

Òâúðäåíèå 12. Íåêà E (K) > 0 è ôóíêöèÿòà E (N) èìà òî÷íî åäíà
èíôëåêñíà òî÷êà ïðè N = Ninfl. Íåêà ñ N0 îçíà÷èì åäèíñòâåíîòî ðå-
øåíèå íà óðàâíåíèåòî E (N) = E ′(N)N , ò.å.

N0 =
E (N0)

E ′(N0)
,

êúäåòî ′ ≡ d/dN . Òîãàâà å èçïúëíåíî ñëåäíîòî:
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N

EHNL

(à) Åäíà èíôëåêñíà òî÷êà

N

EHNL

(á) Òðè èíôëåêñíè òî÷êè

Ôèãóðà 3.1: Ïîâåäåíèå íà E (N)

(à) Àêî η > E ′(N0), òîãàâà ìîäåëúò íÿìà âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷-
êè;

(á) Àêî η < E ′(N0), òîãàâà ñúùåñòâóâàò ñëåäíèòå âúçìîæíîñòè:

(i) àêî N0 > K è ηK > E (K), òîãàâà íå ñúùåñòâóâàò âúòðåøíè
ðàâíîâåñíè òî÷êè;

(ii) àêî N0 > K è ηK < E (K) èëè àêî N0 < K è ηK < E (K),
òîãàâà ñúùåñòâóâà òî÷íî åäíà âúòðåøíà ðàâíîâåñíà òî÷êà
E1;

(iii) àêî N0 < K è ηK > E (K), òîãàâà ñúùåñòâóâàò òî÷íî äâå
ðàâíîâåñíè òî÷êè E1 è E2.

Äîêàçàòåëñòâî. Âúòðåøíèòå ðàâíîâåñíè òî÷êè íà ìîäåëà (3.2) ñúîòâåò-
ñòâàò íà ïîëîæèòåëíèòå ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèåòî (3.4). Íåêà ðàçãëåäàìå
ãðàôèêèòå íà ëÿâàòà è äÿñíàòà ñòðàíà íà ïîñëåäíîòî (âæ. Ôèã. 3.2). Íåêà
l = l(N) å äîïèðàòåëíàòà êúì ãðàôèêàòà íà E (N), ìèíàâàùà ïðåç íà÷à-
ëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà. Íåêà (N0,E (N0)) å òî÷êàòà íà äîïèðàíå.
Òîãàâà N0 å íóëà íà ôóíêöèÿòà ϕ(N) := NE ′(N)− E (N).

Ïúðâî ùå ïîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà òî÷íî åäèí ïîëîæèòåëåí êîðåí íà
ϕ(N) = 0. Íåêà C1 è C2 ñà òàêèâà, ÷å E ′(N) = 0 çà N ∈ [0, C1]∪ [C2,+∞)
è E ′(N) > 0 çà N ∈ (C1, C2). Îò óñëîâèÿ (B) è (D) å ÿñíî, ÷å C1 =
min{A1, θ1} è C2 = max{A2, θ2}. Èìàìå ϕ(C1) = −E (C1) = D2 > 0,
ϕ(C2) = −E (C2) ≤ −E (K) < 0, è ϕ′(N) = NE ′′(N), ò.å. ϕ å ñòðîãî
ðàñòÿùà çà N ∈ (C1, Ninfl) è ñòðîãî íàìàëÿâàùà çà N ∈ (Ninfl, C2).

Âçåìàéêè ïðåäâèä êàçàíîòî äîòóê, ñëåäâà, ÷å äîïèðàòåëíàòà l(N) =
E ′(N0)N å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà. Îñâåí òîâà å â ñèëà N0 > Ninfl.

Òîãàâà, àêî η å ïî-ãîëÿìî îò íàêëîíà E ′(N0) íà äîïèðàòåëíàòà â ò.
N0, óðàâíåíèåòî (3.4) íÿìà ïîëîæèòåëíè ðåøåíèÿ. Àêî å â ñèëà η <
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N0

Η< E ’ HN0L
Η> E ’ HN0L l

N

Ôèãóðà 3.2: Ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèåòî (3.4)

E ′(N0), òîãàâà ñúùåñòâóâàò äâå ïðåñå÷íè òî÷êè íà äâåòå ãðàôèêè. Âçå-
ìàéêè ïðåäâèä, ÷å íè èíòåðåñóâàò ñàìî òåçè ñ àáñöèñà, ïî-ìàëêà îò K,
òâúðäåíèåòî ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî. Èëþñòðèðàìå âúçìîæíèòå ñëó÷àè
íà Ôèã. 3.3.

N0

ΗN

EHN L

K

N

(à) N0 > K è ηK > E (K)

N0

ΗN

EHN L

K

N

(á) N0 > K è ηK < E (K)

N0

ΗN

EHN L

K
N

(â) N0 < K è ηK < E (K)

N0

ΗN

EHN L

K

N

(ã) N0 < K è ηK > E (K)

Ôèãóðà 3.3: Áðîé âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè íà (3.2) â ñëó÷àÿ η <
E ′(N0).
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Ñëó÷àÿò, êîãàòî ôóíêöèÿòà E (N) èìà òðè èíôëåêñíè òî÷êè, ìîæå
äà áúäå èçñëåäâàí ïî ïîäîáåí íà÷èí. Èçïîëçâàéêè ñúùèÿ ãåîìåòðè÷åí
ïîäõîä, ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å ìîäåëúò (3.2) ìîæå äà èìà äî ÷åòèðè
âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè. Ùå êîìåíòèðàìå òîçè ñëó÷àé ïî-ïîäðîáíî
íà áàçàòà íà ÷èñëåíè ïðèìåðè â ïàðàãðàô 3.2.5.

3.2.3 Ëîêàëíà óñòîé÷èâîñò è áèôóðêàöèè íà ðàâíî-

âåñíèòå òî÷êè

Â íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô ùå èçñëåäâàìå óñëîâèÿòà çà óñòîé÷èâîñò íà ðàâ-
íîâåñíèòå òî÷êè. Êàêòî ïîêàçàõìå â ïðåäèøíèÿ ïàðàãðàô, ìîäåëúò (3.2)
èìà äâå ãðàíè÷íè ðàâíîâåñèÿ � E0 = (0, 0) è EK = (K, 0), à áðîÿò íà âúò-
ðåøíèòå ðàâíîâåñíè òî÷êè ìîæå äà áúäå ìåæäó íóëà è ÷åòèðè. Íåêà ãè
îçíà÷èì ñ Ei = (Ni, Pi), i = 1, . . . , n, êúäåòî n å òåõíèÿò áðîé è Ni < Nj,
àêî i < j.

Âàðèàöèîííàòà ìàòðèöà íà (3.2) å

J(N,P ) :=

 r

(
1− 2N

K

)
− PF ′(N) −F (N)

(E ′(N)− η)P E (N)− ηN

 .

Òâúðäåíèå 13. Ðàâíîâåñíàòà òî÷êà E0 = (0, 0) å ñåäëî çà âñè÷êè ïî-
ëîæèòåëíè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå â ìîäåëà (3.2).

Äîêàçàòåëñòâî. Òâúðäåíèåòî ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò âèäà íà âàðèà-
öèîííàòà ìàòðèöà, ïðåñìåòíàòà â E0,

J(E0) =

 r 0

0 −D2

 .

Òâúðäåíèå 14. Ãðàíè÷íàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà EK = (K, 0) å ñåäëî, àêî
ηK < E (K), è óñòîé÷èâ âúçåë, àêî ηK > E (K).

Äîêàçàòåëñòâî. Òâúðäåíèåòî ñëåäâà îò âàðèàöèîííàòà ìàòðèöà íà (3.2),
ïðåñìåòíàòà â EK , êîÿòî èìà âèäà

J(EK) =

 −r −F (K)

0 E (K)− ηK

 .
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Òâúðäåíèå 15. Íåêà Ei = (Ni, Pi), i ∈ {1, . . . , n}, å âúòðåøíà ðàâíî-
âåñíà òî÷êà íà ìîäåëà (3.2). Àêî η > E ′(Ni), òîãàâà Ei å ñåäëî. Àêî
η < E ′(Ni) è Ni >

K−b
2
, òîãàâà Ei å ëîêàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà

ðàâíîâåñíà òî÷êà (âúçåë èëè ôîêóñ). Àêî η < E ′(Ni), K > b è Ni <
K−b
2
,

òîãàâà Ei å íåóñòîé÷èâà ðàâíîâåñíà òî÷êà (âúçåë èëè ôîêóñ).

Äîêàçàòåëñòâî. Âàðèàöèîííàòà ìàòðèöà, ïðåñìåòíàòà â Ei, èìà âèäà

J(Ei) =

 r

(
1− 2Ni

K

)
− PiF ′(Ni) −F (Ni)

(E ′(Ni)− η)Pi 0

 .

Çà ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè λ1, λ2 íà J(Ei) å èçïúëíåíî

sgn(λ1λ2) = sgn(det(J(Ei))) = sgn(E ′(Ni)− η).

Òîãàâà, àêî η > E ′(Ni), ðåàëíèòå ÷àñòè íà ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè èìàò
ïðîòèâîïîëîæíè çíàöè è ðàâíîâåñíàòà òî÷êà å ñåäëî. Àêî η < E ′(Ni),
òîãàâà ðåàëíèòå ÷àñòè íà ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè èìàò åäíàêâè çíàöè. Àêî
òå ñà ïîëîæèòåëíè, ò.å. àêî ñëåäàòà τ(Ei) íà J(Ei) å ïîëîæèòåëíà, òîãàâà
Ei å íåóñòîé÷èâà. Àêî å â ñèëà τ(Ei) < 0, Ei å ëîêàëíî àñèìïòîòè÷íî
óñòîé÷èâà. Âçåìàéêè ïðåäâèä (3.3), çà ñëåäàòà τ(Ei) ïîëó÷àâàìå

τ(Ei) = r

(
1− 2Ni

K

)
− PiF ′(Ni)

= r

[
1− 2Ni

K
− F ′(Ni)Ni

F (Ni)

(
1− Ni

K

)]
= r

[
1− 2Ni

K
− b+Ni

aNi

·Ni ·
ab(1− Ni

K
)

(b+Ni)2

]
=

r

K(b+Ni)
[K(b+Ni)− 2Ni(b+Ni)− bK + bNi]

=
rNi

K(b+Ni)
[−2Ni +K − b].

Óñëîâèåòî τ(Ei) < 0 å åêâèâàëåíòíî íà

Ni >
K − b

2
,

ñ êîåòî òâúðäåíèåòî å äîêàçàíî.

Íåêà âúâåäåì ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ, êîèòî ùå èçïîëçâàìå ïî-íàòàòúê:

Nc :=
K − b

2
, Pc :=

r

aK
(b+Nc)(K −Nc) è Ec := (Nc, Pc). (3.5)
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Çàáåëåæêà 5. Îò Òâúðäåíèå 15 ñëåäâà, ÷å âúòðåøíèòå ðàâíîâåñíè òî÷-
êè ñ ÷åòíè èíäåêñè ñà ñåäëà. Òåçè ñ íå÷åòíè èíäåêñè ìîãàò äà áúäàò
ëîêàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâè èëè íåóñòîé÷èâè âúçëè èëè ôîêóñè â
çàâèñèìîñò îò çíàêà íà τ(Ei), ò.å. äàëèNi > Nc, èëèNi < Nc (â ïîñëåäíèÿ
ñëó÷àé ïðèåìàìå, ÷å K > b).

Çàáåëåæêà 6. Àêî ôóíêöèÿòà E (N) èìà òî÷íî åäíà èíôëåêñíà òî÷êà,
òîãàâà ñúùåñòâóâàò ñëåäíèòå âúçìîæíîñòè çà ìîäåëà (3.2).

(à) Íå ñúùåñòâóâàò âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè; E0 å ñåäëî, EK å ëî-
êàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà.

(á) Ñúùåñòâóâà òî÷íî åäíà âúòðåøíà ðàâíîâåñíà òî÷êà, êîÿòî ìîæå äà
áúäå àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâ èëè íåóñòîé÷èâ âúçåë èëè ôîêóñ; E0 è
EK ñà ñåäëà.

(â) Ñúùåñòâóâàò äâå âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè � E1 å àñèìïòîòè÷íî
óñòîé÷èâ èëè íåóñòîé÷èâ âúçåë èëè ôîêóñ, à E2 å ñåäëî; E0 å ñåäëî,
EK å àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà.

Îò (3.4) ñëåäâà, ÷å êîîðäèíàòèòå Ni íà âúòðåøíèòå ðàâíîâåñíè òî÷êè
(êîãàòî ïîñëåäíèòå ñúùåñòâóâàò) íå çàâèñÿò îò ñòîéíîñòòà íà ïàðàìåòú-
ðà K. Òîãàâà ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå K êàòî áèôóðêàöèîíåí ïàðàìåòúð.
Â òàçè âðúçêà ùå íàïðàâèì ñëåäíèòå íàáëþäåíèÿ.

Çàáåëåæêà 7. Îò ïðåäõîäíèòå òâúðäåíèÿ ñëåäâà, ÷å ïðè K = N1 èëè
K = N2 âúçíèêâà òðàíñêðèòè÷íà áèôóðêàöèÿ íà ðàâíîâåñíèòå òî÷êè â
EK , âîäåùà äî ïîÿâàòà ñúîòâåòíî íà E1 è E2 è ïðîìÿíà íà óñòîé÷èâîñòòà
íà EK .

Çàáåëåæêà 8. Íåêà ñúùåñòâóâà âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà E1 =
(N1, P1) íà ìîäåëà (3.2) è K = 2N1+b (èëè, êîåòî å ñúùîòî, N1 = Nc, âæ.
(3.5)). Òîãàâà ñëåäàòà τ(E1) íà ìàòðèöàòà íà ßêîáè J(E1) ñòàâà ðàâíà
íà íóëà, ò.å.

τ(E1) =
rN1

K(b+N1)
(K − b− 2N1) = 0

è ñëåäîâàòåëíî J(E1) èìà äâîéêà ñïðåãíàòè ÷èñòî èìàãèíåðíè ñîáñòâåíè
ñòîéíîñòè. Îñâåí òîâà

dτ(E1)

dK
=

rN1

K(b+N1)

(
− 1

K
(K − b− 2N1) + 1

)
=

rN1

K(b+N1)
· b+ 2N1

K
.
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Çà K = 2N1 + b èìàìå

dτ(E1)

dK

∣∣∣∣
K=2N1+b

=
rN1

(2N1 + b)(N1 + b)
> 0.

Ïîñëåäíîòî îçíà÷àâà, ÷å ìîæåì äà î÷àêâàìå ñúùåñòâóâàíåòî íà êîíñòàí-
òà ε > 0 òàêàâà, ÷å, àêî 2N1 + b < K < 2N1 + b + 2ε (èëè, åêâèâàëåíòíî,
êîãàòî Nc − ε < N1 < Nc), òî ½ñå ïîÿâÿâà� óñòîé÷èâ ãðàíè÷åí öèêúë
(âæ. èíôîðìàöèÿòà çà áèôóðêàöèÿ íà Õîïô â Ïðèëîæåíèåòî). Êàêòî
âïîñëåäñòâèå ùå äîêàæåì (âæ. Òåîðåìà 8), òîâà äåéñòâèòåëíî å òàêà.

Âçåìàéêè ïðåäâèä Òâúðäåíèå 12, ñè ñòðóâà äà èçñëåäâàìå äèíàìèêà-
òà íà ñèñòåìàòà ïðè ãðàíè÷íàòà ñòîéíîñò íà ïàðàìåòúðà η = E ′(N0).

Òâúðäåíèå 16. Íåêà η = E ′(N0) è ñà â ñèëà N0 = Nc < K. Òîãàâà â
Eb = (N0, P0), êúäåòî P0 = r

aK
(b+N0)(K −N0), âúçíèêâà áèôóðêàöèÿ íà

Áîãäàíîâ�Òàêåíñ.

Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà èäåè, èçëîæåíè â Òåîðåìà 4 â
[73].

Íåïîñðåäñòâåíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å ïðè ãîðíèòå ïðåäïîëîæåíèÿ ìàòðè-
öàòà íà ßêîáè J(Eb) èìà äâå íóëåâè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè:

J(Eb) =

(
0 −F (N0)
0 0

)
.

Êîîðäèíàòíàòà ñìÿíà X1 = N − N0, Y1 = P − P0 òðàíñëèðà òî÷êàòà
Eb â íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà (0, 0), êàòî òàêà ïîëó÷àâàìå
ñèñòåìàòà

Ẋ1 = r(X1 +N0)

(
1− X1 +N0

K

)
−F (X1 +N0)(Y1 + P0),

Ẏ1 = (E (X1 +N0)− η(X1 +N0))(Y1 + P0).

Ðàçâèâàéêè â Òåéëúðîâ ðåä îêîëî òî÷êàòà (0, 0) ôóíêöèèòå â äåñíèòå
ñòðàíè, ïîëó÷àâàìå

Ẋ1 = −F (N0)Y1 +
r

K

(
−1 +

b(K −N0)

(b+N0)2

)
X2

1 −
ab

(b+N0)2
X1Y1

+O(|(X1, Y1)|3),

Ẏ1 =
1

2
E ′′(N0)P0X

2
1 +O(|(X1, Y1)|3).
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Â ãîðíàòà ñèñòåìà O(|(X1, Y1)|3) îçíà÷àâà ãëàäêè ôóíêöèè, ñúäúðæàùè
÷ëåíîâå îò ðåä, íå ïî-íèñúê îò 3 ïî îòíîøåíèå íà X1 è Y1. Ïðàâåéêè
ñëåäíàòà êîîðäèíàòíà ñìÿíà:

X2 = X1,

Y2 = −F (N0)Y1 +
r

K

(
−1 +

b(K −N0)

(b+N0)2

)
X2

1 −
ab

(b+N0)2
X1Y1

+O(|(X1, Y1)|3),

ïîñëåäíàòà ñèñòåìà ñå ïðåîáðàçóâà äî

Ẋ2 = Y2 +O(|(X2, Y2)|3),

Ẏ2 = −1

2
F (N0)E

′′(N0)P0X
2
2 +

2r

K

(
−1 +

b(K −N0)

(b+N0)2

)
X2Y2

+
b

N0(b+N0)
Y 2
2 +O(|(X2, Y2)|3).

Äà îçíà÷èì

a1 = −1

2
F (N0)E

′′(N0)P0 > 0,

a2 =
2r

K

(
−1 +

b(K −N0)

(b+N0)2

)
=

2r

K
(1 + b)(K − b) > 0, (3.6)

a3 =
b

N0(b+N0)
> 0.

Ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî â (3.6) ñëåäâà îò çàìåñòâàíåòî N0 = Nc =
K − b

2
è îò K > b.

Ïîëó÷àâàìå

Ẋ2 = Y2 +O(|X2, Y2|3),
Ẏ2 = a1X

2
2 + a2X2Y2 + a3Y

2
2 +O(|(X2, Y2)|3).

(3.7)

Èçâúðøâàéêè òðàíñôîðìàöèÿòà dt = (1 − a3X2)dτ è çà ïðîñòîòà çà-
ìåñòâàéêè τ ñ t, îò (3.7) ïîëó÷àâàìå

Ẋ2 = (1− a3X2)Y2 +O(|X2, Y2|3),

Ẏ2 = (1− a3X2)(a1X
2
2 + a2X2Y2 + a3Y

2
2 ) +O(|(X2, Y2)|3).

(3.8)
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Íàêðàÿ ïîëàãàìå X3 = X2, Y3 = (1−a3X2)Y2 è ñëåä çàìåñòâàíå â (3.8)
ïîëó÷àâàìå ïðåäñòàâÿíåòî

Ẋ3 = Y3,

Ẏ3 = a1X
2
3 + a2X3Y3,

(3.9)

â êîåòî ñìå èçïóñíàëè ÷ëåíîâåòå îò ïî-âèñîê ïîðÿäúê O(|(X3, Y3)|3). Òúé
êàòî a1 6= 0 è a2 6= 0, ñèñòåìàòà (3.9) å íåïúëíà íîðìàëíà ôîðìà íà
áèôóðêàöèÿ íà Áîãäàíîâ-Òàêåíñ íà ðàâíîâåñíàòà òî÷êà Eb. Íàèñòèíà,
åäíà îò èçâåñòíèòå íîðìàëíè ôîðìè íà áèôóðêàöèÿ íà Áîãäàíîâ-Òàêåíñ
íà ðàâíîâåñíà òî÷êà (0, 0) èìà âèäà

Ẋ3 = Y3,

Ẏ3 = β1 + β2X3 + β3X
2
3 + β4X3Y3,

âæ. Ïðèëîæåíèåòî. Â íàøèÿ ñëó÷àé îò âòîðîòî óðàâíåíèå íà (3.9) å ÿñíî,
÷å β1 = β2 = 0, β3 = a1 6= 0 è β4 = a2 6= 0. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 8.4 îò [47]
ðàâíîâåñíàòà òî÷êà Eb å ðîãîâà (èëè èìàìå ðîãîâèäíà áèôóðêàöèÿ ñ êî-
ðàçìåðíîñò 2). Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñëèâàíåòî íà äâåòå ðàâíîâåñíè òî÷êè Eb
è Ec âîäè äî ïîÿâàòà íà äâå íîâè ðàâíîâåñíè òî÷êè E1 è E2 íà ìîäåëà.

3.2.4 Ãëîáàëíî ïîâåäåíèå íà ðåøåíèÿòà

Íóëà èëè åäíà âúòðåøíà ðàâíîâåñíà òî÷êà

Òåîðåìà 7. Àêî ñèñòåìàòà (3.2) íÿìà âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè,
òîãàâà ãðàíè÷íîòî ðàâíîâåñèå EK å ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷è-
âî.

Äîêàçàòåëñòâî. Òúé êàòî (3.2) íÿìà âúòðåøíè ðàâíîâåñèÿ, ñëåäâà, ÷å
ηN > E (N) çà âñÿêî N ∈ [0, K]. Íåêà 0 > m := maxN∈[0,K](E (N) − ηN).
Òîãàâà å èçïúëíåíî

dP

dt
≤ mP =⇒ P (t)→ 0 ïðè t→∞.

Ñëåäîâàòåëíî àñèìïòîòè÷íîòî ïîâåäåíèå íà òðàåêòîðèèòå íà (3.2) ñå
îïðåäåëÿ îò ïîâåäåíèåòî âúðõó ïîëîæèòåëíî èíâàðèàíòíîòî ìíîæåñò-
âî {(N,P ) : N > 0, P = 0} è EK å ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà
ðàâíîâåñíà òî÷êà.

Òåîðåìà 8. Àêî ñèñòåìàòà (3.2) èìà òî÷íî åäíà âúòðåøíà ðàâíîâåñíà
òî÷êà, E1 = (N1, P1), êîÿòî å íåóñòîé÷èâà, ò.å. N1 < Nc = (K − b)/2,
K > b, òîãàâà ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî íà âñÿêà òðàåêòîðèÿ å ïåðèî-
äè÷íà îðáèòà.
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Äîêàçàòåëñòâî. Àêî äîïóñíåì, ÷å E0 = (0, 0) å â ω-ãðàíè÷íîòî ìíî-
æåñòâî íà íÿêîÿ îðáèòà γ, òî îò Ëåìàòà íà Butler�McGehee ñëåäâà, ÷å
ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî èìà íåïðàçíî è íåòðèâèàëíî ñå÷åíèå ñ óñòîé-
÷èâîòî ìíîãîîáðàçèå íà E0, ò.å. ñ S = {(N,P ) : N = 0, P ≥ 0}. Îò èíâà-
ðèàíòíîñòòà íà ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî ñëåäâà, ÷å òî ñúäúðæà öÿëîòî
ìíîæåñòâî S, ò.å. ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî å íåîãðàíè÷åíî, êîåòî å íå-
âúçìîæíî è ñëåäîâàòåëíî E0 íå ìîæå äà áúäå â ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî
íà íèòî åäíà òðàåêòîðèÿ.

Àíàëîãè÷íî, àêî äîïóñíåì, ÷å EK å â ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî íà
íÿêîÿ òðàåêòîðèÿ, èçïîëçâàéêè ôàêòà, ÷å ïîñëåäíîòî å çàòâîðåíî, òî
òðÿáâà äà ñúäúðæà åäíî îò ñëåäíèòå äâå ìíîæåñòâà:

S1 = {(N,P ) : N > K,P = 0} èëè S2 = {(N,P ) : 0 ≤ N < K,P = 0}.

Ïúðâîòî îáà÷å å íåîãðàíè÷åíî, à âòîðîòî ñúäúðæà òî÷êàòà E0, êîÿòî
íå ìîæå äà áúäå â ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî íà íèòî åäíà òðàåêòîðèÿ.
Î÷åâèäíî ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî íå ìîæå äà ñå ñúñòîè ñàìî îò òî÷êàòà
E1, òúé êàòî òÿ å íåóñòîé÷èâà, è îò òåîðåìàòà íà Poincar�e�Bendixson
ñëåäâà, ÷å ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî íà âñÿêà òðàåêòîðèÿ å ïåðèîäè÷íà
îðáèòà.

Òåîðåìà 9. Àêî ñèñòåìàòà (3.2) èìà òî÷íî åäíà âúòðåøíà ðàâíîâåñíà
òî÷êà, E1 = (N1, P1), êîÿòî å àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà, ò.å. N1 >
Nc = (K − b)/2, òîãàâà E1 å ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå ïîñòðîèì ôóíêöèÿ íà Ëÿïóíîâ çà ñèñòåìàòà (3.2),
èçïîëçâàéêè èäåè, ïðåäëîæåíè â [7] è [14]. Íåêà äåôèíèðàìå

V (N,P ) := P θ

∫ N

N1

E (ξ)− ηξ
F (ξ)

dξ +

∫ P

P1

λθ−1(λ− P1)dλ,

êúäåòî θ å ïàðàìåòúð, êîéòî ñëåäâà äà áúäå îïðåäåëåí.
Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å

V (N1, P1) = 0

è
V (N,P ) > 0 çà âñÿêî K > N > 0, P > 0, (N,P ) 6= (N1, P1).

Íåêà ñ∇V (N,P ) îçíà÷èì ãðàäèåíòà íà ôóíêöèÿòà V â òî÷êàòà (N,P ).
Òîãàâà ïðîèçâîäíàòà íà V (N,P ) ïî íàïðàâëåíèå íà òðàåêòîðèèòå íà (3.2)
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å

V̇ = ∇V (N,P ) ·
(
dN

dt
,
dP

dt

)
= P θE (N)− ηN

F (N)

[
rN

(
1− N

K

)
−F (N)P

]
+ P θ(P − P1)(E (N)− ηN) + θP θ(E (N)− ηN)

∫ N

N1

E (ξ)− ηξ
F (ξ)

dξ

= P θE (N)− ηN
F (N)

[
rN

(
1− N

K

)
−F (N)P1

]
+ θP θ(E (N)− ηN)

∫ N

N1

E (ξ)− ηξ
F (ξ)

dξ

= P θ(E (N)− ηN)

[
rN
(
1− N

K

)
F (N)

− P1 + θ

∫ N

N1

E (ξ)− ηξ
F (ξ)

dξ

]

= P θ(E (N)− ηN)

[
r
(
1− N

K

)
(b+N)

a
−
r
(
1− N1

K

)
(b+N1)

a

+θ

∫ N

N1

E (ξ)− ηξ
F (ξ)

dξ

]
.

Èñêàìå äà èçáåðåì θ òàêà, ÷å V̇ äà å îòðèöàòåëíà çà N 6= N1.
Ïúðâî, íåêà å â ñèëà K ≥ N > N1. Òîãàâà èìàìå E (N)− ηN > 0 è θ

òðÿáâà äà óäîâëåòâîðÿâà

θ <
r
a

[(
1− N1

K

)
(b+N1)−

(
1− N

K

)
(b+N)

]∫ N
N1

E (ξ)−ηξ
F (ξ)

dξ
, ∀N ∈ (N1, K]. (3.10)

×èñëèòåëÿò íà ïîñëåäíîòî å ïîëîæèòåëåí çà âñÿêî N > N1, òúé êàòî
N1 > Nc = (K − b)/2, âæ. Ôèã. 3.4.

Àêî å èçïúëíåíî 0 < N < N1, òîãàâà E (N)− ηN < 0 è èñêàìå

θ >
r
a

[(
1− N1

K

)
(b+N1)−

(
1− N

K

)
(b+N)

]∫ N
N1

E (ξ)−ηξ
F (ξ)

dξ
, ∀N ∈ (0, N1).

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å äÿñíàòà ñòðàíà íà ïîñëåäíîòî å íåïîëîæèòåëíà çà
N ∈ [K − b−N1, N1), âæ. Ôèã. 3.4. Ñëåäîâàòåëíî å äîñòàòú÷íî äà íàìå-
ðèì ïîëîæèòåëíî θ òàêîâà, ÷å äà å èçïúëíåíî (3.10), êàêòî è ñëåäíîòî
óñëîâèå:

θ >
r
a

[(
1− N1

K

)
(b+N1)−

(
1− N

K

)
(b+N)

]∫ N
N1

E (ξ)−ηξ
F (ξ)

dξ
, ∀N ∈ (0, K − b−N1).
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-b KK - b - N1 N1(K - b) / 2

Ôèãóðà 3.4: Ãðàôèêà íà f(N) = (1−N/K)(b+N).

Íåêà âúâåäåì îçíà÷åíèåòî

W (N) :=

(
1− N1

K

)
(b+N1)−

(
1− N

K

)
(b+N)∫ N

N1

E (ξ)−ηξ
F (ξ)

dξ
.

Îñòàâà äà ñå äîêàæå, ÷å

max
0<N<K−b−N1

W (N) < min
N1<N<K

W (N). (3.11)

Èçïîëçâàéêè óñëîâèÿ (B) è (D), çà N > N1 ïîëó÷àâàìå

W (N) >

(
1− N1

K

)
(b+N1)−

(
1− N

K

)
(b+N)∫ N

N1

CF (ξ)−D1−ηξ
F (ξ)

dξ
=: W (N),

à çà N < K − b−N1 èìàìå

W (N) < W (N).

Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâàò ñëåäíèòå ñâîéñòâà íà W (N):

W (0) = 0,W (K − b−N1) = 0, lim
N→N+

1

= +∞, lim
N→N−

1

= −∞.

Òîãàâà, àêî äîêàæåì, ÷å

max
0<N<K−b−N1

W (N) ≤ min
N1<N≤K

W (N),

å ÿñíî, ÷å ìîæå äà áúäå íàìåðåíà ïîäõîäÿùà ñòîéíîñò çà θ.
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Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî. Òîãàâà, âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å W (K − b −
N1) = 0, ñúùåñòâóâà β > 0 òàêîâà, ÷å W (N) = β èìà ïîíå òðè ðàçëè÷íè
êîðåíà â èíòåðâàëà [0, K] è ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà

W (N) =

(
1− N1

K

)
(b+N1)−

(
1− N

K

)
(b+N)−β

∫ N

N1

CF (ξ)−D1 − ηξ
F (ξ)

dξ

èìà ïîíå ÷åòèðè ðàçëè÷íè êîðåíà â [0, K]. Îò Òåîðåìàòà íà Ðîë ñëåäâà,

÷å W
′′′

(N) èìà ïîíå åäèí êîðåí â èíòåðâàëà [0, K]. Ñëåä íÿêîè ïðåîáðà-
çîâàíèÿ, ïîëó÷àâàìå

W
′′′

(N) =
2βD1b

aN3
> 0,

êîåòî å â ÿâíî ïðîòèâîðå÷èå ñ ïîñëåäíîòî òâúðäåíèå. Ñ òîâà, êàòî ïðè-
ëîæèì Ïðèíöèïà íà LaSalle, òåîðåìàòà å äîêàçàíà.

Äâå âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè

Íåêà Ei = (Ni, Pi), i = 1, 2, N1 < N2, ñà äâå âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè
íà (3.2). Çà äà èçñëåäâàìå äèíàìèêàòà íà ñèñòåìàòà â òîçè ñëó÷àé, ïúðâî
ùå èçñëåäâàìå ñòðóêòóðàòà íà íóëåâèòå èçîêëèíè íà (3.2).

Íåòðèâèàëíàòà íóëåâà èçîêëèíà, îïðåäåëåíà îò ïúðâîòî óðàâíåíèå, å
ïàðàáîëàòà

P =
r

a

(
1− N

K

)
(b+N).

Î÷åâèäíî Nc å âúðõúò íà ïàðàáîëàòà P = P (N), êúäåòî òÿ äîñòèãà ñâîÿ
ìàêñèìóì. Íåòðèâèàëíèòå íóëåâè èçîêëèíè, îïðåäåëåíè îò âòîðîòî óðàâ-
íåíèå, ñà N = Ni, i = 1, 2.

Òîãàâà íóëåâèòå èçîêëèíè ðàçäåëÿò ïîëîæèòåëíèÿ êâàäðàíò íà øåñò
îáëàñòè, êîèòî ùå îçíà÷èì ñ I, II, . . ., VI, êàêòî å ïîêàçàíî íà Ôèã. 3.5.

Ïúðâî ùå èçñëåäâàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷-
êà E1 = (N1, P1) å ëîêàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà, ò.å. êîãàòî
N1 > Nc, âæ. Çàáåëåæêà 6(â).

Òîãàâà óñòîé÷èâîòî ìíîãîîáðàçèå íà ñåäëîâàòà òî÷êà E2 ðàçäåëÿ ïî-
ëîæèòåëíèÿ êâàäðàíò íà äâå íåñâúðçàíè èíâàðèàíòíè ìíîæåñòâà Ωin è
Ωout. Äåôèíèðàìå Ωin äà áúäå ìíîæåñòâîòî, ñúäúðæàùî E1, âæ. Ôèã. 3.5.
Äà îçíà÷èì óñòîé÷èâîòî ìíîãîîáðàçèå íà E2 ñ W

S(E2).

Òåîðåìà 10. Íåêà ðàâíîâåñíàòà òî÷êà E1 å àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà,
ò.å. N1 > Nc. Òîãàâà çà âñÿêà òðàåêòîðèÿ γ(t) ñ íà÷àëíî óñëîâèå â Ωin

å èçïúëíåíî γ(t)→ E1 ïðè t→∞.
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Ωin

Ωout

E1 E2

N1 N2

N

P

K

IIIIII

IV V VI

Ôèãóðà 3.5: Íóëåâè èçîêëèíè íà ìîäåëà (3.2) â ñëó÷àÿ íà åäíà óñòîé÷èâà
âúòðåøíà ðàâíîâåñíà òî÷êà è âúòðåøíà ðàâíîâåñíà òî÷êà îò òèï ñåäëî;
ïðåêúñíàòàòà ëèíèÿ ðàçäåëÿ ïîëîæèòåëíèÿ êâàäðàíò íà äâå íåñâúðçàíè
ìíîæåñòâà � Ωin è Ωout.

Äîêàçàòåëñòâî. Òúé êàòî â îáëàñòòà I (ñúãëàñíî îçíà÷åíèÿòà íà Ôèã. 3.5)
íå ñúùåñòâóâàò ðàâíîâåñíè òî÷êè, òî âñè÷êè òðàåêòîðèè ñ íà÷àëíè óñ-
ëîâèÿ â Ωin âëèçàò â ìíîæåñòâîòî Ωin := {(N,P ) ∈ Ωin : N ≤ N2}.
Ïîñëåäíîòî å ïîëîæèòåëíî èíâàðèàíòíî ìíîæåñòâî çà (3.2), òúé êàòî
âåêòîðíîòî ïîëå ïî ãðàíèöàòà ñ îáëàñòòà I ñî÷è êúì âúòðåøíîñòòà íà
Ωin. Ñåãà, ïîäîáíî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 9, ìîæå äà ñå ïîêàæå,
÷å V (N,P ) (äåôèíèðàíà ïî ñúùèÿ íà÷èí, êàêòî â ïîñî÷åíîòî äîêàçàòåë-
ñòâî) å ôóíêöèÿ íà Ëÿïóíîâ çà (3.2) â Ωin. Òàêà ïîëó÷èõìå òâúðäåíèåòî
íà òåîðåìàòà.

Â ÷àñòíèÿ ñëó÷àé, êîãàòî Nc < 0, èëè åêâèâàëåíòíî K < b, ãîðíàòà
Òåîðåìà 10 ìîæå äà ñå äîêàæå è èçïîëçâàéêè êðèòåðèÿ íà Dulac.

Ñëåäñòâèå 3. Íåêà Nc < 0 è ðàâíîâåñíàòà òî÷êà E1 = (N1, P1) å àñèì-
ïòîòè÷íî óñòîé÷èâà, ò.å N1 > Nc. Òîãàâà âñÿêà òðàåêòîðèÿ γ(t), èìà-
ùà íà÷àëíî óñëîâèå â Ωin, ñõîæäà êúì E1, ò.å. γ(t) → E1 ïðè t → ∞.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå èçïîëçâàìå êðèòåðèÿ íà Dulac, çà äà èçêëþ÷èì
ñúùåñòâóâàíåòî íà ïåðèîäè÷íè ðåøåíèÿ. Íåêà îçíà÷èì ñ G1(N,P ) è
G2(N,P ) äåñíèòå ñòðàíè â ìîäåëà (3.2) è íåêà G(N,P ) = (G1(N,P ),

G2(N,P )). Íåêà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà
1

F (N)P
G(N,P ). Òîãàâà äèâåð-
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ãåíöèÿòà div

(
1

F (N)P
G(N,P )

)
ìîæå äà áúäå ëåñíî ïðåñìåòíàòà:

div

(
1

F (N)P
G(N,P )

)
=

∂

∂N

(
rN(1− N

K
)

F (N)P
− 1

)
+

∂

∂P

(
E (N)− η

F (N)

)
=

r

aKP

∂

∂N
((K −N)(b+N))

=
r

aKP
(K − b− 2N) < 0.

Ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî ñëåäâà îò ôàêòà, ÷å N(t) > 0 çà âñÿêî t > 0.

Òåîðåìà 11. Íåêà ðàâíîâåñíàòà òî÷êà E1 å àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà,
ò.å. N1 > Nc. Òîãàâà çà âñÿêà òðàåêòîðèÿ γ(t), èìàùà íà÷àëíî óñëîâèå
â Ωout, å èçïúëíåíî γ → EK ïðè t→∞.

Äîêàçàòåëñòâî. Òúé êàòî ðåøåíèÿòà íà (3.2) ñà ðàâíîìåðíî îãðàíè÷å-
íè è íå ñúùåñòâóâàò ðàâíîâåñíè òî÷êè â Ωout, âçåìàéêè ïðåäâèä ñòðóê-
òóðàòà íà âåêòîðíîòî ïîëå (âæ. Ôèã. 3.5), âñè÷êè òðàåêòîðèè, âîäåùè
íà÷àëîòî ñè â Ωout, â êðàéíà ñìåòêà âëèçàò â îáëàñòòà VI.

Âåêòîðíîòî ïîëå ïî ãðàíèöàòà íà îáëàñòòà VI ñî÷è êúì âúòðåøíîñòòà
�è (âæ. Ôèã. 3.5), è ñëåäîâàòåëíî îáëàñòòà VI å ïîëîæèòåëíî èíâàðèàíò-
íî ìíîæåñòâî çà ñèñòåìàòà (3.2). Â íåÿ íÿìà âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷-
êè, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å íå ñúùåñòâóâàò è ïåðèîäè÷íè îðáèòè. Òîãàâà îò
Òåîðåìàòà íà Poincar�e�Bendixson ñëåäâà, ÷å âñÿêà òðàåêòîðèÿ ñ íà÷àëíî
óñëîâèå â òîâà ìíîæåñòâî êëîíè êúì åäèíñòâåíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà EK .
Òîâà çàâúðøâà äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà.

Ñåãà ùå èçñëåäâàìå àñèìïòîòè÷íîòî ïîâåäåíèå íà ðåøåíèÿòà íà ìî-
äåëà, â ñëó÷àÿ êîãàòî âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà E1 = (N1, P1) å

íåóñòîé÷èâà, ò.å. êîãàòî K > b è N1 < Nc =
K − b

2
.

Íåêà îçíà÷èì íóëåâàòà èçîêëèíà N = N2 ñ n.

Òåîðåìà 12. Íåêà ðàâíîâåñíàòà òî÷êà E1 = (N1, P1) å íåóñòîé÷èâà,
ò.å. ñà â ñèëà K > b è N1 < Nc. Àêî W S(E2) ∩ n 6= {E2} (ò.å. ñú-
ùåñòâóâà âòîðà ïðåñå÷íà òî÷êà íà W S(E2) è n, âæ. Ôèã. 3.6á), òîãàâà
ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî íà âñÿêà òðàåêòîðèÿ ñ íà÷àëíî óñëîâèå â Ωin

å ïåðèîäè÷íà îðáèòà.

Äîêàçàòåëñòâî. Â òîçè ñëó÷àé ðàâíîâåñíàòà òî÷êà E2 = (N2, P2) å ñåä-
ëî. Íåêà ñ λ îçíà÷èì ïîëîæèòåëíàòà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò íà J(E2),

λ =
1

2
(τ(E2) +

√
∆(E2)), ∆(E2) = (τ(J(E2)))

2 − 4det(J(E2)) > 0.
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Ñîáñòâåíèÿò âåêòîð, ñúîòâåòñòâàù íà λ, å

(p1, p2) = (F (N2), τ(E2)− λ).

Òîãàâà íàêëîíúò k1 íà äîïèðàòåëíàòà êúì íåóñòîé÷èâîòî ìíîãîîáðàçèå

íà E2 å ðàâåí íà k1 =
p2
p1
< 0. Íàêëîíúò m íà äîïèðàòåëíàòà êúì íóëåâà-

òà èçîêëèíà P = P (N) îò (3.3) â òî÷êàòà E2 å ðàâåí íà k2 =
τ(E2)

F (N2)
< 0

è î÷åâèäíî å èçïúëíåíî k1 < k2 < 0. Ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî ãàðàíòè-
ðà, ÷å êëîíúò íà íåóñòîé÷èâîòî ìíîãîîáðàçèå íà E2 ñ P > P2 ëåæè íàä
íóëåâàòà èçîêëèíà P = P (N).

Ñëåäâàéêè íÿêîè èäåè, ïîäîáíè íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 5.1 â
[68], äèðåêòíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å êîãàòî îðáèòàòà íà íåóñòîé÷èâîòî ìíî-
ãîîáðàçèå íà E2 íàïóñêà E2, òÿ îáõîæäà ïîñëåäîâàòåëíî îáëàñòèòå II,
III, ïðåñè÷àéêè íóëåâàòà èçîêëèíà N = N1 íàä E1, ñëåä êîåòî ïîïàäà â
îáëàñòè IV è V (âæ. âåêòîðíîòî ïîëå íà Ôèãóðà 3.6b), îñòàâàéêè â Ωin

è íàêðàÿ ïðåñè÷à íóëåâàòà èçîêëèíà P = P (N) â íÿêîÿ òî÷êà, íåêà ÿ
îçíà÷èì ñ Q = (NQ, PQ), òàêà ÷å NQ < N2. Äà îçíà÷èì ñ G êðèâàòà,
ñúñòîÿùà ñå îò îðáèòàòà îò íåóñòîé÷èâîòî ìíîãîîáðàçèå íà E2 è ÷àñòòà
îò íóëåâàòà èçîêëèíà P = P (N) ìåæäó NQ è N2 è íåêà Gin å �âúòðåø-
íîñòòà íà G�. Èìàìå, ÷å Gin å êîìïàêòíî è ïîëîæèòåëíî èíâàðèàíòíî;
îñâåí òîâà òî ñúäúðæà ñàìî åäíà ðàâíîâåñíà òî÷êà E1. Îò Òåîðåìàòà íà
Poincar�e-Bendixson ñëåäâà, ÷å ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî íà âñÿêà òðàåêòî-
ðèÿ ñ íà÷àëíî óñëîâèå â Gin, êîÿòî å ðàçëè÷íà îò E1, å ïåðèîäè÷íà îðáèòà
â Gin. Íàêðàÿ, îò äèñèïàòèâíîñòòà íà (3.2) ñëåäâà, ÷å âñÿêà òðàåêòîðèÿ
íà ñèñòåìàòà, çàïî÷âàùà â Ωin, âëèçà â Gin. Òîâà çàâúðøâà äîêàçàòåëñ-
òâîòî íà òåîðåìàòà.

Òåîðåìà 13. Àêî ðàâíîâåñíàòà òî÷êà E1 å àñèìïòîòè÷íî íåóñòîé÷èâà
(ò.å. K > b è N1 < Nc) è àêî W

S(E2)∩n 6= {E2} (âæ. Ôèã. 3.6á), òîãàâà
âñÿêà òðàåêòîðèÿ íà (3.2), ñ íà÷àëíî óñëîâèå â Ωout, ñõîæäà êúì EK.

Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà ñúùèòå èäåè êàòî äîêàçàòåëñ-
òâîòî íà Òåîðåìà 11.

Ñëó÷àÿò, êîãàòîW S(E2)∩n = {E2}, å ïðåäñòàâåí ãðàôè÷íî íà Ôèã. 3.6à.
Óñòîé÷èâîòî ìíîãîîáðàçèå íà E2 íå îïðåäåëÿ ïîëîæèòåëíî èíâàðèàíòíî
ìíîæåñòâî è âñè÷êè òðàåêòîðèè êëîíÿò êúì EK .

Ïîâå÷å îò äâå âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè

Ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å êîãàòî ñúùåñòâóâàò ïîâå÷å îò äâå âúòðåøíè
ðàâíîâåñíè òî÷êè, èìà ìíîãî âúçìîæíîñòè çà äèíàìèêàòà íà ñèñòåìà-
òà (3.2). Ùå êîìåíòèðàìå òåçè âúçìîæíîñòè íà áàçàòà íà íÿêîè ÷èñëåíè
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ïðèìåðè â ñëåäâàùèÿ ïàðàãðàô, òúé êàòî ðàçñúæäåíèÿòà, îáóñëàâÿùè
àíàëèòè÷íîòî èçñëåäâàíå, òðÿáâà ãëàâíî äà êîïèðàò êàçàíîòî äîòóê.

E1

E2

II IIII

IV V VI

N1 N2

N

P

(à) Óñòîé÷èâîòî ìíîãîîáðàçèå íà

E2 íå ïðåñè÷à N = N2 âòîðè ïúò.

E2

E1

I
III

II

IV V VI

N1 N2

N

P

(á) Óñòî÷éèâîòî ìíîãîîáðàçèå íà

E2 ïðåñè÷à N = N2 âòîðè ïúò.

Ôèãóðà 3.6: Íóëåâè èçîêëèíè çà ìîäåëà (3.2) â ñëó÷àÿ íà äâå íåóñòîé-
÷èâè âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè; ïëúòíàòà ïðåêúñíàòà ëèíèÿ îçíà÷àâà
óñòîé÷èâîòî ìíîãîîáðàçèå íà ñåäëîâàòà òî÷êà E2.

3.2.5 ×èñëåíè ïðèìåðè

Â òîçè ïàðàãðàô ùå ïðèâåäåì ÷èñëåíè ïðèìåðè, èëþñòðèðàùè ïîâåäå-
íèåòî íà ðåøåíèÿòà. Çà êîíêðåòíèÿ âèä íà B(F ) è D(F ), â ÷èñëåíèòå
ñèìóëàöèè îòíîâî, êàêòî è â Ãëàâà 2, ùå ñëåäâàìå [74] è ùå äåôèíèðàìå

B(F ) =


0, 0 ≤ F ≤ A1,

β cos2
[
π
2

(
1 + F−A1

A2−A1

)}
, A1 ≤ F ≤ A2,

β, F ≥ A2,

è

D(F ) =


D2, 0 ≤ F ≤ θ1,

D1 + (D2 −D1) cos2
[
π
2
· F−θ1
θ2−θ1

]
, θ1 ≤ F ≤ θ2,

D1, F ≥ θ2,

êúäåòî âñè÷êè ïàðàìåòðè ñà ïîëîæèòåëíè è îñâåí òîâà A1 < A2, θ1 < θ2
è D1 < D2, âæ. Ôèã. 3.7.

Çà ÷èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè å èçïîëçâàíà âãðàäåíàòà ôóíêöèÿNDSolve
â ñèñòåìàòà çà êîìïþòúðíà àëãåáðà Wolfram Mathematica.
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Ôèãóðà 3.7: Îáîáùåíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ è ñìúðòíîñò

Íóëà èëè åäíà âúòðåøíà ðàâíîâåñíà òî÷êà

Â ÷èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè â íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô ùå èçïîëçâàìå ñëåä-
íèòå ñòîéíîñòè çà ïàðàìåòðèòå âúâ ôóíêöèèòå íà ðàñòåæ è ñìúðòíîñò:

β = 3, A1 = θ1 = 2, A2 = θ2 = 5, D1 = 0.1, D2 = 1.5. (3.12)

Â òîçè ñëó÷àé ôóíêöèÿòà E (N) èìà åäíà èíôëåêñíà òî÷êà.

Ïðèìåð 1. Ïúðâî ùå èëþñòðèðàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî ìîäåëúò (3.2) íÿìà
âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè. Èçáèðàìå ñëåäíèòå ñòîéíîñòè çà ïàðàìåò-
ðèòå â ìîäåëà: r = 3, a = 5, b = 1, K = 6. Çà òåçè ñòîéíîñòè òî÷êàòà N0,
äåôèíèðàíà â Òâúðäåíèå 12, å ïðèáëèçèòåëíî ðàâíà íà 3.7662. Òîãàâà
E ′(N0) ≈ 0.4516. Íåêà η = 1 > E ′(N0). Âñè÷êè òðàåêòîðèè êëîíÿò êúì
ãðàíè÷íàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà EK , âæ. Ôèã. 3.8.

æ æ
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1.0
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P

Ôèãóðà 3.8: Ïðèìåð 1. Àêî ìîäåëúò (3.2) íÿìà âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷-
êè, òîãàâà ãðàíè÷íîòî ðàâíîâåñèå EK = (K, 0) å ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî
óñòîé÷èâî.
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Ïðèìåð 2. Ñëåäâàùèÿò ïðèìåð å çà ñëó÷àÿ, êîãàòî ìîäåëúò (3.2) èìà
åäíà âúòðåøíà ðàâíîâåñíà òî÷êà. Íåêà âñè÷êè ïàðàìåòðè â ìîäåëà, îñâåí
η, ñà ñúùèòå êàòî â Ïðèìåð 1. Íåêà η = 0.3 < E ′(N0). Çà òåçè ñòîéíîñòè
çà ñëåäàòà å â ñèëà τ(E1) ≈ 0.431 > 0 è ñëåäîâàòåëíî âúòðåøíàòà ðàâíî-
âåñíà òî÷êà E1 å íåóñòîé÷èâà è âñè÷êè òðàåêòîðèè ñà ïåðèîäè÷íè, âæ.
Ôèã. 3.9à.

æ æ

æ

1 2 3 4 5 6
N

0.5

1.0

1.5

2.0

P

(à) Ïðèìåð 2. E1 å íåóñòîé÷èâà; ïå-

ðèîäè÷íè îðáèòè

æ æ

æ
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N
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1.0

1.2

P

(á) Ïðèìåð 3. E1 å ãëîáàëíî óñòîé-

÷èâà

Ôèãóðà 3.9: Äèíàìèêà íà ñèñòåìàòà (3.2) â ñëó÷àÿ íà åäíà âúòðåøíà
ðàâíîâåñíà òî÷êà E1.

Ïðèìåð 3. Ñëåäâàùèÿò ïðèìåð å çà ñëó÷àÿ, êîãàòî ìîäåëúò (3.2) èìà
åäíà àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà âúòðåøíà ðàâíîâåñíà òî÷êà, E1. Íåêà r =
3, a = 6, b = 4, K = 6. Òîãàâà N0 ≈ 9.30853 è E ′(N0) ≈ 0.2327. Èçáè-
ðàìå η = 0.15 < E ′(N0). Çà òåçè ñòîéíîñòè å â ñèëà τ(E1) ≈ −2.9285 è
ñëåäîâàòåëíî âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà E1 å ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî
óñòîé÷èâà. Òîçè ñëó÷àé å èëþñòðèðàí íà Ôèã. 3.9á.

Äâå âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè

Òóê îòíîâî ùå èçïîëçâàìå ñòîéíîñòèòå (3.12) çà ïàðàìåòðèòå â ìîäåëà.
Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ôóíêöèÿòà E (N) îòíîâî èìà åäíà èíôëåêñíà òî÷êà.

Ïðèìåð 4. Óâåëè÷àâàéêè ñòîéíîñòòà íà K (ïî îòíîøåíèå íà Ïðèìåð 3)
íà K = 22 è îñòàâÿéêè îñòàíàëèòå ïàðàìåòðè íåïðîìåíåíè, ½ñå ïîÿâÿâà�
îùå åäíà âúòðåøíà ðàâíîâåñíà òî÷êà. Â òîçè ñëó÷àé âúòðåøíèòå ðàâíî-
âåñèÿ ñà E1 = (12, 4.0909) è E2 = (16.5587, 2.778). Òúé êàòî Nc = 9 < 12,
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E1 å óñòîé÷èâà è ñúãëàñíî Òåîðåìà 10 è Òåîðåìà 11, E1 è EK ñà óñòîé-
÷èâè è ñåïàðàòðèñàòà ìåæäó áàñåéíèòå íà ïðèâëè÷àíå íà äâåòå òî÷êè å
óñòîé÷èâîòî ìíîãîîáðàçèå íà ñåäëîâàòà òî÷êà E2, âæ. Ôèã. 3.10à.

Ïðèìåð 5. Óâåëè÷àâàéêè K îùå (â ñðàâíåíèå ñ Ïðèìåð 4) íà K = 31 è
K = 32, E1 ñòàâà íåóñòîé÷èâà. Â ïúðâèÿ ñëó÷àé, K = 31, òðàåêòîðèèòå
ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ â Ωin êëîíÿò êúì ãðàíè÷åí öèêúë. Òåçè, êîèòî èìàò
íà÷àëíè óñëîâèÿ â Ωout êëîíÿò êúì EK ïðè t→∞, âæ. Ôèã. 3.10á.

Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé, K = 32, EK ñòàâà ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé-
÷èâà, âæ. Ôèã. 3.10â.
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(â) Ïðèìåð 5. E1 å

íåóñòîé÷èâà, EK å

ãëîáàëíî óñòîé÷èâà.

Ôèãóðà 3.10: Äèíàìèêà íà ñèñòåìàòà (3.2) â ñëó÷àÿ íà äâå âúòðåøíè
ðàâíîâåñíè òî÷êè E1 è E2.

Ïîâå÷å îò äâå âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè

Â ñëåäâàùèòå ïðèìåðè ðàçãëåæäàìå ñëåäíèòå ñòîéíîñòè çà ïàðàìåòðèòå
â B(F ) è D(F ):

A1 = 1, A2 = 2, θ1 = 1.5, θ2 = 5, β = 5.5, D1 = 0.5, D2 = 4,

è èçáèðàìå η = 1.375. Â òîçè ñëó÷àé, êàêòî ìîæå äà ñå âèäè îò Ôèã. 3.11,
ôóíêöèÿòà E (F ) èìà òðè èíôëåêñíè òî÷êè è ìîäåëúò (3.2) ìîæå äà èìà
äî ÷åòèðè âúòðåøíè ðàâíîâåñèÿ, â çàâèñèìîñò îò ñòîéíîñòòà íà K.
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Ôèãóðà 3.11: Êîãàòî E (F ) èìà òðè èíôëåêñíè òî÷êè, ìîäåëúò (3.2) ìîæå
äà èìà äî ÷åòèðè âúòðåøíè ðàâíîâåñèÿ, â çàâèñèìîñò îò K.

Ïúðâî, êîãàòî âñè÷êè âúòðåøíè ðàâíîâåñèÿ ñ íå÷åòíè èíäåêñè ñà ëî-
êàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâè, òå ñà ãëîáàëíî óñòîé÷èâè â ñâîèòå áà-
ñåéíè íà ïðèâëè÷àíå, îïðåäåëåíè îò óñòîé÷èâèòå ìíîãîîáðàçèÿ íà ñåä-
ëîâèòå òî÷êè. Â òîçè ñëó÷àé âñè÷êè òðàåêòîðèè ñõîæäàò êúì óñòîé÷èâà
ðàâíîâåñíà òî÷êà, êàêòî ùå èëþñòðèðàìå â ñëåäâàùèòå äâà ïðèìåðà.

Ïðèìåð 6. Íåêà r = 3, a = 12, b = 6, K = 3. Â òîçè ñëó÷àé ìîäå-
ëúò (3.2) èìà òðè âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè � E1 = (1.16001, 1.09786),
E2 = (1.26474, 1.05052), E3 = (1.64189, 0.86488). Îò Òâúðäåíèå 15 ìîæå
ëåñíî äà ñå âèäè, ÷å è E1, è E3 ñà ëîêàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâè. Ñå-
ãà, ïîäîáíè ðàçñúæäåíèÿ íà òåçè â ïàðàãðàô 3.2.4 çà âåêòîðíîòî ïîëå,
èçîáðàçåíî íà Ôèã. 3.12à, ìîãàò äà ïîêàæàò, ÷å ñèñòåìàòà (3.2) èìà äâå
óñòîé÷èâè ðàâíîâåñíè òî÷êè � E1 è E3 � è ñåïàðàòðèñàòà å óñòîé÷èâîòî
ìíîãîîáàðçèå íà ñåäëîâàòà òî÷êà E2, âæ. Ôèã. 3.12â.

Ïðèìåð 7. Íåêà r = 3, a = 12, b = 6, K = 5. Â òîçè ñëó÷àé ìîäåëúò
(3.2) èìà ÷åòèðè âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè � E1 = (1.16001, 1.09786),
E2 = (1.26474, 1.05052), E3 = (1.64189, 0.86488) è E4 = (3.44, 0.7363). Îò
Òâúðäåíèå 15 ñëåäâà, ÷å E1 è E3 ñà ëîêàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâè.
Âåêòîðíîòî ïîëå, èçîáðàçåíî íà Ôèã. 3.12á, ïðåäïîëàãà, ÷å ñèñòåìàòà
(3.2) èìà òðè óñòîé÷èâè ðàâíîâåñíè òî÷êè � E1, E3 è ãðàíè÷íîòî ðàâíî-
âåñèå EK . Ñåïàðàòðèñèòå ñà óñòîé÷èâèòå ìíîãîîáðàçèÿ íà E2 è E4, âæ.
Ôèã. 3.12ã.

Êîãàòî ñúùåñòâóâà íåóñòîé÷èâî âúòðåøíî ðàâíîâåñèå ñ íå÷åòåí èí-
äåêñ, ñà âúçìîæíè ìíîãî ðàçëè÷íè äèíàìè÷íè ïîâåäåíèÿ íà ñèñòåìàòà.
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E1

E2

E3

EK

N1 N2 N3

N

P

(à) Ïðèìåð 6. Ñòðóêòóðà íà íóëå-

âèòå èçîêëèíè â ñëó÷àÿ íà òðè âúò-

ðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè.

E1
E2

E3

E4

EK

N1 N2 N3 N4

N

P

(á) Ïðèìåð 7. Ñòðóêòóðà íà íóëå-

âèòå èçîêëèíè â ñëó÷àÿ íà ÷åòèðè

âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè.

(â) Ïðèìåð 6. Òðè âúòðåøíè ðàâ-

íîâåñíè òî÷êè; E1 è E3 ñà ëîêàë-

íî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâè; áèóñ-

òîé÷èâîñò íà ëîêàëíî àñèìïòîò÷è-

íî óñòîé÷èâèòå âúòðåøíè ðàâíîâå-

ñèÿ � ïóíêòèðàíàòà ëèíèÿ ðàçäåëÿ

áàñåéíèòå íà ïðèâëè÷àíå íà E1 è

E3.

(ã) Ïðèìåð 7. ×åòèðè âúòðåøíè

ðàâíîâåñíè òî÷êè; E1 è E3 ñà

ëîêàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâè;

ïðåêúñíàòèòå ëèíèè ðàçäåëÿò

áàñåéíèòå íà ïðèâëè÷àíå íà E1, E3

è EK .

Ôèãóðà 3.12: Äèíàìèêà íà ñèñòåìàòà (3.2) â ñëó÷àèòå íà òðè è ÷åòèðè
âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè.

Ùå èëþñòðèðàìå ãëàâíèòå âúçìîæíîñòè â ñëó÷àÿ íà ÷åòèðè âúòðåøíè
ðàâíîâåñíè òî÷êè. Àêî E1 å íåóñòîé÷èâà, à E3 å ëîêàëíî àñèìïòîòè÷íî
óñòîé÷èâà, òîãàâà ñúùåñòâóâàò äâå âúçìîæíîñòè.

Ïðèìåð 8. Óâåëè÷àâàéêè K ïî îòíîøåíèå íà ïðåäõîäíèÿ ïðèìåð è èç-
áèðàéêè K = 8.3, ðàâíîâåñíàòà òî÷êà E1 ñòàâà íåóñòîé÷èâà è ñå ïîÿâÿâà
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ãðàíè÷åí öèêúë. Â çàâèñèìîñò îò íà÷àëíèòå óñëîâèÿ, òðàåêòîðèèòå êëî-
íÿò êúì ãðàíè÷åí öèêúë, êúì ðàâíîâåñíàòà òî÷êà E3 èëè êúì ãðàíè÷-
íîòî ðàâíîâåñèå EK , âæ. Ôèã. 3.13à è Ôèã. 3.13á.

Ïðèìåð 9. Óâåëè÷àâàéêè îùå K íà K = 9, âñè÷êè òðàåêòîðèè, èìàùè
íà÷àëî âúâ âúòðåøíîñòòà íà ìíîæåñòâîòî, îïðåäåëåíî îò óñòîé÷èâîòî
ìíîãîîáðàçèå íà E4, êëîíÿò êúì E3, êîãàòî t êëîíè êúì áåçêðàéíîñò.
Âñè÷êè îñòàíàëè òðàåêòîðèè êëîíÿò êúì ãðàíè÷íîòî ðàâíîâåñèå EK , âæ.
Ôèã. 3.13â è Ôèã. 3.13ã.

Ïðèìåð 10. Â ñëó÷àÿ íà K = 9.4, ðàâíîâåñíàòà òî÷êà E3 ñòàâà ñú-
ùî íåóñòîé÷èâà è ñå ïîÿâÿâà ãðàíè÷åí öèêúë, êîéòî ÿ çàãðàæäà. Âñè÷êè
òðàåêòîðèè êëîíÿò èëè êúì ãðàíè÷åí öèêúë, èëè êúì ãðàíè÷íîòî ðàâíî-
âåñèå EK , â çàâèñèìîñò îò íà÷àëíèòå óñëîâèÿ, âæ. Ôèã. 3.14à è Ôèã. 3.14á.

Ïðèìåð 11. Íàêðàÿ, óâåëè÷àâàéêè ñòîéíîñòòà íà K íà 10, ãðàíè÷íîòî
ðàâíîâåñèå EK ñòàâà ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâî, âæ. Ôèã. 3.14â.

Ñëó÷àÿò íà òðè âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè ìîæå äà áúäå èçñëåäâàí
ïî ïîäîáåí íà÷èí. Êîãàòî ñòîéíîñòòà íà K ñå óâåëè÷àâà, ñå ïîëó÷àâàò
ñëåäíèòå âúçìîæíè ïîâåäåíèÿ íà ñèñòåìàòà:

• E1 è E3 ñà óñòîé÷èâè; ñúùåñòâóâàò äâà áàñåéíà íà ïðèâëè÷àíèå,
îòãîâàðÿùè íà äâåòå óñòîé÷èâè âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè;

• E1 å íåóñòîé÷èâà, à E3 å óñòîé÷èâà; ïîÿâÿâà ñå ãðàíè÷åí öèêúë
îêîëî E1; òðàåêòîðèèòå êëîíÿò êúì ãðàíè÷íèÿ öèêúë èëè êúì E3;

• E1 å íåóñòîé÷èâà, à E3 å óñòîé÷èâà; âñè÷êè òðàåêòîðèè êëîíÿò êúì
E3 ïðè t→∞;

• E1 è E3 ñà íåóñòîé÷èâè; ïîÿâÿâà ñå óñòîé÷èâ ãðàíè÷åí öèêúë îêîëî
E3.
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(à) Ïðèìåð 8. E1 å íåóñòîé÷èâà, à

E3 å ëîêàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé-

÷èâà; ïðåêúñíàòàòà ëèíèÿ îïðåäå-

ëÿ áàñåéíà íà ïðèâëè÷àíå íà EK .

æ æ æ
æ æ æ

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2
N1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0
P

(á) Ïðèìåð 8. Äèíàìèêà íà ìîäåëà

(3.2) â îêîëíîñò íà E1 è E3. Òðàåê-

òîðèèòå êëîíÿò êúì ãðàíè÷åí öè-

êúë èëè êúì E3, â çàâèñèìîñò îò

íà÷àëíèòå óñëîâèÿ.

ææ æ

æ

æ

ææ æ

æ

æ

2 4 6 8
N

0.5

1.0
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2.0

2.5
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P

(â) Ïðèìåð 9. E1 å íåóñòîé÷èâà, à

E3 å ëîêàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé-

÷èâà; ïðåêúñíàòàòà ëèíèÿ îïðåäå-

ëÿ áàñåéíà íà ïðèâëè÷àíå íà EK .

æ æ ææ æ æ

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
N1.4

1.5

1.6

1.7

1.8
P

(ã) Ïðèìåð 9. Äèíàìèêà íà ìîäåëà

(3.2) â îêîëíîñò íà E1 è E3. Âñè÷êè

òðàåêòîðèè êëîíÿò êúì óñòîé÷èâî-

òî ðàâíîâåñèå E3.

Ôèãóðà 3.13: Äèíàìèêà íà ñèñòåìàòà (3.2) â ñëó÷àÿ íà åäíî óñòîé÷èâî è
òðè íåóñòîé÷èâè âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè.
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(à) Ïðèìåð 10. E1 è E3 ñà íåóñòîé-

÷èâè; ïðåêúñíàòàòà ëèíèÿ îïðåäå-

ëÿ áàñåéíà íà ïðèâëè÷àíå íà EK .
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(á) Ïðèìåð 10. Äèíàìèêà íà ìîäåëà

â îêîëíîñò íà E1 è E3. Ñúùåñòâóâà

ãðàíè÷åí öèêúë îêîëî E3. Èçîáðà-

çåíè ñà äâå òðàåêòîðèè � ñ ïðåêúñ-

íàòà è ñ íåïðåêúñíàòà ëèíèÿ. ×åð-

íèòå êâàäðàò÷åòà îòãîâàðÿò íà íà-

÷àëíèòå óñëîâèÿ.
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N

0.5

1.0

1.5

2.0
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P

(â) Ïðèìåð 11. Ãðàíè÷íàòà ðàâíî-

âåñíà òî÷êà EK å ãëîáàëíî àñèìï-

òîòè÷íî óñòîé÷èâà.

Ôèãóðà 3.14: Äèíàìèêà íà ñèñòåìàòà (3.2) â ñëó÷àÿ íà ÷åòèðè íåóñòîé-
÷èâè âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè.
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3.3 Ñðàâíåíèå ìåæäó ìîäåëèòå ñ ëèíåéíè è

íåëèíåéíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ è ñìúð-

òíîñò. Áèîëîãè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ íà ðå-

çóëòàòèòå îò âúâåæäàíåòî íà îáîáùåíè

ôóíêöèè.

Êàêòî îòáåëÿçàõìå, ìîäåëúò (3.1) ìîæå äà èìà äî äâå âúòðåøíè ðàâ-
íîâåñíè òî÷êè. Ñðàâíÿâàéêè ñ ðåçóëòàòèòå, ïîëó÷åíè â ïàðàãðàô 3.2.4
è èëþñòðèðàíè â ïàðàãðàô 3.2.5, ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å â ñëó÷àèòå,
êîãàòî (3.2) íÿìà ïîâå÷å îò äâå âúòðåøíè ðàâíîâåñèÿ, âúçìîæíèòå êà-
÷åñòâåíè ïîâåäåíèÿ íà ñèñòåìàòà ñà ñúùèòå êàòî ïðè ìîäåëà ñ ëèíåéíè
ôóíêöèè íà ðàñòåæ è ñìúðòíîñò ïðè õèùíèêà.

Ìîäåëúò (3.2) îáà÷å ìîæå äà èìà è ïîâå÷å îò äâå âúòðåøíè ðàâíîâåñ-
íè òî÷êè, êîåòî âîäè äî êà÷åñòâåíî íîâà äèíàìèêà, êîÿòî íå ñå íàáëþ-
äàâà ïðè êëàñè÷åñêèòå ìîäåëè, íî ìîæå äà èìà ñåðèîçíî âëèÿíèå âúðõó
âúçìîæíîñòèòå çà îöåëÿâàíå è êîíòðîë íà åäíà ðåàëíà ñèñòåìà.

Íåëèíåéíîñòòà íà ôóíêöèèòå íà ðàñòåæ è ñìúðòíîñò ïðè õèùíèêà
âîäè äî íîâè âúçìîæíè �ðåæèìè� íà äúëãîñðî÷íî îöåëÿâàíå íà åäíà
ñèñòåìà îò òèï õèùíèê-æåðòâà.

Îñíîâíàòà ðàçëèêà, îò áèîëîãè÷íà ãëåäíà òî÷êà, å â íà÷èíà, ïî êîé-
òî ñèñòåìàòà ðåàãèðà íà ãîëåìè ïåðòóðáàöèè. Íåêà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ,
ïðåäñòàâåí â ïðèìåð 6. Íåêà ïðèåìåì, ÷å çà èçâåñòåí ïåðèîä îò âðåìå
ïîïóëàöèèòå ôëóêòóèðàò îêîëî ðàâíîâåñèåòî E1. Ãîëÿìà ïåðòóðáàöèÿ â
ìîìåíòà îò âðåìå tP (ïî-òî÷íî òàêàâà, êîÿòî âîäè äî íàïóñêàíå íà áàñåé-
íà íà ïðèâëè÷àíå íà E1) ìîæå äà äîâåäå äî ïî-íàòàòúøíî ñòàáèëèçèðàíå
íà ñèñòåìàòà îêîëî äðóãà ðàâíîâåñíà òî÷êà, E3, âæ. Ôèã. 3.15. Òàêîâà ïî-
âåäåíèå íå ìîæå äà ñå îïèøå îò êëàñè÷åñêèòå ìîäåëè (ñ ëèíåéíè ôóíêöèè
íà ðàñòåæ è ñìúðòíîñò), íî å íàáëþäàâàíî â ðåàëíè åêîëîãè÷íè ñèñòåìè
[58].

Ñúùî òàêà, áîãàòàòà äèíàìèêà íà ñèñòåìàòà äàâà ïîâå÷å âúçìîæíîñ-
òè îò ãëåäíà òî÷êà íà óïðàâëåíèå íà ñèñòåìàòà. Íàïðèìåð, àêî ñèñòåìàòà
èìà äâå èëè ïîâå÷å óñòîé÷èâè âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè, ìîãàò ïî èç-
êóñòâåí íà÷èí äà ñå íàïðàâÿò íåîáõîäèìèòå ïåðòóðáàöèè â ñèñòåìàòà,
òàêà ÷å ñèñòåìàòà äà ñå ñòàáèëèçèðà îêîëî íàé-äîáðîòî (â íÿêàêúâ ñìè-
ñúë) âúçìîæíî ðàâíîâåñèå.

Äðóãà âúçìîæíîñò å ñëåäíàòà. Íåêà ñèñòåìàòà ñå õàðàêòåðèçèðà ñ ïå-
ðèîäè÷íè îñöèëàöèè íà äâåòå ïîïóëàöèè, êàêòî å èçîáðàçåíî íà Ôèã. 3.16.
Ãîëåìè ïåðòóðáàöèè â ìîìåíòà îò âðåìå tP ìîãàò äà ñòàáèëèçèðàò ñèñ-
òåìàòà îêîëî óñòîé÷èâî ðàâíîâåñèå.
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Ôèãóðà 3.15: Ñòàáèëèçèðàíå íà ñèñòåìà îò òèï õèùíèê-æåðòâà ñëåä ãîëÿ-
ìà ïåðòóðáàöèÿ â ñëó÷àÿ íà äâå óñòîé÷èâè âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè.
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Ôèãóðà 3.16: Ñòàáèëèçèðàíå íà ñèñòåìà îò òèï õèùíèê-æåðòâà ñëåä ãî-
ëÿìà ïåðòóðáàöèÿ â ñëó÷àÿ íà ãðàíè÷åí öèêúë è óñòîé÷èâà âúòðåøíà
ðàâíîâåñíà òî÷êà.

Âçåìàéêè ïðåäâèä ãîðíèòå ïðèìåðè, å ÿñíî, ÷å îñíîâíî áèîëîãè÷íî
ñëåäñòâèå îò îáîãàòåíàòà äèíàìèêà íà ñèñòåìàòà å íà÷èíúò, ïî êîéòî òÿ
ðåàãèðà íà ãîëåìè ïåðòóðáàöèè. Ïåðòóðáàöèÿ â ñèñòåìà îò òèï õèùíèê-
æåðòâà ìîæå äà äîâåäå äî ïðîìÿíà â äúëãîñðî÷íîòî ïîâåäåíèå íà ñèñ-
òåìàòà, áåç òîâà äà îçíà÷àâà èç÷åçâàíåòî íà ïîïóëàöèÿòà íà åäèíèÿ âèä
îðãàíèçìè.

Îò äðóãà ñòðàíà, êàêòî àíàëèòè÷íèòå èçñëåäâàíèÿ äîòóê ïîêàçâàò,
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îáîáùàâàíåòî íà äàäåí ìîäåë ÷ðåç âêëþ÷âàíåòî íà îáîáùåíè ôóíêöèè
íà ðàñòåæ è ñìúðòíîñò íå å çàäúëæèòåëíî ñâúðçàíî ñ òâúðäå ãîëåìè
òåõíè÷åñêè òðóäíîñòè è ñëåäîâàòåëíî ïîâå÷åòî êëàñè÷åñêè ìîäåëè áèõà
ìîãëè äà áúäàò îáîáùåíè ïî òîçè íà÷èí. Îñòàâà îòâîðåí âúïðîñ êàê òîâà
áè ñå îòðàçèëî íà äèíàìèêàòà íà òàêà ïîëó÷åíèòå ìîäåëè.

3.4 Çàêëþ÷åíèÿ

Èçñëåäâàíèÿòà íè â íàñòîÿùàòà ãëàâà ñà áàçèðàíè íà èçâåñòåí îò ëèòå-
ðàòóðàòà ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë îò òèï õèùíèê-æåðòâà, õàðàêòåðèçèðàù
ñå ñúñ çàùèòíî ïîâåäåíèå íà æåðòâàòà, ïðåäëîæåí è èçñëåäâàí â [73].
Íèå ïðåäëàãàìå îáîáùåíèå íà ìîäåëà ÷ðåç âúâåæäàíåòî íà îáîáùåíè
ôóíêöèè íà ðàñòåæ è ñìúðòíîñò çà õèùíèêà. Âúïðåêè ÷å çà ïðîñòîòà
ñïåöèôè÷íàòà ôóíêöèÿ íà ðàñòåæ å èçáðàíà äà áúäå òàçè íà Holling îò
òèï II (ìîíîòîííà ôóíêöèÿ), íîâèÿò ìîäåë èìà ìíîãî ïî-ñëîæíà è áîãà-
òà äèíàìèêà îò òîçè, ïðåäëîæåí â [73]. Óñòàíîâåíè ñà ñúùåñòâóâàíåòî è
åäèíñòâåíîñòòà íà ïîëîæèòåëíèòå ðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà, òÿõíàòà ðàâíî-
ìåðíà îãðàíè÷åíîñò. Èçñëåäâàíè ñà âúïðîñèòå çà ñúùåñòâóâàíå, ëîêàëíà
óñòîé÷èâîñò è áèôóðêàöèè íà ðàâíîâåñíèòå òî÷êè, êàòî è ãëîáàëíîòî äè-
íàìè÷íî ïîâåäåíèå íà ñèñòåìàòà. Ðàçãëåäàíè ñà ðàçëè÷íè ÷èñëåíè ïðè-
ìåðè, ïîòâúðæäàâàùè òåîðåòè÷íèòå ðåçóëòàòè è äåìîíñòðèðàùè ìíîãî-
òî âúçìîæíîñòè çà îöåëÿâàíå è íà äâåòå ïîïóëàöèè èëè èç÷åçâàíåòî íà
ïîïóëàöèÿòà-õèùíèê.

Â ÷àñòíîñò, ïîçâîëÿâàéêè ôóíêöèèòå íà ðàñòåæ è ñìúðòíîñò íà õèù-
íèêà äà áúäàò íåëèíåéíè ïî îòíîøåíèå íà ñïåöèôè÷íàòà ôóíêöèÿ íà
ðàñòåæ, ñèñòåìàòà ìîæå äà èìà ïîâå÷å îò äâå âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷-
êè, êîåòî íå å â ñèëà çà îðèãèíàëíèÿ ìîäåë, èçñëåäâàí â [73]. Òîâà âîäè
äî âúçìîæíîñòòà çà ñúùåñòâóâàíå íà äâå èëè ïîâå÷å óñòîé÷èâè ðàâíî-
âåñèÿ íà ñèñòåìàòà èëè íàëè÷èåòî íà óñòîé÷èâ ãðàíè÷åí öèêúë è óñòîé-
÷èâî ðàâíîâåñèå. Áàñåéíèòå íà ïðèâëè÷àíå íà ñúîòâåòíèòå ω-ãðàíè÷íè
ìíîæåñòâà ñà îïðåäåëåíè îò óñòîé÷èâèòå ìíîãîîáðàçèÿ íà âúòðåøíèòå
ñåäëîâè òî÷êè.

Ðåçóëòàòèòå îò èçñëåäâàíåòî ïîêàçâàò, ÷å ìîäåëè ñ íåëèíåéíè ôóíê-
öèè íà ðàñòåæ è ñìúðòíîñò ìîãàò äà îïèñâàò ïîâåäåíèå íà áèîëîãè÷íàòà
ñèñòåìà, êîåòî å ìíîãî ïî-ñëîæíî, îòêîëêîòî ïðè êëàñè÷åñêèòå ìîäåëè,
íî â ñúùîòî âðåìå ñúîòâåòñòâà íà ïîâåäåíèå, íàáëþäàâàíî ïðè ðåàëíè
õðàíèòåëíè ìðåæè.

Ðåçóëòàòèòå îò òàçè ãëàâà ñà ïóáëèêóâàíè â [43].
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Îïèñâàíå íà ðåàëíè

åêñïåðèìåíòè ñ ìîäåëè îò òèï

íà Monod ñ èçïîëçâàíåòî íà

îáîáùåíè ôóíêöèè

Åñòåñòâåíà ñëåäâàùà ñòúïêà ïðè èçñëåäâàíåòî íà îáîáùåíèòå ôóíêöèè
íà ðàñòåæ å âàëèäèðàíåòî èì íà áàçàòà íà åêñïåðèìåíòàëíè äàííè. Êàê-
òî îòáåëÿçàõìå â óâîäà, ãîëÿìà ÷àñò îò åêñïåðèìåíòàëíèòå èçñëåäâàíèÿ â
îáëàñòòà íà ïîïóëàöèîííàòà äèíàìèêà ñå ïðàâÿò â ëàáîðàòîðíè óñëîâèÿ.
Åòî çàùî â íàñòîÿùàòà ãëàâà çà âàëèäèðàíå íà ïðàêòè÷åñêàòà ïðèëîæè-
ìîñò íà îáîáùåíèòå ôóíêöèè íà ðàñòåæ ùå ðàçãëåäàìå åêñïåðèìåíòàë-
íè äàííè çà ìèêðîîðãàíèçìè, îòãëåæäàíè â ëàáîðàòîðíè óñëîâèÿ, è ùå
íàïðàâèì ñðàâíåíèå ìåæäó ðåçóëòàòèòå, êîèòî ñå ïîëó÷àâàò ïðè êëàñè-
÷åñêèÿ ìîäåë íà Monod, è òåçè ïðè èçïîëçâàíåòî íà îáîáùåíè ôóíêöèè
íà ðàñòåæ íà áèîìàñàòà.

4.1 Îïèñàíèå íà ìîäåëà

Êàêòî îòáåëÿçàõìå â Ãëàâà 1, áàçîâèÿò ìîäåë, êîéòî îïèñâà ìèêðîáèàëåí
ðàñòåæ â áèîðåàêòîð, å ìîäåëúò íà Monod:

ds

dt
= (s(0) − s)D − αVmaxsx

s+Ks

,

dx

dt
=

(
Vmaxs

s+Ks

−D
)
x,

x(0) = x0, s(0) = s0,

(4.1)
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êúäåòî s(t) è x(t) ñà ñúîòâåòíî êîíöåíòðàöèèòå íà ñóáñòðàò è áèîìàñà â
êóëòóðàòà â ìîìåíòà îò âðåìå t, s(0) å êîíöåíòðàöèÿòà íà âëèâàíèÿ ñóáñ-
òðàò, à D å ñêîðîñòòà íà îòìèâàíå. Ôóíêöèÿòà íà Monod Vmaxs/(s+Ks)
îïèñâà êîíñóìàöèÿòà, à α õàðàêòåðèçèðà åôåêòèâíîñòòà íà áèîòåõíîëî-
ãè÷íèÿ ïðîöåñ, ïî-òî÷íî �ïðåâðúùàíåòî� íà ñóáñòðàò â áèîìàñà.

Èçâåñòíî å îáà÷å, ÷å êëàñè÷åñêèòå ìîäåëè, ïðåäñòàâåíè â ïàðàãðàô
1.2, äàâàò äîáðè ðåçóëòàòè ïðè îïèñâàíåòî íà åêñïåðèìåíòàëíè äàííè,
êîãàòî îðãàíèçìèòå ñà îòãëåæäàíè ïðè îïòèìàëíè óñëîâèÿ, íî íå è ïðè
ñóáîïòèìàëíè èëè èíõèáèðàùè óñëîâèÿ [1, 76] (íàïðèìåð òåìïåðàòóðà,
pH, ñóáñòàíöèè, ðàçëè÷íè îò ëèìèòèðàùèÿ ñóáñòðàò, è äð.). Â íàñòîÿùà-
òà ãëàâà ùå ïîêàæåì, ÷å èçïîëçâàíåòî íà îáîáùåíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ
äàâà çíà÷èòåëíî ïî-äîáðè ðåçóëòàòè ïðè îïèñâàíåòî íà åêñïåðèìåíòàë-
íèòå äàííè â òîçè ñëó÷àé.

Ùå ìîäèôèöèðàìå ìîäåëà (4.1), êàòî âúâåäåì îáîáùåíà ôóíêöèÿ íà
ðàñòåæ çà áèîìàñàòà. Ðàçãëåæäàìå ìîäåëà

ds

dt
= (s(0) − s)D − αVmaxsx

s+Ks

,

dx

dt
=

[
B

(
Vmaxs

s+Ks

)
−D

]
x,

x(0) = x0, s(0) = s0,

(4.2)

Îçíà÷àâàìå F (s) := Vmaxs/(s+Ks) è íåêà ôóíêöèÿòà B(F ) å äåôè-
íèðàíà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

(i) B = B(F ) = B(F (s)) å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà ïî îòíî-
øåíèå íà F ≥ 0 è ≥ 0;

(ii) B(0) = 0 è 0 ≤ B(F ) ≤ C F çà íÿêîÿ êîíñòàíòà C > 0;

(iii) ñúùåñòâóâàò íåîòðèöàòåëíè êîíñòàíòè A1 < A2 (A2 ìîæå äà áúäå
+∞) òàêèâà, ÷å çà s ≥ 0, B′ = dB/dF = 0, àêî F ∈ (0, A1) ∪
(A2,+∞) è B′ > 0, àêî F ∈ (A1, A2).

È â íàñòîÿùàòà ãëàâà ùå èçïîëçâàìå âèäà íà B(F ), ïðåäëîæåí â
[74]:

B(F ) =


0, 0 ≤ F ≤ A1,

β cos2
{(

π
2

) (
1 +

[
F−A1

A2−A1

])}
, A1 ≤ F ≤ A2,

β, F ≥ A2.

Çàáåëåæêà 9. Â ðàçãëåæäàíèòå ìîäåëè ñìúðòíîñòòà íà ìèêðîîðãàíèç-
ìèòå ñå ïðåíåáðåãâà. Ïðèåìàìå, ÷å òÿ å ìàëêà â ñðàâíåíèå ñúñ ñêîðîñòòà
íà îòìèâàíå èëè, ïðè ïðåêúñíàò ïðîöåñ, çà âðåìåòî, çà êîåòî ðàçãëåæ-
äàìå ïðîöåñà, òÿ íå îêàçâà ãîëÿìî âëèÿíèå.
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4.2 Äèíàìèêà íà ìîäåëà

Êàêòî ùå ïîêàæåì â òàçè ñåêöèÿ, ðåçóëòàòèòå çà êëàñè÷åñêèÿ ìîäåë íà
Monod (âæ. íàïðèìåð [69]) ìîãàò ëåñíî äà ñå îáîáùÿò è çà ìîäåëà ñ
îáîáùåíà ôóíêöèÿ íà ðàñòåæ çà áèîìàñàòà.

Îáåçðàçìåðÿâàéêè ìîäåëà (4.2) ñ s̄ = s/s(0), t̄ = Dt, x̄ = αx/(Ds(0)),
B̄ = B/D, K̄s = Ks/s

(0) è ïðîïóñêàéêè ÷åðòèòå çà ïðîñòîòà, ðàçãëåæäà-
ìå ñèñòåìàòà

ds

dt
= 1− s− Vmaxsx

s+Ks

,

dx

dt
=

[
B

(
Vmaxs

s+Ks

)
− 1

]
x.

(4.3)

Íåêà ñ s∗ îçíà÷èì åäèíñòâåíàòà ïîëîæèòåëíà ñòîéíîñò íà s, çà êîÿòî

B

(
Vmaxs

s+Ks

)
= 1.

Àêî òàêàâà ñòîéíîñò íå ñúùåñòâóâà, äåôèíèðàìå s∗ := +∞. Íåêà äåôè-
íèðàìå îùå

x∗ :=
(s∗ +Ks)(1− s∗)

Vmaxs∗
.

Òîãàâà î÷åâèäíî ñèñòåìàòà (4.3) ìîæå äà èìà äî äâå ðàâíîâåñíè òî÷êè �
E1 = (1, 0), êîÿòî ñúùåñòâóâà âèíàãè, è E∗ = (s∗, x∗), êîÿòî ñúùåñòâóâà
ñàìî àêî å èçïúëíåíî 0 < s∗ < 1.

Ëåìà 4. Â ñëó÷àÿ, êîãàòî âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà E∗ = (s∗, x∗)
ñúùåñòâóâà, ò.å. êîãàòî 0 < s∗ < 1, òîãàâà ñúùåñòâóâà ìîìåíò îò
âðåìå T > 0 òàêúâ, ÷å s(t) < 1 çà âñÿêî t ≥ T .

Äîêàçàòåëñòâî. Äà äîïóñíåì, ÷å s(t) ≥ 1 çà âñÿêî t > 0. Òîãàâà èìàìå

ds

dt
= 1− s− Vmaxs

s+Ks

x < 0.

Îò ëåìàòà íà Barb�alat (âæ. [25]) ñëåäâà, ÷å ñà èçïúëíåíè limt→+∞ s(t) = 1
è limt→+∞ x(t) = 0. Èçïîëçâàéêè ìîíîòîííîñòòà íà B, ïîëó÷àâàìå

B(F (s))− 1 ≥ B(F (1))−B(F (s∗)) > 0

è ñëåäîâàòåëíî
dx

dt
= (B(F (s)) − 1)x > 0 çà âñè÷êè äîñòàòú÷íî ãîëåìè

ñòîéíîñòè íà t, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà îãðàíè÷åíîñòòà íà x(t). Ïîñëåäíîòî
îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâà äîñòàòú÷íî ãîëÿìî T > 0 òàêîâà, ÷å å èçïúëíåíî
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s(T ) ≤ 1. Îñâåí òîâà, àêî ðàâåíñòâîòî s(t̃) = 1 å â ñèëà çà íÿêîå t̃ ≥ T ,
òîãàâà

ds

dt
(t̃) = 1− s(t̃)− Vmaxs(t̃)

s(t̃) +Ks

x(t̃) = − Vmax
1 +Ks

x(t̃) < 0.

Îò ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî ñëåäâà, ÷å s(t) < 1 çà âñÿêî t > T .

Çàáåëåæêà 10. Äà îòáåëåæèì, ÷å çà èçñëåäâàíåòî íà äèíàìèêàòà íà
(4.3) å äîñòàòú÷íî äà ðàçãëåæäàìå ñàìî ïîëîæèòåëíî èíâàðèàíòíîòíî
ìíîæåñòâî ∆ = {(s, x) ∈ R2 : 0 < s < 1, x > 0}, òúé êàòî âñè÷êè òðàåêòî-
ðèè ñ ïîëîæèòåëíè íà÷àëíè óñëîâèÿ âëèçàò â íåãî çà êðàéíî âðåìå.

Äèíàìèêàòà íà (4.3) ñå õàðàêòåðèçèðà íàïúëíî îò ñëåäâàùèòå äâå
òåîðåìè.

Òåîðåìà 14. Â ñëó÷àÿ, êîãàòî ñèñòåìàòà (4.3) íÿìà âúòðåøíè ðàâ-
íîâåñíè òî÷êè, ò.å. s∗ > 1, ãðàíè÷íàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà E1 = (1, 0) å
ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà.

Äîêàçàòåëñòâî. Ðàçãëåæäàìå ôóíêöèÿòà V (s, x) = x âúðõó ïîëîæèòåë-
íî èíâàðèàíòíîòî ìíîæåñòâî ∆.

Çà ïðîèçâîäíàòà ïî íàïðàâëåíèå íà òðàåêòîðèèòå íà (4.3) e â ñèëà

V̇ =

[
B

(
Vmaxs

s+Ks

)
− 1

]
x.

Ïîñëåäíîòî å âèíàãè íåïîëîæèòåëíî â ∆, âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å

B

(
Vmaxs

s+Ks

)
< B

(
Vmax

1 +Ks

)
< B

(
Vmaxs

∗

s∗ +Ks

)
= 1.

Ïðè òîâà, V̇ = 0 òî÷íî òîãàâà, êîãàòî x = 0.
Ñåãà, îò ïðèíöèïà íà LaSalle ñëåäâà, ÷å ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî íà

ïðîèçâîëíà òðàåêòîðèÿ ñå ñúäúðæà â ìíîæåñòâîòî {(x, s) ∈ cl∆ : x = 0}.
Íî âúðõó íåãî âñè÷êè òðàåêòîðèè ñå ïðèâëè÷àò îò ðàâíîâåñíàòà òî÷êà
E1, ñ êîåòî òåîðåìàòà å äîêàçàíà.

Ïðåäè äà ïðåìèíåì êúì ñëó÷àÿ, êîãàòî âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà
E∗ ñúùåñòâóâà, ùå äîêàæåì åäíà ëåìà, íåîáõîäèìà çà äîêàçàòåëñòâîòî
íà ãëîáàëíàòà àñèìïòîòè÷íà óñòîé÷èâîñò íà E∗.

Ëåìà 5. Â ñëó÷àÿ, êîãàòî âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà E∗ = (s∗, x∗)
ñúùåñòâóâà, ò.å. 0 < s∗ < 1, òî÷êàòà E1 å íåóñòîé÷èâî ðàâíîâåñèå.
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Äîêàçàòåëñòâî. Âàðèàöèîííàòà ìàòðèöà çà ñèñòåìàòà (4.3), ïðåñìåòíà-
òà â òî÷êàòà E1, èìà âèäà[

−1 − Vmax
1+Ks

0 B
(
Vmax
1+Ks

)
− 1

]
.

Âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å îò ìîíîòîíîñòòà íà B è óñëîâèåòî 0 < s∗ < 1
ñëåäâà

B

(
Vmax

1 +Ks

)
> B

(
Vmaxs

∗

s∗ +Ks

)
= 1,

íåïîñðåäñòâåíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å òî÷êàòà E1 å ñåäëî, ò.å. å íåóñòîé÷èâà.

Òåîðåìà 15. Â ñëó÷àÿ, êîãàòî âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà E∗ =
(s∗, x∗) ñúùåñòâóâà, ò.å. 0 < s∗ < 1, òÿ å ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñ-
òîé÷èâà.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà èçáåðåì è ôèêñèðàìå ïðîèçâîëíà íà÷àëíà òî÷êà
(s(0), x(0)) ∈ ∆.

Ðàçãëåæäàìå ôóíêöèÿòà

V (s, x) =

∫ s

s∗

B(F (ξ))− 1

1− ξ
dξ +

1

x∗

∫ x

x∗

η − x∗

η
dη

âúðõó ìíîæåñòâîòî ∆, èçïîëçâàéêè èäåÿ îò [82]. Íåéíàòà ïðîèçâîäíà ïî
òðàåêòîðèèòå íà (4.2) å

V̇ = ∇V ·
(
ds

dt
,
dx

dt

)
=

B(F (s))− 1

1− s

(
1− s− Vmaxsx

s+Ks

)
+

1

x∗
· x− x

∗

x
· (B(F (s))− 1)x

= x (B(F (s))− 1)

[
− Vmaxs

(s+Ks)(1− s)
+

Vmaxs
∗

(s∗ +Ks)(1− s∗)

]
.

Ïîñëåäíîòî å î÷åâèäíî íåïîëîæèòåëíî âúðõó ∆, òúé êàòî èëè âòîðèÿò
ìíîæèòåë å ïîëîæèòåëåí, à òðåòèÿò � îòðèöàòåëåí, èëè îáðàòíîòî, â
çàâèñèìîñò îò òîâà äàëè s > s∗, èëè s < s∗.

Äà îçíà÷èì ñ L+(s(0), x(0)) ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî çà ðåøåíèåòî
(s(t), x(t)) íà (4.3), èìàùî íà÷àëíî óñëîâèå (s(0), x(0)) ∈ ∆. Èçâåñòíî å,
÷å L+(s(0), x(0)) å èíâàðèàíòíî ïî îòíîøåíèå íà òðàåêòîðèèòå íà (4.3).
Ñúùî òàêà (ïîíåæå âñÿêà òðàåêòîðèÿ íà ìîäåëà ñå ñúäúðæà â êîìïàêòíî
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ìíîæåñòâî), L+(s(0), x(0)) å íåïðàçíî, êîìïàêòíî è ñâúðçàíî è ñå ñúäúð-
æà â çàòâîðåíàòà îáâèâêà cl∆, ò.å. L+(s(0), x(0)) ⊂ {(s, x) : 0 ≤ s ≤ 1, x ≥
0}.

Ñïîðåä Ïðèíöèïà çà èíâàðèàíòíîñò íà LaSalle, âñÿêî ðåøåíèå íà ìî-
äåëà, èìàùî íà÷àëíî óñëîâèå â ∆, å äåôèíèðàíî â èíòåðâàëà [0,+∞)
è êëîíè êúì íàé-ãîëÿìîòî èíâàðèàíòíî ìíîæåñòâî, êîåòî ñå ñúäúðæà â
çàòâîðåíàòà îáâèâêà íà ìíîæåñòâîòî Z := {(s, x) ∈ ∆ : V̇ (s, x) = 0}.

Íåêà (s̃, x̃) å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò L+(s(0), x(0)). Òîãàâà ñà âúçìîæíè
ñëåäíèòå äâà ñëó÷àÿ: (i) s̃ = 1 è x̃ = 0; (ii) s̃ = s? è x̃ = x?.

Äà äîïóñíåì, ÷å â ñèëà å ñëó÷àé (i). Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà B(·)
ñëåäâà ñúùåñòâóâàíåòî íà îêîëíîñò U íà s̃ òàêàâà, ÷å çà âñÿêà òî÷êà s ∈ U
å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî B(F (s)) > B(F (s?)). Òîãàâà, àêî òðàåêòî-
ðèÿòà (s(t), x(t)) âëåçå â ìíîæåñòâîòî U , òî äÿñíàòà ñòðàíà íà âòîðîòî
óðàâíåíèå â ìîäåëà å ñòðîãî ïîëîæèòåëíà (òúé êàòî x(t) > 0). Òîâà îçíà-
÷àâà, ÷å x(t) ùå å ñòðîãî ðàñòÿùà è òðàåêòîðèÿòà íå ìîæå äà êëîíè êúì
(s̃, x̃), êúäåòî x̃ = 0. Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å ñëó÷àÿò (i) å íåâúçìîæåí, ò.å. å
â ñèëà (ii). Îòòóê ñëåäâà, ÷å Z = {E?}, ò.å. L+(s(0), x(0)) = {(s∗, x∗)}. Ñ
òîâà å çàâúðøåíî äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà.

4.3 Ôèçè÷åñêè åêñïåðèìåíòè

Èçïîëçâàìå äàííè îò äâà ùàìà âèíåíè äðîæäè � Saccharomyces cerevisiae
MB è Saccharomyces cerevisiae FR [10].

Äðîæäèòå ñà åäíoêëåòú÷íè ãúáè, èçïîëçâàíè ÷åñòî êàòî ìîäåëåí îð-
ãàíèçúì â ìîëåêóëÿðíàòà áèîëîãèÿ, êàòî èãðàÿò îñîáåíî âàæíà ðîëÿ â
ãåííîòî èíæåíåðñòâî. Ïî ïðèíöèï òåçè ìèêðîñêîïè÷íè ãúáè ìîãàò äà
áúäàò íàìåðåíè â ìíîãî ðàçíîîáðàçíè ìåñòîîáèòàíèÿ â åñòåñòâåíàòà ñè
ñðåäà � íà ëèñòàòà íà ðàñòåíèÿ, â ïî÷âàòà, â ñîëåíîâîäíè áàñåéíè, ïî
ïîâúðõíîñòè â ÷ðåâíèÿ òðàêò íà òîïëîêðúâíè îðãàíèçìè (êàòî ïàðàçèòè
èëè ñèìáèîíòè) è äð. Êàòî îñíîâåí ôåðìåíòèðàù àãåíò, Saccharomyces
cerevisiae ñå èçïîëçâàò çà ïðîèçâîäñòâîòî íà õëÿá, áèðà, âèíî, êàêòî
è ôåðìåíòèðàëè ìëå÷íè ïðîäóêòè. Ñúùî òàêà, Saccharomyces cerevisiae
÷åñòî ñå ïðèåìàò êàòî õðàíèòåëíà äîáàâêà, òúé êàòî ñúäúðæàò 50 ïðî-
öåíòà ïðîòåèíè è ñà áîãàò èçòî÷íèê íà âèòàìèíè B, íèêîòèíîâà êèñåëèíà
è ôîëèåâà êèñåëèíà [66]. Ñðåä òèïè÷íèòå õàðàêòåðèñòèêè íà Saccharo-
myces cerevisiae ñà:

• ìåòàáîëèçèðàò çàõàðè ñ êîíöåíòðàöèÿ 170 − 220g/l [59], êàòî êîí-
öåíòðàöèÿ íàä 250g/l ìîæå äà èìà èíõèáèðàù åôåêò âúðõó ôåð-
ìåíòàöèÿòà [57];
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• îáèêíîâåíî òåçè îðãàíèçìè ìîãàò äà ñúùåñòâóâàò ïðè äî 15 % ñú-
äúðæàíèå íà àëêîõîë [17]; ïîíÿêîãà òàçè ñòîéíîñò ìîæå äà âàðèðà.

Åêñïåðèìåíòàëíèòå äàííè, ñ êîèòî ðàáîòèì, ñà ïîëó÷åíè îò ïðåêúñ-
íàò (àíãë. batch) ïðîöåñ. Ùàìîâåòå Saccharomyces cerevisiae ñà êóëòè-
âèðàíè âúðõó ãðîçäîâ ñîê îò Vitis vinifera cv. Merlot, êîéòî ïðèòåæà-
âà ðåäèöà âàæíè çà áèîòåõíîëîãèÿòà íà âèíîïðîèçâîäñòâîòî ñâîéñòâà.
Ùàìîâåòå ñà ïîñòàâåíè ïðè èíõèáèðàùè óñëîâèÿ ïîðàäè íàëè÷èåòî íà
âèñîêè êîíöåíòðàöèè íà åòàíîë.

4.4 Àíàëèç íà äàííèòå

Ùå ñðàâíèì ìîäåëèòå (4.1) è (4.2) ïðè D = 0 (ïðåäâèä ôàêòà, ÷å ðàçã-
ëåæäàìå ïðåêúñíàò ïðîöåñ) îò ãëåäíà òî÷êà íà ñïîñîáíîñòòà èì äà îïèñ-
âàò åêñïåðèìåíòàëíè äàííè.

4.4.1 Ïàðàìåòðè÷íà èäåíòèôèêàöèÿ

Èçïîëçâàìå ñëåäíàòà ïðîöåäóðà, çà äà îïðåäåëèì íàé-äîáðàòà îöåíêà
íà ïàðàìåòðèòå (â ñìèñúëà íà ìåòîäà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè). Íåêà ñà
äàäåíè n èçìåðâàíèÿ,

{(ti, xi, si) : i = 1, . . . , n},

êúäåòî xi è si îçíà÷àâàò ñúîòâåòíî èçìåðåíè ñòîéíîñòè çà áèîìàñàòà è
ñóáñòðàòà â ìîìåíòà îò âðåìå ti.

Äåôèíèðàìå ñëåäíàòà öåëåâà ôóíêöèÿ:

ε(p) =
n∑
i=1

[(
x(ti;p)− xi

xi

)2

+

(
s(ti;p)− si

si

)2
]
,

êúäåòî p = (α, Vmax, Ks, s0, x0) çà ìîäåëà íà Monod (4.1) è p = (α, Vmax, Ks,
β, A1, A2, s0, x0) çà ìîäåëà (4.2), a x(t;p) è s(t;p) îòãîâàðÿò íà ðåøåíèÿòà
íà ñúîòâåòíèòå ìîäåëè çà ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå p.

Ìèíèìèçèðàéêè ε(p) ïî îòíîøåíèå íà p, ïîëó÷àâàìå îïòèìàëíèòå
ñòîéíîñòè çà ïàðàìåòðèòå. Çà ðåøàâàíåòî íà ìèíèìèçàöèîííàòà çàäà÷à
å èçïîëçâàí âãðàäåíèÿò âúâ Wolfram Mathematica ìåòîä Nelder�Mead
[72].

Çà ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìèòå ÎÄÓ, íåîáõîäèìî çà ïðåñìÿòàíå íà öå-
ëåâàòà ôóíêöèÿ, å èçïîëçâàí âãðàäåí â ñèñòåìàòà Wolfram Mathematica
àäàïòèâåí ìåòîä (�Sti�ness switching�), ïîäõîäÿù çà ðåøàâàíå íà òâúðäè
ñèñòåìè.
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4.4.2 ×èñëåíè åêñïåðèìåíòè

Ðàçãëåæäàìå ïúðâàòà ôàçà îò ðàñòåæà íà ìèêðîîðãàíèçìèòå, äîêàòî ïî-
ïóëàöèÿòà äîñòèãíå êâàçè-ñòàöèîíàðíîòî ñè ñúñòîÿíèå.

Ðåçóëòàòè çà ùàìà FR. Ñ ìîäåëà íà Monod (4.1) íàé-äîáðîòî ïðèá-
ëèæåíèå íà åêñïåðèìåíòàëíèòå äàííè ïîëó÷àâàìå çà ñëåäíèòå ñòîéíîñòè
íà ïàðàìåòðèòå: α = 0.41, Vmax = 909.7, è Ks = 5.6×106. Êàêòî ìîæåì äà
âèäèì îò Ôèã. 4.1à, ìîäåëúò íå óñïÿâà äà îïèøå äîáðå ðàñòåæíàòà äèíà-
ìèêà. Î÷åâèäíî å, ÷å îñíîâíà ïðè÷èíà çà òîâà å ôàêòúò, ÷å ðàñòåæúò íà
îðãàíèçìèòå ñå ïðåäïîëàãà äà áúäå ëèíåéíà ôóíêöèÿ íà êîíñóìàöèÿòà.
Ïîâåäåíèåòî íà åêñïåðèìåíòàëíèòå äàííè îáà÷å îòðè÷à òîâà ïðåäïîëî-
æåíèå. Ðàñòåæúò íà îðãàíèçìèòå ñïèðà, âúïðåêè ÷å èìà íàëè÷åí ñóáñò-
ðàò â ñðåäàòà è íåãîâàòà êîíöåíòðàöèÿ ìîíîòîííî íàìàëÿâà âñëåäñòâèå
íà êîíñóìàöèÿ.
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(à) Ìîäåë íà Monod (4.1).
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(á) Ìîäåë îò òèï íà Terry (4.2).

Ôèãóðà 4.1: Ðåçóëòàòè îò îïèñâàíåòî íà åêñïåðèìåíòàëíè äàííè çà
Saccharomyces cerevisiae FR ñ ìîäåëèòå (4.1) è (4.2). Ñ ïëúòíè êðúã÷å-
òà è ïëúòíà ëèíèÿ ñà îçíà÷åíè ñúîòâåòíî åêñïåðèìåíòàëíèòå äàííè è
òåîðåòè÷íèòå ðåçóëòàòè çà áèîìàñàòà, à ñ ïðåêúñíàòà ëèíèÿ è ïðàçíè
êðúã÷åòà ñà îçíà÷åíè ñúîòâåòíèòå äàííè çà ñóáñòðàòà.

Çíà÷èòåëíî ïî-äîáúð ðåçóëòàò ñå ïîëó÷àâà ñ ìîäåëà (4.2) çà ñëåäíèòå
ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå: α = 10.02, Vmax = 0.29, Ks = 2.03, β = 0.5,
A1 = 0.28, A2 = 0.29 (âæ. Ôèã. 4.1á).

Ìîæå äà ñå ïðåäïîëîæè, ÷å íåâúçìîæíîñòòà íà ìîäåëà (4.1) äà îïèøå
äîáðå åêñïåðèìåíòàëíèòå äàííè å ïðè÷èíåíà îò ôàêòà, ÷å ñìå ïðåíåáðåã-
íàëè ñìúðòíîñòòà íà ìèêðîîðãàíèçìèòå. Äîðè è äîáàâÿéêè ÷ëåí, êîéòî
ÿ îò÷èòà îáà÷å, ìîäåëúò íå óñïÿâà äîáðå äà îïèøå êâàçè-ñòàöèîíàðíàòà
ôàçà íà ïðîöåñà. Ðàçãëåæäàéêè ñìúðòíîñò ñ êîåôèöèåíò d, ïîëó÷àâà-
ìå ðåçóëòàòèòå, èçîáðàçåíè íà Ôèã. 4.2 çà ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå
α = 0.04, Vmax = 1465.12, Ks = 2.78× 106 è d = 0.1.

Ïîäîáíè íàáëþäåíèÿ, êàêòî çà äàííèòå îò ùàìà FR, ìîãàò äà áúäàò
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íàïðàâåíè è çà íàé-äîáðèòå ïðèáëèæåíèÿ, ïîëó÷åíè çà ùàìà MB, âæ.
Ôèã. 4.3à çà ðåçóëòàòèòå îò ìîäåëà íà Monod è Ôèã. 4.3á çà òåçè, ïîëó÷åíè
ñ ìîäåëà (4.2).

Out[27]=
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Ôèãóðà 4.2: Ðåçóëòàòè îò îïèñâàíåòî íà åêñïåðèìåíòàëíè äàííè çà
Saccharomyces cerevisiae FR ñ ìîäåëà íà Monod ñ îò÷èòàíå íà ñìúðòíîñò.
Ñ ïëúòíè êðúã÷åòà è ïëúòíà ëèíèÿ ñà îçíà÷åíè ñúîòâåòíî åêñïåðèìåí-
òàëíèòå äàííè è òåîðåòè÷íèòå ðåçóëòàòè çà áèîìàñàòà, à ñ ïðåêúñíàòà
ëèíèÿ è ïðàçíè êðúã÷åòà ñà îçíà÷åíè ñúîòâåòíèòå äàííè çà ñóáñòðàòà.
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(à) Ìîäåë íà Monod (4.1)

ç

ç ç
ç ç

ç
ç

ç ç

ç
ç

ç

ç

ç

ç
ç ç ç ç ç

ç
ç

ç
ç

ç

æ æ
æ

æ æ
æ

æ æ æ æ
æ æ æ æ æ

æ æ æ æ æ æ æ æ æ æ

50 100 150 200 250
t

50

100

150

200

250

300

(á) Ìîäåë îò òèï íà Terry (4.2)

Ôèãóðà 4.3: Ðåçóëòàòè îò îïèñâàíåòî íà åêñïåðèìåíòàëíè äàííè çà
Saccharomyces cerevisiae MB. Ñ ïëúòíè êðúã÷åòà è ïëúòíà ëèíèÿ ñà îç-
íà÷åíè ñúîòâåòíî åêñïåðèìåíòàëíèòå äàííè è òåîðåòè÷íèòå ðåçóëòàòè çà
áèîìàñàòà, à ñ ïðåêúñíàòà ëèíèÿ è ïðàçíè êðúã÷åòà ñà îçíà÷åíè ñúîò-
âåòíèòå äàííè çà ñóáñòðàòà.

4.5 Çàêëþ÷åíèÿ è äèñêóñèÿ

Ïîêàçàõìå, ÷å âúâåæäàíåòî íà íåëèíåéíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ çà áèî-
ìàñàòà â êëàñè÷åñêèÿ ìîäåë íà Monod íå ïðîìåíÿ âúçìîæíèòå àñèì-
ïòîòè÷íè ïîâåäåíèÿ íà ñèñòåìàòà è ñëåäîâàòåëíî ìîæå äà îïèñâà äâå
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îñíîâíè ñèòóàöèè � îðãàíèçìèòå äà áúäàò îòìèòè îò áèîðåàêòîðà èëè äà
áúäå äîñòèãíàòî óñòîé÷èâî ðàâíîâåñíî ñúñòîÿíèå. Ïîñëåäíèòå ñúîòâåò-
ñòâàò íà òîâà, êîåòî ñå íàáëþäàâà â ðåàëíè ñèñòåìè ñ åäèí ñóáñòðàò è
åäèí âèä áèîìàñà.

Îò äðóãà ñòðàíà îáà÷å, ïðåäëîæåíèòå åêñïåðèìåíòè ïîêàçâàò, ÷å ìî-
äèôèöèðàíèÿò ìîäåë å ïî-ãúâêàâ ïðè îïèñâàíåòî íà åêñïåðèìåíòàëíè
äàííè. Äîêàòî ïðè êëàñè÷åñêèÿ ìîäåë íà Monod åäèíñòâåíàòà âúçìîæ-
íîñò çà äîñòèãàíå íà êâàçè-ñòàöèîíàðíî ñúñòîÿíèå ïðè ïðåêúñíàò ïðîöåñ
å äà áúäå èç÷åðïàí âñè÷êèÿò ñóáñòðàò â ðåàêòîðà, òî ìîäèôèöèðàíèÿò
ìîäåë ïîçâîëÿâà äà ñå îïèøå ïî-ñëîæíî ïîâåäåíèå. Ïîñëåäíîòî ìîæå äà
áúäå ðåçóëòàò îò âëèÿíèåòî íà ðàçëè÷íè ôàêòîðè íà ñðåäàòà, êîèòî ìî-
ãàò äà áúäàò âêëþ÷åíè êàòî ïàðàìåòðè, îïðåäåëÿùè ïðàãîâèòå ñòîéíîñòè
çà ôóíêöèÿòà íà ðàñòåæ. Ïîñëåäâàùèòå èçñëåäâàíèÿ áèõà ìîãëè äà ñå
ôîêóñèðàò âúðõó äåôèíèðàíåòî íà êîíêðåòíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ, êîè-
òî èìàò ïðàâäîïîäîáíî îò ãëåäíà òî÷êà íà áèîëîãèÿòà ïîâåäåíèå. Ñúùî
òàêà, ìîãàò äà áúäàò ðàçãëåäàíè ðàçëè÷íè ñëó÷àè, â êîèòî êëàñè÷åñêè-
òå ìîäåëè íå äàâàò äîáðè ðåçóëòàòè è äà ñå ïîòúðñÿò óäà÷íè íåëèíåéíè
ôóíêöèè íà ðàñòåæ çà âñåêè îò òÿõ.

Ðåçóëòàòèòå îò íàñòîÿùàòà ãëàâà ñà ïóáëèêóâàíè â [44].



Áëàãîäàðíîñòè

Èçêàçâàì èñêðåíàòà ñè áëàãîäàðíîñò íà íàó÷íèÿ ñè ðúêîâîäèòåë, ïðîô.
ä-ð Íåëè Äèìèòðîâà, çà ïîäêðåïàòà, öåííèòå íàïúòñòâèÿ è ïîìîùòà ïî
âðåìå íà öÿëàòà äîêòîðàíòóðà. Áåç òÿõ íàñòîÿùèÿò äèñåðòàöèîíåí òðóä
íå áè áèë âúçìîæåí.

Ðåçóëòàòèòå â Ãëàâà 4 ñà ïîëó÷åíè â ñúòðóäíè÷åñòâî ñ Ãåðãàíà Âåëè-
êîâà, ïîíàñòîÿùåì äîêòîðàíò â Óíèâåðñèòåòà â Îêñôîðä. Êîìóíèêàöè-
ÿòà ìè ñ íåÿ å äîïðèíåñëà ñúùåñòâåíî çà ïî-çàäúëáî÷åíîòî ðàçáèðàíå íà
ðåäèöà âúïðîñè îò îáëàñòòà íà áèîëîãèÿòà.

Áëàãîäàðåí ñúì è íà êîëåãèòå îò êàòåäðà �×èñëåíè ìåòîäè è àëãî-
ðèòìè� íà Ôàêóëòåòà ïî ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà, ÑÓ �Ñâ. Êëèìåíò
Îõðèäñêè� çà îòëè÷íàòà ðàáîòíà ñðåäà è îñîáåíî íà ïðîô. äìí Ñòåô-
êà Äèìîâà è ïðîô. ä-ð Òàòÿíà ×åðíîãîðîâà, ÷èÿòî ïîäêðåïà å èçèãðà-
ëà êëþ÷îâà ðîëÿ çà äîñåãàøíîòî ìè íàó÷íî ðàçâèòèå, è íà àñ. Ãàëèíà
Ëþöêàíîâà-Æåêîâà, ñúâìåñòíàòà ìè ðàáîòà ñ êîÿòî ìå å íàó÷èëà íà èç-
êëþ÷èòåëíî ìíîãî.
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Àïðîáàöèÿ íà ðåçóëòàòèòå îò

äèñåðòàöèÿòà

Îñíîâíàòà ÷àñò îò ðåçóëòàòèòå, âêëþ÷åíè â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä, ñà ïóá-
ëèêóâàíè â ñëåäíèòå ñòàòèè:

1. T. Ivanov, N. Dimitrova, A predator-prey model with generic birth
and death rates for the predator and Beddington-DeAngelis functional
response. Math. Com. Sim. 133 (2017) 111-123, http://dx.doi.org/
10.1016/j.matcom.2015.08.003, IF(2016): 1.218 ;

2. T. Ivanov, N. Dimitrova, Qualitative e�ects of introducing nonlinear
birth and death rates for the predator in a predator-prey type model,
Biomath 6 (2017), 1703167, http://dx.doi.org/10.11145/j.biomath.
2017.03.167 (ñïèñàíèåòî å èíäåêñèðàíî â Mathematical Reviews,
Zentralblatt MATH, EBSCO, Google Scholar);

3. T. Ivanov, G. Velikova, Data �tting in Monod-type models with nonlinear
growth rates, Biomath Communications 5 (2018), http://dx.doi.org/
10.11145/bmc.2018.04.187.

Çàáåëÿçàíè ñà äâå öèòèðàíèÿ íà ñòàòèÿ 1:

1. M. Moustafa, M.H. Mohd, A.I. Ismail, F.A. Abdullah, Dynamical ana-
lysis of a fractional-order Rosenzweig�MacArthur model incorporating
a prey refuge, Chaos, Solitons & Fractals 109 (2018) 1�13, https:
//doi.org/10.1016/j.chaos.2018.02.008, IF(2016): 1.455.

2. K. Baisad, S. Mooncha, Analysis of stability and Hopf bifurcation in a
fractional Gauss-type predator�prey model with Allee e�ect and Holling
type-III functional response, Advances in Di�erence Equations 82 (2018)
https://doi.org/10.1186/s13662-018-1535-9, IF(2016): 0.335.

×àñòè îò äèñåðòàöèÿòà ñà äîêëàäâàíè íà ñëåäíèòå íàó÷íè ôîðóìè:
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Ãëàâà 4. 87

1. Ò. Èâàíîâ, Ã. Âåëèêîâà, Ìîäåë îò òèï íà Ìîíî ñ îáîáùåíà ôóíê-
öèÿ íà ðàñòåæ çà áèîìàñàòà, Ñåìèíàð íà ñåêöèÿ �Ìàòåìàè÷åñêî
ìîäåëèðàíå è ÷èñëåí àíàëèç� ïðè ÈÌÈ�ÁÀÍ, 13.11.2017, Ñîôèÿ,
Áúëãàðèÿ;

2. T. Ivanov, N. Dimitrova, G. Velikova, Mathematical models with generic
birth and death rates in population dynamics with applications in bio-
technology and ecology, ECMI 2016, 13.06-17.06.2016, Santiago de Com-
postella, Spain;

3. Ò. Èâàíîâ, Í. Äèìèòðîâà, Ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè îò òèï õèùíèê-
æåðòâà ñ îáîáùåíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ çà õèùíèêà, Ñåìèíàð ïî
ìàòåìàòè÷åñêî ìîäåëèðàíå êúì êàòåäðà �×èñëåíè ìåòîäè è àë-
ãîðèòìè�, ÔÌÈ�ÑÓ, 10.10.2015, Ãüîëå÷èöà, Áúëãàðèÿ;

4. T. Ivanov, N. Dimitrova, E�ects of Nonlinear Growth and Death Rates
for the Predator in Predator-Prey Type Models, BIOMATH 2015, 14.06-
19.06.2015, Blagoevgrad, Bulgaria.

Ðåçóëòàòè îò äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ñà âêëþ÷åíè êàòî ÷àñò îò îò÷åòèòå
íà ñëåäíèòå íàó÷íè ïðîåêòè:

1. Âúòðåøíî-èíñòèòóöèîíàëåí ïðîåêò �Ìàòåìàòè÷åñêî ìîäåëèðà-
íå è êîìïþòúðíè ñèìóëàöèè íà áèîïðîöåñè� íà ñåêöèÿ �Ìàòåìà-
òè÷åñêî ìîäåëèðàíå è ÷èñëåí àíàëèç� ïðè ÈÌÈ-ÁÀÍ;

2. �×èñëåíè ìåòîäè è àïðîêñèìàöèè�, Äîãîâîð 80-10-11/12.04.2017 ñ
ÔÍÈ-ÑÓ;

3. �Àïðîêñèìàöèè è ÷èñëåíè ìåòîäè�, Äîãîâîð 30/2016 ñ ÔÍÈ-ÑÓ;

4. �×èñëåíè ìåòîäè è ïðèëîæåíèÿ�, Äîãîâîð 75/2015 ñ ÔÍÈ-ÑÓ.



Àâòîðñêà ñïðàâêà

Ïî ìíåíèåòî íà àâòîðà îñíîâíèòå ïðèíîñè íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ñà
ñëåäíèòå:

1. Ðàçøèðåíè ñà ðåçóëòàòèòå îò [74] çà ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë îò òèï
õèùíèê-æåðòâà ñ îáîáùåíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ çà õèùíèêà è ñïå-
öèôè÷íà ôóíêöèÿ íà ðàñòåæ íà Holling îò òèï II. Â ÷àñòíîñò (êàòî
ãðàíè÷åí ñëó÷àé íà Òåîðåìà 14 îò äèñåðòàöèÿòà) å äîêàçàíà àíàëè-
òè÷íî ãëîáàëíàòà óñòîé÷èâîñò íà âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà â
ñëó÷àÿ êîãàòî òÿ ñúùåñòâóâà è å ëîêàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà;

2. Íàïðàâåí å ïîäðîáåí àíàëèç íà êà÷åñòâåíîòî ïîâåäåíèå íà òðè äâó-
ìåðíè ìîäåëà îò ïîïóëàöèîííàòà äèíàìèêà ïðè èçïîëçâàíåòî íà
îáîáùåíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ çà åäíà îò ïîïóëàöèèòå;

3. Íà áàçàòà íà åäèí êîíêðåòåí ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë íà ñèñòåìà îò
òèï õèùíèê-æåðòâà ñúñ çàùèòíî ïîâåäåíèå íà æåðòâàòà å ïîêàçàíî,
÷å âúâåæäàíåòî íà îáîáùåíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ ìîæå ÷óâñòâèòåë-
íî äà îáîãàòè äèíàìèêàòà íà äàäåí ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë;

4. Ïîêàçàíî å, ÷å âúâåæäàíåòî íà îáîáùåíè ôóíêöèè íà ðàñòåæ ïîç-
âîëÿâà ïî-ãîëÿìà ãúâêàâîñò îò ãëåäíà òî÷êà íà îïèñâàíåòî íà åêñ-
ïåðèìåíòàëíè äàííè.
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Ïðèëîæåíèå À

Äèíàìè÷íè ñèñòåìè

Îñíîâåí àïàðàò íà èçñëåäâàíå íà ðàçãëåæäàíèòå ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè
å òåîðèÿòà íà äèíàìè÷íèòå ñèñòåìè. Òóê ùå äàäåì êðàòúê îáçîð íà íÿêîè
ïîíÿòèÿ è òâúðäåíèÿ (áåç äîêàçàòåëñòâà) îò îáëàñòòà íà äèíàìè÷íèòå
ñèñòåìè, êîèòî ñå èçïîëçâàò ìíîãîêðàòíî â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä. Òåìàòà
å èçêëþ÷èòåëíî îáøèðíà è ïîäðîáíîñòè (â ÷àñòíîñò, äîêàçàòåëñòâà íà
ôîðìóëèðàíèòå òåîðåìè) ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè â [29], [47], [80]. Òóê
äî ãîëÿìà ñòåïåí ùå ñëåäâàìå èçëîæåíèåòî ïî òåìàòà, íàïðàâåíî â [69].

À.1 Îñíîâíè ïîíÿòèÿ, ñúùåñòâóâàíå è åäèí-

ñòâåíîñò íà ðåøåíèÿòà

Äåôèíèöèÿ 1. [69] Ôóíêöèÿòà π : Rn ×R→ Rn íàðè÷àìå äèíàìè÷íà
ñèñòåìà, àêî èçïúëíÿâà ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

1. π(x, 0) = x;

2. π(x, t+ s) = π(π(x, t), s).

Ñèñòåìàòà ÎÄÓ
y′ = f(y), (À.1)

êúäåòî y ∈ Rn è f : Rn → Rn å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà, çàäàâà
äèíàìè÷íà ñèñòåìà, êàòî äåôèíèðàìå π(x, t) äà áúäå ñòîéíîñòòà íà y â
ìîìåíòà t, êúäåòî y(t) å ðåøåíèåòî íà (À.1), óäîâëåòâîðÿâàùî íà÷àëíèòå
óñëîâèÿ y(0) = x.

Äåôèíèöèÿ 2. [69] Íåêà å äàäåíà òî÷êà x ∈ Rn. Ìíîæåñòâîòî

{π(x, t), t ≥ 0}
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íàðè÷àìå ïîëîæèòåëíà òðàåêòîðèÿ (îðáèòà) ïðåç òî÷êàòà x è îçíà-
÷àâàìå ñ γ+(x). Àíàëîãè÷íî äåôèíèðàìå ïîíÿòèåòî îòðèöàòåëíà òðà-
åêòîðèÿ (îðáèòà) ïðåç òî÷êàòà x. Îáåäèíåíèåòî íà ïîëîæèòåëíàòà è
îòðèöàòåëíàòà òðàåêòîðèÿ ïðåç òî÷êàòà x íàðè÷àìå òðàåêòîðèÿ (îð-
áèòà) ïðåç x.

Òâúðäåíèå 17 (Picard-Lindel�of). [29] Àêî f(t, x) å íåïðåêúñíàòà âúð-
õó îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî Ω è ëîêàëíî ëèïøèöîâà ïî îòíîøåíèå íà
x, òîãàâà çà âñÿêà òî÷êà (t0, x0) ∈ Ω ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî ðåøåíèå
x(t, t0, x0) íà çàäà÷àòà íà Êîøè

dx

dt
= f(t, x),

x(t0) = x0.
(À.2)

Ôóíêöèÿòà x(t, t0, x0) å äåôèíèðàíà è íåïðåêúñíàòà â îòâîðåíî ïîäìíî-
æåñòâî íà Rn+2.

Òâúðäåíèå 18. [29] Àêî Ω å îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn+1, f : Ω→
Rn å íåïðåêúñíàòà è ϕ(t) å ðåøåíèå íà çàäà÷àòà íà Êîøè (À.2) äåôè-
íèðàíî â äàäåí èíòåðâàë, òîãàâà ñúùåñòâóâà ïðîäúëæåíèå íà ϕ(t) äî
ìàêñèìàëåí èíòåðâàë íà ñúùåñòâóâàíå. Îñâåí òîâà, àêî (a, b) å ìàê-
ñèìàëåí èíòåðâàë íà ñúùåñòâóâàíå çà ðåøåíèåòî x íà (À.2), òîãàâà
(t, x(t)) êëîíè êúì ãðàíèöàòà íà Ω ïðè t→ a è t→ b.

Ñëåäñòâèå 4. [29] Àêî ôóíêöèÿòà f(t, x) å íåïðåêúñíàòà çà t ∈ (t1,+∞),
t1 < t0, |x| < α è ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å äàäåíî ðåøåíèå x(t) íà çàäà÷à-
òà íà Êîøè (À.2) èçïúëíÿâà |x(t)| ≤ β < α çà âñè÷êè ñòîéíîñòè t ≥ t0,
çà êîèòî x(t) å äåôèíèðàíî, òîãàâà x(t) å äåôèíèðàíî çà t ∈ [t0,+∞).

Äåôèíèöèÿ 3. [69] Åäíà äèíàìè÷íà ñèñòåìà ñå íàðè÷à äèñèïàòèâíà,
àêî ñúùåñòâóâà îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî M è çà âñÿêà ïîëîæèòåëíà òðà-
åêòîðèÿ γ+(x) ñúùåñòâóâà t0, òàêà ÷å çà âñÿêî t > t0, γ

+(x) ëåæè â M .

Òâúðäåíèå 19. [69] Äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà òîâà âñè÷êè ðåøåíèÿ íà
(À.1) äà ñúùåñòâóâàò çà âñÿêî t > 0 å ñèñòåìàòà äà å äèñèïàòèâíà.

Äåôèíèöèÿ 4. [69] Ìíîæåñòâîòî S ñå íàðè÷à ïîëîæèòåëíî èíâàðè-
àíòíî, àêî âñè÷êè òðàåêòîðèè, ÷èèòî íà÷àëíè óñëîâèÿ ñà â S, îñòàâàò â
S çà âñÿêî t > 0. Àêî òðàåêòîðèèòå îñòàâàò â S êàêòî çà ïîëîæèòåëíèòå,
òàêà è çà îòðèöàòåëíèòå ñòîéíîñòè íà t, S ñå íàðè÷à èíâàðèàíòíî.
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À.2 Ðàâíîâåñíè òî÷êè è ïåðèîäè÷íè îðáèòè.

Ëîêàëíè ñâîéñòâà íà ðåøåíèÿòà.

Äåôèíèöèÿ 5. [69] Ðàâíîâåñíà òî÷êà íà äàäåíà äèíàìè÷íà ñèñòåìà
íàðè÷àìå åëåìåíò p ∈ Rn òàêúâ, ÷å π(p, t) = p çà âñÿêî t ∈ R. Â ÷àñòíîñò,
ðàâíîâåñíèòå òî÷êè íà (À.1) ñà òåçè y∗ ∈ Rn, çà êîèòî f(y∗) = 0.

Äåôèíèöèÿ 6. [69] Îðáèòà, êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà π(p, t + T ) = π(p, t)
çà âñÿêî t è äàäåíî ôèêñèðíî ðåàëíî ÷èñëî T , íàðè÷àìå ïåðèîäè÷íà
îðáèòà.

Íåêà îçíà÷èì ðåøåíèåòî íà àâòîíîìíàòà ñèñòåìà (À.1), îòãîâàðÿùî
íà íà÷àëíî óñëîâèå y(0) = y0, ñ φ(t, y0). Íåêà ñ ‖.‖ å îçíà÷åíà ñòàíäàðò-
íàòà Åâêëèäîâà íîðìà â Rn.

Äåôèíèöèÿ 7. [69] Ðåøåíèåòî φ(t, y0) ñå íàðè÷à (ëîêàëíî) óñòîé÷èâo
(ïî Ëÿïóíîâ), àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0 òàêîâà, ÷å àêî ‖y0 −
x0‖ < δ, òî ‖φ(t, y0)− φ(t, x0)‖ < ε çà âñÿêî t > 0.

Äåôèíèöèÿ 8. [69] Ðåøåíèåòî φ(t, y0) ñå íàðè÷à (ëîêàëíî) àñèìïòî-
òè÷íî óñòîé÷èâî, àêî å óñòîé÷èâî è ñúùåñòâóâà îêîëíîñò N íà y0 òà-
êàâà, ÷å àêî x0 ∈ N , òî limt→∞ ‖φ(t, x0)− φ(t, y0)‖ = 0.

Òåîðåìà 16. [69] Äàäåíà ðàâíîâåñíà òî÷êà y∗ å àñèìïòîòè÷íî óñòîé-
÷èâà çà (À.1), àêî âñè÷êè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè íà ìàòðèöàòà íà ßêîáè[

∂fi
∂xj

]∣∣∣∣
y=y∗

èìàò îòðèöàòåëíè ðåàëíè ÷àñòè. Àêî íÿêîÿ îò ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñ-
òè èìà ïîëîæèòåëíà ðåàëíà ÷àñò, ðàâíîâåñíàòà òî÷êà å íåóñòîé÷èâà.

Íåêà ñúùàòà òàçè ìàòðèöà èìà k ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè ñ ïîëîæèòåëíà
ðåàëíà ÷àñò è n − k ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè ñ îòðèöàòåëíà ðåàëíà ÷àñò.
Òîãàâà ñúùåñòâóâàò ñëåäíèòå äâå ìíîæåñòâà:

Äåôèíèöèÿ 9. [69] M+(y∗) ñå íàðè÷à óñòîé÷èâî ìíîãîîáðàçèå è ñå
äåôèíèðà êàòî

M+(y∗) := {x : lim
t→∞

π(x, t) = y∗};

M−(y∗) ñå íàðè÷à íåóñòîé÷èâî ìíîãîîáðàçèå è ñå äåôèíèðà êàòî

M−(y∗) := {x : lim
t→−∞

π(x, t) = y∗}.
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Çàáåëåæêà 11. Òåçè äâå ìíîæåñòâà ëîêàëíî ñà ìíîãîîáðàçèÿ ñ ðàçìåð-
íîñòè ñúîòâåòíî n−k è k è âñè÷êè òðàåêòîðèè ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ â òåçè
ìíîæåñòâà êëîíÿò êúì ðàâíîâåñíàòà òî÷êà y∗, êîãàòî t êëîíè êúì +∞
(óñòîé÷èâî ìíîãîîáðàçèå) èëè −∞ (íåóñòîé÷èâî ìíîãîîáðàçèå).

Äåôèíèöèÿ 10. [69] Íåêà y∗ å ðàâíîâåñíà òî÷êà íà (À.1). Àêî âñè÷êè
ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè íà ìàòðèöàòà íà ßêîáè[

∂fi
∂xj

]∣∣∣∣
y=y∗

èìàò íåíóëåâè ðåàëíè ÷àñòè, y∗ ñå íàðè÷à õèïåðáîëè÷íà ðàâíîâåñíà
òî÷êà.

À.3 Áèôóðêàöèè íà ðàâíîâåñíè òî÷êè

Áèôóðêàöèîííèÿò àíàëèç å ìîùåí èíñòðóìåíò, êîéòî ïîçâîëÿâà èçñëåä-
âàíåòî íà êà÷åñòâåíèòå ïðîìåíè â ïîâåäåíèåòî íà ðåøåíèÿòà íà äàäåíà
äèíàìè÷íà ñèñòåìà â çàâèñèìîñò îò ñòîéíîñòèòå íà åäèí èëè ïîâå÷å íåé-
íè ïàðàìåòðè. Ùå ïðèâåäåì íÿêîè óâîäíè ñâåäåíèÿ, êîèòî ñà èçïîëçâàíè
â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä, êàòî èçëîæåíèåòî å ïîâëèÿíî îò [71]. Ïîâå÷å èí-
ôîðìàöèÿ ìîæå äà áúäå íàìåðåíà â [47, 80].

Êàêòî êîìåíòèðàõìå â ïðåäõîäíèÿ ïàðàãðàô, àêî äàäåíà ðàâíîâåñ-
íà òî÷êà å õèïåðáîëè÷íà, íåéíàòà ëîêàëíà óñòîé÷èâîñò ìîæå äà áúäå
îïðåäåëåíà îò çíàöèòå íà ðåàëíèòå ÷àñòè íà ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà
ìàòðèöàòà íà ßêîáè çà f(x), ïðåñìåòíàòà â ðàâíîâåñíàòà òî÷êà. Ñëåäî-
âàòåëíî ìîæå äà èìà ïðîìÿíà â êà÷åñòâåíîòî ïîâåäåíèå íà ðåøåíèÿòà â
îêîëíîñò íà äàäåíà ðàâíîâåñíà òî÷êà, ñàìî àêî ïðè âàðèðàíåòî íà åäèí
èëè ïîâå÷å ïàðàìåòðè â äàäåí ìîäåë, íÿêîÿ îò ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà
ìàòðèöàòà íà ßêîáè ïðåñè÷à èìàãèíåðíàòà îñ. Â ñëó÷àÿ íà äâóìåðíà ñèñ-
òåìà, êîéòî å ïðåäìåò íà èçñëåäâàíå íà íàñòîÿùèÿ äèñåðòàöèîíåí òðóä,
ñëåäîâàòåëíî ñà íàëèöå äâå âúçìîæíîñòè � äà ñå ïîëó÷àâà åäíà ðåàëíà
ñîáñòâåíà ñòîéíîñò, ðàâíà íà íóëà, èëè äà ñå ïîëó÷àâàò äâå êîìïëåêñíî
ñïðåãíàòè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè ñ íóëåâà ðåàëíà ÷àñò.

Ïðîìÿíàòà íà êà÷åñòâåíîòî ïîâåäåíèå íà ñèñòåìàòà â îêîëíîñò íà
ðàâíîâåñíàòà òî÷êà ñå íàðè÷à áèôóðêàöèÿ. Òóê ùå ñå ñïðåì ïî-ïîäðîáíî
íà áèôóðêàöèèòå íà Õîïô è Áîãäàíîâ�Òàêåíñ.

Áèôóðêàöèÿòà íà Õîïô ñå ïîëó÷àâà, êîãàòî ïðè âàðèðàíåòî íà
åäèí ïàðàìåòúð µ äâîéêà ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè ïðåñè÷àò èìàãèíåðíàòà
îñ, ò.å. èìàìå äâîéêà êîìïëåêñíî ñïðåãíàòè ÷èñòî èìàãèíåðíè ñîáñòâå-
íè ñòîéíîñòè, ïðè áèôóðêàöèîííàòà ñòîéíîñò µ = µ0. Áåç îãðàíè÷åíèå



Ïðèëîæåíèå À. Äèíàìè÷íè ñèñòåìè 93

Ôèãóðà À.1: Äîêðèòè÷íà áèôóðêàöèÿ íà Õîïô [48]

Ôèãóðà À.2: Íàäêðèòè÷íà áèôóðêàöèÿ íà Õîïô [48]

íà îáùíîñòòà ùå ïðèåìàìå ïî-íàòàòúê, ÷å µ0 = 0. Ïðè íàëè÷èåòî íà
áèôóðêàöèÿ íà Õîïô, ôàçîâèòå ïîðòðåòè â îêîëíîñò íà ðàâíîâåñíàòà
òî÷êà ïðè âàðèðàíåòî íà ïàðàìåòúðà ñà èëþñòðèðàíè íà Ôèã. À.1 (äîê-
ðèòè÷íà áèôóðêàöèÿ íà Õîïô) è Ôèã. À.2 (íàäêðèòè÷íà áèôóðêàöèÿ íà
Õîïô). Ïðè íàäêðèòè÷íàòà áèôóðêàöèÿ, êîãàòî ïàðàìåòúðúò ïðåìèíå
ïðåç áèôóðêàöèîííàòà ñòîéíîñò, ðàâíîâåñíàòà òî÷êà îò óñòîé÷èâà ñòà-
âà íåóñòîé÷èâà è ñå �ïîÿâÿâà� óñòîé÷èâà ïåðèîäè÷íà îðáèòà. Â ñëó÷àÿ
íà äîêðèòè÷íà áèôóðêàöèÿ íà Õîïô å íàëèöå íåóñòîé÷èâà ïåðèîäè÷íà
îðáèòà, êîãàòî ïàðàìåòúðúò å ïî-ìàëúê îò áèôóðêàöèîííàòà ñòîéíîñò,
êàòî ðàâíîâåñíàòà òî÷êà îòíîâî îò óñòîé÷èâà ñòàâà íåóñòîé÷èâà ïðè íå-
ãîâîòî óâåëè÷àâàíå. Ðàçëèêàòà â òîçè ñëó÷àé å, ÷å ðàâíîâåñíàòà òî÷êà
î÷åâèäíî íå ìîæå äà áúäå ãëîáàëíî óñòîé÷èâà ïðè µ < µ0 è îñâåí òîâà
íÿìà ïåðèîäè÷íà îðáèòà, êîÿòî äà �ñïèðà� òðàåêòîðèèòå äà ñå îòäàëå÷àò
íà ïðîèçâîëíî ãîëÿìî ðàçñòîÿíèå îò ðàâíîâåñíàòà òî÷êà ïðè µ > µ0.
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Òâúðäåíèå 20. [80] Íîðìàëíàòà ôîðìà, êîÿòî ñúîòâåòñòâà íà áèôóð-
êàöèÿ íà Õîïô, å ñëåäíàòà:

dx1
dt

= α(µ)x1 − x2 + θx1
(
x21 + x22

)
,

dx2
dt

= x1 + α(µ)x2 + θx2
(
x21 + x22

)
.

êúäåòî θ = 1 èëè θ = −1.
Ñ äðóãè äóìè, àêî äàäåíà äâóìåðíà ñèñòåìà ìîæå äà áúäå òðàíñôîð-

ìèðàíà ñ ïîìîùòà íà äèôåîìîðôèçìè äî ïîñî÷åíàòà íîðìàëíà ôîðìà,
å íàëèöå áèôóðêàöèÿ íà Õîïô.

Ïðè θ = 1 áèôóðêàöèÿòà å äîêðèòè÷íà (àíãë. subcritical), à ïðè θ =
−1 � íàäêðèòè÷íà (àíãë. supercritical).

Â ñèëà å ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 17. [47] Íåêà å äàäåíà ñëåäíàòà äâóìåðíà äèíàìè÷íà ñèñòåìà,
çàâèñåùà îò åäèí ïàðàìåòúð µ:

dx

dt
= f(x, µ), x = (x1, x2)

T ∈ R2, µ ∈ R1

ñ ãëàäêà äÿñíà ñòðàíà f . Íåêà çà äîñòàòú÷íî ìàëêè ñòîéíîñòè íà |µ|,
ñúùåñòâóâà ðàâíîâåñíà òî÷êà x0(µ), x0(0) = 0 è ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñ-
òè íà ìàòðèöàòà íà ßêîáè çà ñèñòåìàòà, ïðåñìåòíàòà â òàçè òî÷êà,
ñà

λ1,2(µ) = τ(µ)± iω(µ),

êúäåòî τ(0) = 0, ω(0) = ω0 > 0. Íåêà ïðè òîâà ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå
óñëîâèÿ çà íåèçðîäåíîñò íà ñèñòåìàòà:

1.
dτ

dµ
(0) 6= 0,

2. l1(0) 6= 0, êúäåòî l1 å ïúðâèÿò êîåôèöèåíò íà Ëÿïóíîâ, äåôèíèðàí
ïî-äîëó.

Òîãàâà äàäåíàòà ñèñòåìà å òîïîëîãè÷åñêè åêâèâàëåíòíà â îêîëíîñò íà
íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà íà åäíà îò ñëåäíèòå äâå íîðìàë-
íè ôîðìè:

d

dt

[
y1
y2

]
=

[
β −1
1 β

] [
y1
y2

]
+ θ(y21 + y22)

[
y1
y2

]
,

êúäåòî θ = sign l1(0).
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Ïúðâèÿò êîåôèöèåíò íà Ëÿïóíîâ l1(0) ìîæå äà áúäå ïðåñìåòíàò ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí. Çàïèñâàìå f(x, 0) â ñëåäíèÿ âèä, êàòî èçïîëçâàìå ëèíå-
àðèçàöèÿòà îêîëî x = 0:

f(x, 0) =

[
0 −ω0

ω0 0

] [
x1
x2

]
+

[
P (x1, x2)
Q(x1, x2)

]
.

Òîãàâà

l1(0) =
1

8ω0

(Px1x1x1 + Px1x2x2 +Qx1x1x2 +Qx2x2x2)

+
1

8ω2
0

[Px1x2(Px1x1 + Px2x2)−Qx1x2(Qx1x1 +Qx2x2)− Px1x1Qx1x1 + Px2x2Qx2x2 ],

êúäåòî äîëíèòå èíäåêñè îçíà÷àâàò ÷àñòíè ïðîèçâîäíè, ïðåñìåòíàòè çà
x = 0 [26].

Áèôóðêàöèÿòà íà Áîãäàíîâ�Òàêåíñ ñå ïîëó÷àâà ïðè âàðèðàíåòî
íà äâà ïàðàìåòúðà â äàäåí ìîäåë, ò.å. å áèôóðêàöèÿ ñ êîðàçìåðíîñò 2.

Íàé-÷åñòî ñðåùàíàòà íîðìàëíà ôîðìà, êîÿòî ñúîòâåòñòâà íà áèôóð-
êàöèÿ íà Áîãäàíîâ�Òàêåíñ, å ñëåäíàòà:

dx1
dt

= x2,

dx2
dt

= β1 + β2x1 + x21 + σx1x2,

êúäåòî σ = 1 èëè σ = −1.
Äèíàìè÷íîòî ïîâåäåíèå â îêîëíîñò íà áèôóðêàöèîííèòå ñòîéíîñòè

íà ïàðàìåòðèòå çà ñëó÷àÿ σ = −1, êîéòî ñå ñðåùà â äèñåðòàöèîííèÿ
òðóä, å èëþñòðèðàíî ïîñðåäñòâîì áèôóðêàöèîííà äèàãðàìà íà Ôèã. À.3.

Â ñèëà å ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 18. Íåêà å äàäåíà äâóìåðíàòà ñèñòåìà

dx

dt
= f(x, α), x ∈ R2, α ∈ R2

è íåêà ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ çà íåèçðîäåíîñò:

1. a(0)b(0) 6= 0,

2. èçîáðàæåíèåòî (x, α) 7→ (f(x, α), trace(fx(x, α)), det(fx(x, α))) å íå-
îñîáåíî â òî÷êàòà (x, α) = (0, 0),
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Ôèãóðà À.3: Áèôóðêàöèîííà äèàãðàìà çà áèôóðêàöèÿòà íà Áîãäàíîâ�
Òàêåíñ. Ôàçîâè ïîðòðåòè â îêîëíîñò íà òî÷êàòà íà áèôóðêàöèÿ â çà-
âèñèìîñò îò ñòîéíîñòèòå íà äâàòà áèôóðêàöèîííè ïàðàìåòúðà � β1, β2
[27].
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êúäåòî êâàäðàòè÷íèòå êîåôèöèåíòè a, b ñà äåôèíèðàíè ïî-äîëó.
Òîãàâà äàäåíàòà ñèñòåìà å òîïîëîãè÷åñêè åêâèâàëåíòíà â îêîëíîñò

íà íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà íà åäíà îò ñëåäíèòå íîðìàëíè
ôîðìè:

dx1
dt

= x2,

dx2
dt

= β1 + β2x1 + x21 + σx1x2,

êúäåòî σ = sign a(0)b(0) = ±1.

Êâàäðàòè÷íèòå êîåôèöèåíòè a(0) è b(0) ìîãàò äà áúäàò ïðåñìåòíàòè
ïî ñëåäíèÿ íà÷èí [47]. Ðàçâèâàìå äÿñíàòà ñòðàíà f(x, 0) â ðåä íà Òåéëúð
îêîëî òî÷êàòà x = 0:

f(x, 0) = A0x+
1

2
B(x, x) +O(‖x‖3),

êúäåòî B(x, y) å âåêòîðíà ôóíêöèÿ ñ êîìïîíåíòè

Bj(x, y) =
2∑

k,l=1

∂2fj(ξ, 0)

∂ξk∂ξl

∣∣∣∣
ξ=0

xkyl,

êúäåòî j = 1, 2. Íåêà q0, q1, p0, p1 ∈ R2 ñà íåíóëåâè âåêòîðè, óäîâëåòâîðÿ-
âàùè

A0q0 = 0, A0q1 = q0 A
T
0 p1 = 0, AT0 p0 = p1

è íîðìàëèçèðàíè òàêà, ÷å

〈p0, q0〉 = 〈p1, q1〉 = 1, 〈p0, q1〉 = 〈p1, q0〉 = 0,

êúäåòî 〈p, q〉 := pT q. Òîãàâà

a(0) =
1

2
〈p1, B(q0, q0)〉 , b(0) = 〈p0, B(q0, q0)〉+ 〈p1, B(q0, q1)〉 .

À.4 Àñèìïòîòèêà íà ðåøåíèÿòà

Äåôèíèöèÿ 11. [69] Íåêà {tn} å ðåäèöà îò ðåàëíè ÷èñëà, êîÿòî êëîíè
êúì áåçêðàéíîñò ïðè n→∞. Àêî Pn = π(x, tn) êëîíè êúì äàäåíà òî÷êà
P , òîãàâà P ñå íàðè÷à ω-ãðàíè÷íà òî÷êà íà x.

Äåôèíèöèÿ 12. [69] Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ω-ãðàíè÷íè òî÷êè íà x ñå
íàðè÷à ω-ãðàíè÷íî ìíîæåñòâî íà x è ñå áåëåæè ñ ω(x).
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Äåôèíèöèÿ 13. [69] Íåêà {tn} å ðåäèöà îò ðåàëíè ÷èñëà, êîÿòî êëîíè
êúì ìèíóñ áåçêðàéíîñò ïðè n→∞. Àêî Pn = π(x, tn) êëîíè êúì äàäåíà
òî÷êà P , òîãàâà P ñå íàðè÷à α-ãðàíè÷íà òî÷êà íà x.

Äåôèíèöèÿ 14. [69] Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè α-ãðàíè÷íè òî÷êè íà x ñå
íàðè÷à α-ãðàíè÷íî ìíîæåñòâî íà x è ñå áåëåæè ñ α(x).

Òâúðäåíèå 21. [69] Àêî ñèñòåìàòà å äèñèïàòèâíà, òî ω-ãðàíè÷íîòî
ìíîæåñòâî å íåïðàçíî, êîìïàêòíî, ñâúðçàíî, èíâàðèàíòíî ìíîæåñò-
âî.

Äåôèíèöèÿ 15. Íåêà (À.1) å n-ìåðíà ñèñòåìà, ò.å. x(t) = (x1(t), . . . , xn(t))T .
Êàçâàìå, ÷å ñèñòåìàòà å ðàâíîìåðíî ïåðñèñòåíòíà1, àêî ñúùåñòâóâà
ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà ε òàêàâà, ÷å çà âñÿêî íåéíî ðåøåíèå x(t), ñúîòâåò-
ñòâàùî íà ïîëîæèòåëíî íà÷àëíî óñëîâèå, å â ñèëà lim inft→+∞ xi(t) ≥ ε,
i = 1, n.

Òåîðåìà 19 (Ëÿïóíîâ). [29] Àêî ñúùåñòâóâà ïîëîæèòåëíî îïðåäåëå-
íà âúðõó îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî Ω 3 0 ôóíêöèÿ f(x) òàêàâà, ÷å V̇ :=
[∂V (x)/∂x] · f(x) ≤ 0, òîãàâà x = 0 e ðåøåíèå íà (À.1), êîåòî å óñòîé-
÷èâî. Àêî â äîïúëíåíèå V̇ å îòðèöàòåëíî îïðåäåëåíà â Ω, òîãàâà x = 0
å àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâî ðåøåíèå.

Äåôèíèöèÿ 16. Ùå êàçâàìå, ÷å ñêàëàðíàòà ôóíêöèÿòà V å ñëàáà ôóí-
êöèÿ íà Ëÿïóíîâ âúðõó îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî G ⊂ Rn, àêî òÿ å íåï-
ðåêúñíàòà âúðõó çàòâîðåíàòà îáâèâêà íà G, clos G è V̇ (x) := [∂V (x)/∂x] ·
f(x) ≤ 0 çà x ∈ G.

Òåîðåìà 20 (Ïðèíöèï çà èíâàðèàíòíîñòòà íà LaSalle). [29] Íåêà V å
ñëàáà ôóíêöèÿ íà Ëÿïóíîâ çà (À.1) â îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî G è íå-
êà γ+(x0) å îãðàíè÷åíà îðáèòà, êîÿòî ëåæè â G. Òîãàâà ω-ãðàíè÷íîòî
ìíîæåñòâî íà γ+ ïðèíàäëåæè íà M , êúäåòî M å ìàêñèìàëíîòî èí-
âàðèàíòíî ïî îòíîøåíèå íà (À.1) ïîäìíîæåñòâî íà S := {x ∈ clos G :
V̇ (x) = 0}.

Â ñëó÷àèòå, êîãàòî (À.1) å äâóìåðíà ñèñòåìà, ìíîãî ïîëåçíà å ñëåä-
íàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 21 (Poincar�e-Bendixson). [69] Íåêà γ+(y0) å ïîëîæèòåëíà òðà-
åêòîðèÿ íà (À.1), êîÿòî îñòàâà â çàòâîðåíîòî è îãðàíè÷åíî ïîäìíî-
æåñòâî K ⊂ R2 è íåêà K ñúäúðæà êðàåí áðîé ðàâíîâåñíè òî÷êè. Òîãàâà
å â ñèëà òî÷íî åäíî îò ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:

1Ùå äåôèíèðàìå ïîíÿòèåòî â ÷àñòåí ñëó÷àé, êîéòî å íåîáõîäèì çà öåëèòå íà íàñ-
òîÿùèÿ äèñåðòàöèîíåí òðóä. Çà îáùàòà äåôèíèöèÿ, âæ. [12]
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1. ω(y0) å ðàâíîâåñíà òî÷êà;

2. ω(y0) å ïåðèîäè÷íà îðáèòà;

3. ω(y0) ñúäúðæà êðàåí áðîé ðàâíîâåñíè òî÷êè è ìíîæåñòâî îò òðà-
åêòîðèè γi, ÷èèòî α- è ω-ãðàíè÷íè ìíîæåñòâà ñúäúðæàò ïî åäíà
îò òåçè ðàâíîâåñíè òî÷êè çà âñÿêà òðàåêòîðèÿ γi.

Àêî ìîæåì äà èçêëþ÷èì íÿêîè îò âúçìîæíîñòèòå, ïîñî÷åíè â ãîð-
íàòà òåîðåìà, ïîëó÷àâàìå ðåçóëòàò çà àñèìïòîòèêàòà íà ðåøåíèÿòà íà
äàäåíàòà äâóìåðíà ñèñòåìà. Çà òàçè öåë ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèòå òâúð-
äåíèÿ.

Òåîðåìà 22 (Êðèòåðèé íà Dulac). [69] Íåêà ñèñòåìàòà (À.1) å äâóìåð-
íà. Íåêà G å ñâúðçàíî ïîäìíîæåñòâî íà R2 è íåêà β(x) å íåïðåêúñíàòî
äèôåðåíöèðóåìà ñêàëàðíà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â G. Àêî äèâåðãåíöèÿòà
div(β(x)f(x)) íå ñìåíÿ çíàêà ñè â G, òîãàâà íå ñúùåñòâóâàò ïåðèîäè÷íè
îðáèòè â G.

Òåîðåìà 23 (Ëåìà Butler-McGehee). [69] Íåêà P å õèïåðáîëè÷íà ðàâ-
íîâåñíà òî÷êà íà (À.1), êîÿòî å â ω(x) � ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî íà
γ+(x), íî íå å öÿëîòî ω-ãðàíè÷íî ìíîæåñòâî. Òîãàâà ω(x) èìà íåòðè-
âèàëíî (ò.å. ðàçëè÷íî îò P ) ñå÷åíèå ñ óñòîé÷èâîòî è ñ íåóñòîé÷èâîòî
ìíîãîîáðàçèÿ íà P .
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