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Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä ñúäúðæà 237 ñòðàíèöè, îò êîèòî 234 ñòðàíèöè

îñíîâåí òåêñò è 3 ñòðàíèöè áèáëèîãðà�èÿ ñ 37 çàãëàâèÿ.

Íîìåðàöèÿòà íà �îðìóëèòå, äå�èíèöèèòå, ñëåäñòâèÿòà, òâúðäåíèÿòà è

òåîðåìèòå â àâòîðå�åðàòà ñúîòâåòñòâà òî÷íî íà íîìåðàöèÿòà èì â äèñåð-

òàöèîííèÿ òðóä.

Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä å îáñúäåí è íàñî÷åí çà çàùèòà íà çàñåäàíèå íà

ðàçøèðåíî çâåíî êúì ñåêöèÿ �Àíàëèç, �åîìåòðèÿ è Òîïîëîãèÿ� íà ÈÌÈ-

ÁÀÍ, íàçíà÷åíî ñúñ çàïîâåä íîìåð 44/19.02.2018 ã., ïðîâåäåíî íà 27.02.2018ã.

Äèñåðòàíòúò ðàáîòè êàòî àñèñòåíò êúì êàòåäðà ½Ìàòåìàòèêà è Èí�îð-

ìàòèêà“ âúâ ÂÒÓ ½Òîäîð Êàáëåøêîâ“

Çàùèòàòà íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ùå ñå ñúñòîè íà ...................... îò

............ ÷àñà â àóäèòîðèÿ ....... íà ÈÌÈ�ÁÀÍ íà îòêðèòî çàñåäàíèå íà íà-

ó÷íî æóðè â ñúñòàâ:

1. _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

2. _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

3. _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

4. _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

5. _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

Ìàòåðèàëèòå ïî çàùèòàòà ñà íà ðàçïîëîæåíèå íà èíòåðåñóâàùèòå ñå â

áèáëèîòåêàòà íà ÈÌÈ-ÁÀÍ.

Çàãëàâèå:Âúðõó �åîìåòðèÿòà íà Ìèíèìàëíèòå Ïîâúðõíèíè â 4-Ìåðíî

Åâêëèäîâî Ïðîñòðàíñòâî èëè Ïðîñòðàíñòâî íà Ìèíêîâñêè.

Àâòîð: Êðàñèìèð Áîðèñëàâîâ Êúí÷åâ



Óâîä

Òåîðèÿòà íà ãëàäêèòå ïîâúðõíèíè å îñíîâåí îáåêò íà èçñëåäâàíå êàêòî

â äè�åðåíöèàëíàòà ãåîìåòðèÿ, òàêà è âúâ �èçèêàòà. Êëàñè÷åñêè ïðîáëåì

â äè�åðåíöèàëíàòà ãåîìåòðèÿ íà ãëàäêèòå ïîâúðõíèíè å èçó÷àâàíåòî íà

ñâîéñòâàòà íà ïîâúðõíèíèòå, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèÿ çà òåõíèòå èíâàðè-

àíòè. Òàêà ñå ïîëó÷àâàò: ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè, ÑÌÑ-ïîâúðõíèíèòå,

ïîâúðõíèíèòå ñ ïîñòîÿííà �àóñîâà êðèâèíà è ïð.

Ïðåç 1744 ã. Îéëåð ïîñòàâÿ è ðåøàâà ïðîáëåìà çà íàìèðàíåòî íà ðî-

òàöèîííà ïîâúðõíèíà, êîÿòî ìèíèìèçèðà �óíêöèîíàëà íà ëèöåòî. Åäèí-

ñòâåíîòî ðåøåíèå íà òàçè çàäà÷à å êàòåíîèäúò. Ìàëêî ïî-êúñíî Ëàãðàíæ

íàìèðà äè�åðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå (óðàâíåíèå íà Îéëåð-Ëàãðàíæ) íà ïî-

âúðõíèíèòå, êîèòî ìèíèìèçèðàò �óíêöèîíàëà íà ëèöåòî (ìèíèìàëíè ïî-

âúðõíèíè). Ïðåç 1776 ã. Ìüîíèå ïîêàçâà, ÷å õåëèêîèäúò ñúùî å ðåøåíèå íà

òàçè çàäà÷à è äàâà îñíîâíàòà èíòåðïðåòàöèÿ íà ïîâúðõíèíèòå, óäîâëåòâî-

ðÿâàùè óðàâíåíèåòî íà Îéëåð-Ëàãðàíæ: ñóìàòà íà ãëàâíèòå êðèâèíè âúâ

âñÿêà òî÷êà å íóëà, ò.å. ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè ñå õàðàêòåðèçèðàò ñ íó-

ëåâà ñðåäíà êðèâèíà. Òîâà ñâîéñòâî ñå èçïîëçâà íàé-÷åñòî êàòî äå�èíèöèÿ

íà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà è â ïî-îáùèòå ñëó÷àè.

Åñòåñòâåíî ïðîäúëæåíèå íà èçñëåäâàíåòî íà ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè

â R
3
å òåîðèÿòà íà ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè â ÷åòèðèìåðíèòå è ìíîãîìåð-

íèòå ïñåâäîåâêëèäîâè ïðîñòðàíñòâà. Îñíîâà íà èçó÷àâàíåòî íà ìèíèìàë-

íèòå ïîâúðõíèíè â ÷åòèðèìåðíèòå ïðîñòðàíñòâà (R
4, R4

1, R
4
2) e òåîðèÿòà íà

ãëàäêèòå ïîâúðõíèíè â òåçè ïðîñòðàíñòâà.

Èíâàðèàíòè íà ãëàäêèòå ïîâúðõíèíè â R
4
ñà èçó÷àâàíè îò Eisenhart

[9℄, Kommerell [28℄, S
houten è Struik [32℄, Spivak [34℄, Wong [37℄, Little [29℄.

Ïúðâèòå ëîêàëíè èçñëåäâàíèÿ ñà ïîñâåòåíè íà èçó÷àâàíåòî íà êîí�èãó-

ðàöèÿòà îò òî÷êà è åëèïñàòà íà íîðìàëíàòà êðèâèíà, êîÿòî å �èãóðà â

íîðìàëíàòà ðàâíèíà íà ïîâúðõíèíàòà â òàçè òî÷êà.

Íîâ ïîäõîä â èçó÷àâàíåòî íà ïîâúðõíèíèòå â R
4
, îñíîâàí íà èçîáðàæå-

íèå îò òèï íà Âàéíãàðòåí, âúâåæäàò è èçïîëçâàò �àí÷åâ è Ìèëóøåâà â [18℄

è [19℄.

ÍåêàM å ïîâúðõíèíà â R
4
. Èçîáðàæåíèåòî γ îò òèï íà Âàéíãàðòåí, âú-

âåäåíî â [18℄ âúâ âñÿêà òî÷êà íà ïîâúðõíèíàòà, ïîðàæäà äâå èíâàðèàíòíè

�óíêöèè k è κ. Ôóíêöèÿòà k å ãåîìåòðè÷íà èíâàðèàíòà, à κ å èíâàðèàíòà

ñ òî÷íîñò äî çíàê.

Â [20℄ �àí÷åâ è Ìèëóøåâà âúâåæäàò ãåîäåçè÷íà òîðçèÿ íà òàíãåíòà â

òî÷êà îò ïîâúðõíèíàòà. �ëàâíèòå îòíîñíî γ òàíãåíòè ñå õàðàêòåðèçèðàò

êàòî òàíãåíòè ñ íóëåâà ãåîäåçè÷íà òîðçèÿ. Íîðìàëíèòå êðèâèíè ν′, ν′′
íà

ãëàâíèòå òàíãåíòè ñå íàðè÷àò ãëàâíè íîðìàëíè êðèâèíè. Èíâàðèàíòèòå

k è κ ñå èçðàçÿâàò ÷ðåç ãëàâíèòå íîðìàëíè êðèâèíè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

k = ν′ν′′, κ =
ν′ + ν′′

2
.

Â [19℄ �àí÷åâ è Ìèëóøåâà âúâåæäàò 8 èíâàðèàíòè íà åäíà ïîâúðõíèíà
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è äîêàçâàò �óíäàìåíòàëíàòà òåîðåìà â òåîðèÿòà íà äâóìåðíèòå ïîâúðõ-

íèíè â R
4
, êîÿòî ãëàñè, ÷å ïîâúðõíèíàòà ñå îïðåäåëÿ åäíîçíà÷íî ñ òåçè

èíâàðèàíòè.

Îñíîâåí ïîäõîä â íàøèòå ðàçãëåæäàíèÿ íà ïîâúðõíèíèòå å èçïîëçâà-

íåòî íà ñïåöèàëíè ãåîìåòðè÷íè êîîðäèíàòè � êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè.

Â [15℄ å ïîêàçàíî, ÷å â R
3
êëàñúò íà Âàéíãàðòåíîâèòå ïîâúðõíèíè äî-

ïóñêà êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè. Ñïðÿìî òåçè êîîðäèíàòè êîå�èöèåíòèòå íà

ïúðâàòà è âòîðàòà îñíîâíà �îðìà ñå èçðàçÿâàò ÷ðåç èíâàðèàíòèòå íà ïî-

âúðõíèíàòà, à óñëîâèÿòà çà èíòåãðóåìîñò ñå ñâåæäàò äî åäíî íåëèíåé-

íî ÷àñòíî äè�åðåíöèàëíî óðàâíåíèå (åñòåñòâåíî ÷àñòíî äè�åðåíöèàëíî

óðàâíåíèå). Âñÿêî ðåøåíèå íà òîâà óðàâíåíèå ñúîòâåòñòâà íà åäèíñòâåíà ñ

òî÷íîñò äî äâèæåíèå Âàéíãàðòåíîâà ïîâúðõíèíà. Ïî òîçè íà÷èí îïèñàíè-

åòî íà äàäåí ïîäêëàñ ïîâúðõíèíè ñå ñâåæäà äî èçó÷àâàíåòî íà ðåøåíèÿòà

íà ñúîòâåòíîòî åñòåñòâåíî óðàâíåíèå.

Îñíîâíà êëàñè÷åñêà âåêòîðíà �óíêöèÿ âúðõó åäíà ïîâúðõíèíà å âåê-

òîðíàòà �óíêöèÿ íà ñðåäíàòà êðèâèíà H. Ïîâúðõíèíàòà M ñå íàðè÷à ìè-

íèìàëíà, àêî âåêòîðúò íà ñðåäíàòà êðèâèíà âúâ âñÿêà òî÷êà å íóëà: H = 0.
Åäíà ïîâúðõíèíà M â R

4
å ìèíèìàëíà òî÷íî êîãàòî öåíòúðúò íà

åëèïñàòà íà íîðìàëíàòà êðèâèíà âúâ âñÿêà òî÷êà íà ïîâúðõíèíàòà ñúâ-

ïàäà ñ íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà â íîðìàëíàòà ðàâíèíà íà

M.

Â [18℄ å äîêàçàíî, ÷å:

Åäíà ïîâúðõíèíà â R
4
å ìèíèìàëíà òî÷íî êîãàòî èíâàðèàíòèòå k è

κ óäîâëåòâîðÿâàò ðàâåíñòâîòî κ
2 − k = 0.

Â [19℄ å äîêàçàíî, ÷å:

Åäíà ïîâúðõíèíà â R
4
å ìèíèìàëíà òî÷íî êîãàòî âúâ âñÿêà íåéíà òî÷-

êà âñè÷êè òàíãåíòè ñà ãëàâíè.

Åäíà ïîâúðõíèíà â R
4
ñå íàðè÷à ñóïåðêîí�îðìíà, àêî åëèïñàòà íà íîð-

ìàëíàòà êðèâèíà âúâ âñÿêà òî÷êà íà ïîâúðõíèíàòà å îêðúæíîñò.

Ïðè èçó÷àâàíåòî íà íåñóïåðêîí�îðìíèòå ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè â ÷å-

òèðèìåðíîòî Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñúùåñòâåíî èçïîëçâàìå �àêòà, ÷å

òåçè ïîâúðõíèíè äîïóñêàò êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè. Ñúùåñòâóâàíåòî íà êà-

íîíè÷íè êîîðäèíàòè çà òîçè êëàñ ïîâúðõíèíè â R
4
å äîêàçàíî â [25℄, à ñú-

ùåñòâóâàíåòî íà êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè âúðõó ìèíèìàëíè ïðîñòðàíñòâåíî-

ïîäîáíè ïîâúðõíèíè îò îáù òèï â R
4
1 å äîêàçàíî â [1℄.

Â �ëàâà 3 íà òàçè äèñåðòàöèÿ íèå ðåøàâàìå ñëåäíàòà çàäà÷à:

Äà ñå èçñëåäâàò âñè÷êè ìèíèìàëíè íåñóïåðêîí�îðìíè ïî-

âúðõíèíè â R
4
.

Òàçè çàäà÷à èìà äâà àñïåêòà. Ïúðâèÿò å: Äà ñå íàìåðÿò ðåøåíèÿòà

íà ñèñòåìàòà íà Ôðåíå, êîÿòî îïèñâà ìèíèìàëíèòå íåñóïåðêîí�îðìíè

ïîâúðõíèíè â R
4
. Òàçè çàäà÷à ðåøàâàìå, êàòî íàìèðàìå êàíîíè÷íî ïðåä-

ñòàâÿíå íà Âàéåðùðàñ çà âñÿêà ìèíèìàëíà íåñóïåðêîí�îðìíà ïîâúðõèíà.

Âòîðèÿò àñïåêò å:Äà ñå íàìåðÿò ëîêàëíî ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà îò

åñòåñòâåíè óðàâíåíèÿ íà ìèíèìàëíèòå íåñóïåðêîí�îðìíè ïîâúðõíèíè â

4



Êðàñèìèð Êúí÷åâ �ëàâà 1. Ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè â Rn
è Rn

1

R
4
. Òàçè çàäà÷à ðåøàâàìå êàòî èçïîëçâàìå êàíîíè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà

Âàéåðùðàñ èëè ñâåæäàìå ïðîáëåìà äî ðåøàâàíå íà åñòåñòâåíîòî óðàâíåíèå

íà ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè â R
3
.

Â �ëàâà 5 íà äèñåðòàöèÿòà ïîñòàâÿìå è ðåøàâàìå àíàëîãè÷íèòå çàäà÷è

çà ìèíèìàëíèòå ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíè ïîâúðõíèíè â R
4
1.

Ìàòåðèàëúò å ðàçïðåäåëåí â ïåò ãëàâè, êàêòî ñëåäâà:

�ëàâà 1. Ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè â R
n
è R

n
1

Â �ëàâà 1 ñå ðàçãëåæäàò ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè â R
n
k , k = 0; 1. Òóê

ñå ðàçãëåæäàò òåçè ñâîéñòâà íà ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè, êîèòî ñà âàëèä-

íè ïðè ïðîèçâîëíà ðàçìåðíîñò n ≥ 3. Â Ñåêöèÿ 1.1 ñà äàäåíè îñíîâíèòå

îçíà÷åíèÿ è äå�èíèöèè. Ñ R
n
k îçíà÷àâàìå ñòàíäàðòíîòî n-ìåðíî ïñåâäî-

Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñúñ ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå:

a · b =

n−k
∑

s=1

asbs −
n
∑

s=n−k+1

asbs . (1.1.1)

Â íàøèòå ðàçãëåæäàíèÿ k ùå áúäå 0 èëè 1, êîåòî îòãîâàðÿ íà ñòàíäàðòíîòî

n-ìåðíî Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâîR
n
èëè ñúîòâåòíî íà n-ìåðíîòî ïðîñòðàí-

ñòâî íà Ìèíêîâñêè R
n
1 . Ñ M = (M0, x) îçíà÷àâàìå ãëàäêà ïîâúðõíèíà â

R
n
k , êúäåòî M0 å äâóìåðíî ãëàäêî ìíîãîîáðàçèå, à x � èìåðñèÿ íà M0 â

R
n
k . Ñ Tp(M) ⊂ R

n
k îçíà÷àâàìå äîïèðàòåëíîòî ïðîñòðàíñòâî, à ñ Np(M)

ñúîòâåòíî íîðìàëíîòî ïðîñòðàíñòâî íà M â òî÷êàòà p ∈ M. Ïðè k = 1 ùå

ïðåäïîëàãàìå, ÷å èíäóöèðàíîòî îò R
n
1 ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå â Tp(M), å

ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíî. Ïîâúðõíèíèòå îò ðàçãëåæäàíèÿ âèä â R
n
1 ñå íà-

ðè÷àò ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíè. Çà òî÷êà p ∈ M ñ (u, v) îçíà÷àâàìå äâîéêà
ëîêàëíè êîîðäèíàòè (ïàðàìåòðè) îêîëî p, êîèòî ñå ìåíÿò â îáëàñò D ⊂ R

2
.

Èìåðñèÿòà x ïîðàæäà âåêòîðíà �óíêöèÿ x(u, v) : D → R
n
k . Òúé êàòî ïî-

íàòàòúøíèòå ðàçãëåæäàíèÿ ñà ëîêàëíè, çà M ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å å îò

âèäà (D, x), êúäåòî D ⊂ R
2
. Çà êîå�èöèåíòèòå íà ïúðâàòà îñíîâíà �îð-

ìà íà M èçïîëçâàìå ñòàíäàðòíèòå îçíà÷åíèÿ E, F è G. Èçâåñòíî å, ÷å

îêîëî âñÿêà òî÷êà p ∈ M ìîãàò äà ñå âúâåäàò èçîòåðìè÷íè êîîðäèíàòè,

õàðàêòåðèçèðàùè ñå ñ óñëîâèÿòà E = G è F = 0. Ïî-íàòàòúê, àêî íå å

êàçàíî äðóãî, ùå ïðåäïîëàãàìå ÷å êîîðäèíàòèòå (u, v) ñà èçîòåðìè÷íè. Â

òîçè ñëó÷àé å óäîáíî, íàðåä ñ ðåàëíèòå êîîðäèíàòè (u, v) äà ðàçãëåæäàìå
è êîìïëåêñíàòà êîîðäèíàòà t = u + iv.

Êàòî èçïîëçâàìå ñòàíäàðòíîòî âëàãàíå íà R
n
k â C

n
, ùå ðàçãëåæäàìå

êîìïëåêñè�èöèðàíîòî äîïèðàòåëíî ïðîñòðàíñòâî Tp,C(M) íà M â òî÷êà-

òà p êàòî ïîäïðîñòðàíñòâî íà C
n
. Àíàëîãè÷íî ùå îòúæäåñòâÿâàìå êîìï-

ëåêñè�èöèðàíîòî íîðìàëíî ïðîñòðàíñòâî Np,C(M) íà M ñúñ ñúîòâåòíîòî

ïîäïðîñòðàíñòâî íà C
n
. Àêî a è b ñà äâà âåêòîðà â C

n
, òî ñ a · b (èëè ñà-

ìî ab) îçíà÷àâàìå áèëèíåéíîòî ïðîèçâåäåíèå â C
n
, ÿâÿâàùî ñå åñòåñòâåíî
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Êðàñèìèð Êúí÷åâ �ëàâà 1. Ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè â Rn
è Rn

1

ïðîäúëæåíèå íà ïðîèçâåäåíèåòî (1.1.1) îò R
n
k . Ñ a2

îçíà÷àâàìå ñêàëàðíèÿ

êâàäðàò îòíîñíî òîâà ïðîèçâåäåíèå.

Çà äàäåí âåêòîð a îò C
n
, ñ a⊤ îçíà÷àâàìå îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ íà

âåêòîðà a âúðõó Tp,C(M), à ñ a⊥ îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ âúðõó Np,C(M).
Ñúñ σ(X,Y) = (∇XY)⊥ îçíà÷àâàìå âòîðàòà îñíîâíà �îðìà íà M, êúäå-

òî ∇ å êàíîíè÷íàòà ñâúðçàíîñò â R
n
k . Àêî n å íîðìàëåí âåêòîð çà M, ñ

An îçíà÷àâàìå ñúîòâåòíîòî Âàéíãàðòåíîâî èçîáðàæåíèå, ïðè êîåòî èìàìå

AnX · Y = σ(X,Y) · n . Îñíîâíè èíâàðèàíòè íà âñÿêà ïîâúðõíèíà M â R
n
k

ñà íåéíàòà âåêòîðíîçíà÷íà ñðåäíà êðèâèíà H, êîÿòî ïî äå�èíèöèÿ ñå äàâà
ñ: H = 1

2
trace σ = 1

2
(σ(X1,X1) + σ(X2,X2)) è íåéíàòà �àóñîâà êðèâèíà K,

çà êîÿòî èìàìå óðàâíåíèåòî íà �àóñ: K = σ(X1,X1)σ(X2,X2)− σ2(X1,X2) .
Îñíîâåí îáåêò íà èçó÷àâàíå â äèñåðòàöèÿòà ñà ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè,

êîèòî ñå îïðåäåëÿò ÷ðåç:

Äå�èíèöèÿ 1.1.1 Ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
n
k ñå íàðè÷à âñÿêà ïî-

âúðõíèíà, çà êîÿòî H = 0.

Â Ñåêöèÿ 1.2 çà äàäåíà ïîâúðõíèíà (âúçìîæíî íåìèíèìàëíà) M =
(D, x(t)), çàäàäåíà ñ èçîòåðìè÷íè êîîðäèíàòè t = u + iv, å âúâåäåíà âåê-

òîðíàòà �óíêöèÿ Φ(t) ÷ðåç ðàâåíñòâîòî:

Φ(t) = 2
∂x

∂t
= xu − ixv . (1.2.1)

Òàçè �óíêöèÿ íè ñëóæè êàòî îñíîâåí àíàëèòè÷åí èíñòðóìåíò ïðè èçó÷à-

âàíå íà ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè. Îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà Φ(t) ñå äàâàò îò

Òåîðåìà 1.2.2 Íåêà ïîâúðõíèíàòà M = (D, x) â R
n
k å çàäàäåíà ñ èçî-

òåðìè÷íè êîîðäèíàòè (u, v) ∈ D è t = u + iv. Òîãàâà �óíêöèÿòà Φ,
äå�èíèðàíà ñ (1.2.1) óäîâëåòâîðÿâà òðèòå óñëîâèÿ:

Φ2 = 0; ‖Φ‖2 > 0;
∂Φ

∂t̄
=

∂Φ̄

∂t
. (1.2.8)

Îáðàòíî, íåêà Φ(t) : D → C
n
e êîìïëåêñíîçíà÷íà âåêòîðíà �óíêöèÿ,

äå�èíèðàíà â îáëàñò D ⊂ C, óäîâëåòâîðÿâàùà òðèòå óñëîâèÿ (1.2.8).

Òîãàâà îêîëî âñÿêà òî÷êà t0 ∈ D ñúùåñòâóâà ïîäîáëàñò D0 ⊂ D è �óíê-

öèÿ x : D0 → R
n
k , òàêà ÷å (D0, x) å ðåãóëÿðíà ïîâúðõíèíà â R

n
k . Òàçè

ïîâúðõíèíà èìà çà èçîòåðìè÷íè êîîðäèíàòè äâîéêàòà (u, v), îïðåäåëåíà
îò ðàâåíñòâîòî t = u + iv è èçïúëíÿâà (1.2.1). Ïîâúðõíèíàòà (D0, x) ñå

îïðåäåëÿ îò �óíêöèÿòà Φ ÷ðåç ðàâåíñòâîòî (1.2.1) åäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñò

äî òðàíñëàöèÿ â R
n
k .

Â Ñåêöèÿ 1.3 ñà óñòàíîâåíè íÿêîè îñíîâíè âçàèìîâðúçêè ìåæäó ìèíè-

ìàëíèòå ïîâúðõíèíè â R
n
k è �óíêöèÿòà Φ. Çà ïðîèçâîëíà ïîâúðõíèíà ñà

èçâåäåíè èçâåñòíèòå ðàâåíñòâà:

∂Φ

∂t̄
=

1

2
∆x = EH . (1.3.6)
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Êðàñèìèð Êúí÷åâ �ëàâà 1. Ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè â Rn
è Rn

1

Îòòóê ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà:

Òåîðåìà 1.3.1 Íåêà M = (D, x) å ïîâúðõíèíà â R
n
k ñ èçîòåðìè÷íè êîîð-

äèíàòè (u, v) ∈ D, à Φ(t) å êîìïëåêñíàòà âåêòîðíà �óíêöèÿ, äå�èíèðàíà
â D ñ (1.2.1). Òîãàâà ñëåäíèòå òðè óñëîâèÿ ñà åêâèâàëåíòíè:

1. Ôóíêöèÿòà Φ(t) å õîëîìîð�íà:
∂Φ

∂t̄
= 0 .

2. Ôóíêöèÿòà x(u, v) å õàðìîíè÷íà: ∆x = 0 .

3. M = (D, x) å ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
n
k : H = 0 .

Îò ãîðíàòà òåîðåìà âèæäàìå, ÷å çà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà �óíêöèÿòà

x å õàðìîíè÷íà è ñëåäîâàòåëíî ìîæåì ëîêàëíî äà âúâåäåì õàðìîíè÷íî

ñïðåãíàòà �óíêöèÿ y íà x. Òîãàâà Ψ = x + iy å õîëîìîð�íà è èìàìå:

x = ReΨ; Φ = xu − ixv = xu + iyu =
∂Ψ

∂u
= Ψ′. (1.3.12)

Ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè ñå õàðàêòåðèçèðàò ÷ðåç Ψ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Òåîðåìà 1.3.2 Íåêà M = (D, x) å ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
n
k , ñ èçîòåð-

ìè÷íè êîîðäèíàòè (u, v) ∈ D. Òîãàâà x ñå ïðåäñòàâÿ ëîêàëíî âúâ âèäà:

x(u, v) = ReΨ(t) , (1.3.13)

êúäåòî Ψ å õîëîìîð�íà �óíêöèÿ íà t = u + iv, èçïúëíÿâàùà óñëîâèÿòà:

Ψ′ 2 = 0; ‖Ψ′‖2 > 0 . (1.3.14)

Îáðàòíî, íåêà Ψ å õîëîìîð�íà �óíêöèÿ, äå�èíèðàíà â îáëàñò D ⊂ C,

óäîâëåòâîðÿâàùà (1.3.14). Òîãàâà äâîéêàòà (D, x), êúäåòî x ñå äå�èíèðà

÷ðåç (1.3.13), ïðåäñòàâëÿâà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
n
k ñ èçîòåðìè÷íè

êîîðäèíàòè (u, v).
Ôóíêöèÿòà y ñúùî å õàðìîíè÷íà è ñëåäîâàòåëíî M̄ = (D, y) ñúùî å

ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà, íàðå÷åíà ñïðåãíàòà íàM. Òÿ å ÷ëåí íà �àìèëèÿòà

îò ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè, ïîëó÷àâàùè ñå ïî �îðìóëàòà:

xθ = Re e−iθΨ = x cos θ + y sin θ . (1.3.15)

Çà òàçè �àìèëèÿ èìàìå ñëåäíàòà:

Äå�èíèöèÿ 1.3.2 Àêî M = (D, x) å ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
n
k ñ èçî-

òåðìè÷íè êîîðäèíàòè (u, v) ∈ D, òî ùå íàðè÷àìå Mθ = (D, xθ) eäíîïà-
ðàìåòðè÷íà �àìèëèÿ îò àñîöèèðàíè ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè íà

äàäåíàòà, àêî xθ ñå çàäàâà ñ (1.3.15), êúäåòî θ å ïðîèçâîëåí ðåàëåí ïàðà-

ìåòúð.

Eäíî îò îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà òàçè �àìèëèÿ ñå äàâà îò
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Êðàñèìèð Êúí÷åâ �ëàâà 1. Ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè â Rn
è Rn

1

Ïðåäëîæåíèå 1.3.4 Àêî M = (D, x) å ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
n
k ñ

èçîòåðìè÷íè êîîðäèíàòè (u, v) ∈ D, à Mθ = (D, xθ) å ñúîòâåòíàòà �è

eäíîïàðàìåòðè÷íà �àìèëèÿ îò àñîöèèðàíè ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè, òî

èçîáðàæåíèåòî Fθ : x(u, v) → xθ(u, v) çàäàâà èçîìåòðèÿ ìåæäó M è Mθ

çà âñÿêî θ.

Â Ñåêöèÿ 1.4 ñà ïîëó÷åíè �îðìóëè, èçðàçÿâàùè �àóñîâàòà êðèâèíà K
÷ðåç �óíêöèÿòà Φ. Òîâà ñà:

K =
−4‖Φ′⊥‖2

‖Φ‖4
. (1.4.2)

Ñúùî òàêà è:

K =
−4‖Φ ∧ Φ′‖2

‖Φ‖6
. (1.4.7)

Â Ñåêöèÿ 1.5 å âúâåäåíî ïîíÿòèåòî êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè çà ìèíèìàë-

íèòå ïîâúðõíèíè â R
n
k ïðè ïðîèçâîëíà ðàçìåðíîñò n ≥ 3. Èçâåñòíî å, ÷å â

ñëó÷àÿ íà R
3
èëè R

4
çà ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè ìîãàò äà ñå âúâåäàò ñïå-

öèàëíè èçîòåðìè÷íè êîîðäèíàòè, ïðèòåæàâàùè äîïúëíèòåëíè ñâîéñòâà.

Òàêà íàïðèìåð â ðàáîòèòå [27℄ è [36℄ íåçàâèñèìî åäíî îò äðóãî, ñà ïîëó÷å-

íè òàêèâà ðåçóëòàòè çà ïî-îáùèÿ êëàñ íà ïîâúðõíèíèòå ñ ïîñòîÿííà ñðåäíà

êðèâèíà â R
3
. Â ñëó÷àÿ íà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà òåçè ðåçóëòàòè ñå ñâåæ-

äàò äî ñëåäíîòî: Â îêîëíîñò íà òî÷êà çà êîÿòî K 6= 0, ìîãàò äà ñå âúâåäàò
òàêèâà ëîêàëíè êîîðäèíàòè, êîèòî ñà åäíîâðåìåííî èçîòåðìè÷íè è ãëàâ-

íè. Àêî èçïîëçâàìå ñòàíäàðòíèòå îçíà÷åíèÿ çà êîå�èöèåíòèòå íà âòîðàòà

îñíîâíà �îðìà L, M è N , òîâà îçíà÷àâà E = G, F = 0 è M = 0. Íåùî
ïîâå÷å, òåçè êîîðäèíàòè ìîãàò òàêà äà ñå íîðìèðàò, ÷å äà áúäå èçïúëíå-

íî è L = −N = 1. Òåçè ñâîéñòâà íà ëîêàëíèòå êîîðäèíàòè ãè îïðåäåëÿò

åäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñò äî ïîäðåäáà è ïîñîêà íà êîîðäèíàòíèòå ëèíèè. Òîçè

âèä êîîðäèíàòè ïî-íàòàòúê â òåêñòà ùå íàðè÷àìå êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè.

Òåîðèÿòà íà êàíîíè÷íèòå êîîðäèíàòè çà ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè â R
3
å

ðàçâèòà ïî-íàòàòúê â ðàáîòàòà [11℄, êúäåòî å äàäåíà âðúçêà ìåæäó êàíî-

íè÷íèòå êîîðäèíàòè è ïðåäñòàâÿíåòî íà Âàéåðùðàñ. Â ñúùàòà ðàáîòà å

ïîêàçàíî, ÷å çà ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè â R
3
ìîãàò äà ñå âúâåäàò âòîðè

âèä êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè, êîèòî ñà åäíîâðåìåííî èçîòåðìè÷íè è àñèìï-

òîòè÷íè. Òå ñå õàðàêòåðèçèðàò ñ óñëîâèÿòà L = N = 0 è M = 1. Â ñëó÷àÿ

íà R
4
, â ðàáîòàòà [25℄ ñå äîêàçâà, ÷å çà åäèí øèðîê êëàñ îò ìèíèìàëíè

ïîâúðõíèíè â ÷åòèðèìåðíîòî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ìîãàò äà ñå âúâå-

äàò ëîêàëíî ñïåöèàëíè èçîòåðìè÷íè êîîðäèíàòè (u, v), êîèòî ïðè íàøèòå

îçíà÷åíèÿ ñå õàðàêòåðèçèðàò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

x2
u = x2

v , σ2(xu, xu) − σ2(xu, xv) = 1 ,
xu · xv = 0 , σ(xu, xu) · σ(xu, xv) = 0 .

(1.5.1)
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Êðàñèìèð Êúí÷åâ �ëàâà 1. Ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè â Rn
è Rn

1

Òåçè ñâîéñòâà íà ëîêàëíèòå êîîðäèíàòè, ñúùî êàêòî è â R
3
, ãè îïðåäå-

ëÿò åäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñò äî ïîäðåäáà è ïîñîêà íà êîîðäèíàòíèòå ëèíèè

è ïî-íàòàòúê â òåêñòà íàðè÷àìå êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè çà ìèíèìàëíèòå

ïîâúðõíèíè â R
4
. Â Ñåêöèÿ 1.5 å ïîêàçàíî, ÷å ãëàâíèòå êàíîíè÷íè êîîð-

äèíàòè â R
3
, à ñúùî è êàíîíè÷íèòå êîîðäèíàòè â R

4
, ñå õàðàêòåðèçèðàò ñ

óñëîâèåòî Φ′⊥2
= 1. Ñúîòâåòíî àñèìïòîòè÷íèòå êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè â

R
3
ñå õàðàêòåðèçèðàò ñ óñëîâèåòî Φ′⊥2

= −1. Òåçè íàáëþäåíèÿ íè ïîêàçâàò
êàê ñ ïîìîùòà íà �óíêöèÿòà Φ, ìîæåì äà îáîáùèì ïîíÿòèåòî êàíîíè÷íè

êîîðäèíàòè çà ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè â R
n
k ïðè ïðîèçâîëíà ðàçìåðíîñò

n ≥ 3. Àíàëîãúò íà ãëàâíèòå êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè â R
3
ñå ïîëó÷àâà ñ:

Äå�èíèöèÿ 1.5.1 Àêî M å ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
n
k ñ èçîòåðìè÷-

íè êîîðäèíàòè (u, v), òî ùå êàçâàìå, ÷å òåçè êîîðäèíàòè ñà êàíîíè÷íè

êîîðäèíàòè îò ïúðâè âèä, àêî �óíêöèÿòà Φ äå�èíèðàíà ñ (1.2.1) óäîâ-

ëåòâîðÿâà óñëîâèåòî Φ′⊥2
= 1.

Àíàëîãúò íà àñèìïòîòè÷íèòå êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè â R
3
ñå äàâà ñ:

Äå�èíèöèÿ 1.5.2 Àêî M å ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
n
k ñ èçîòåðìè÷íè

êîîðäèíàòè (u, v), òî ùå êàçâàìå, ÷å òåçè êîîðäèíàòè ñà êàíîíè÷íè

êîîðäèíàòè îò âòîðè âèä, àêî �óíêöèÿòà Φ, äå�èíèðàíà ñ (1.2.1),

óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî Φ′⊥2
= −1.

Ïðè õîëîìîð�íà ñìÿíà íà èçîòåðìè÷íèòå êîîðäèíàòè t = t(s) èìàìå:

Φ̃′⊥
s = Φ′⊥

t t′ 2 , Φ̃′⊥
s

2
= Φ′⊥

t

2
t′ 4 . (1.5.4)

Ñúîòâåòíî ïðè àíòèõîëîìîð�íàòà ñìÿíà t = s̄ å â ñèëà:

Φ̃′⊥
s (s) = Φ′⊥

t (s̄) , Φ̃′⊥
s

2
(s) = Φ′⊥

t

2
(s̄) . (1.5.5)

Îò �îðìóëèòå (1.5.4) è (1.5.5) ñå âèæäà, ÷å óñëîâèåòî Φ′⊥
t

2
= 0 å èíâà-

ðèàíòíî ïðè ñìÿíà íà êîîðäèíàòèòå è ñëåäîâàòåëíî â îêîëíîñò íà òî÷êà, â

êîÿòî å èçïúëíåíî Φ′⊥2
= 0, íå ñúùåñòâóâàò êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè. Çàòîâà

äàâàìå ñëåäíàòà:

Äå�èíèöèÿ 1.5.3 Àêî M å ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
n
k ñ èçîòåðìè÷íè

êîîðäèíàòè (u, v), òî ùå êàçâàìå, ÷å òî÷êàòà p å èçðîäåíà òî÷êà çàM,

àêî �óíêöèÿòà Φ, äå�èíèðàíà ñ (1.2.1), óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî Φ′⊥2
= 0

â òàçè òî÷êà.

Òúé êàòî íè èíòåðåñóâàò êàíîíè÷íèòå êîîðäèíàòè, ùå äàäåì ñëåäíàòà:

Äå�èíèöèÿ 1.5.4 Çà ìèíèìàëíàòà ïîâúðõíèíà M â R
n
k ùå êàçâàìå, ÷å

å îò îáù òèï, àêî íå ïðèòåæàâà èçðîäåíè òî÷êè.

Çà òàêèâà ïîâúðõíèíè äîêàçâàìå ñëåäíàòà:

Òåîðåìà 1.5.7 Àêî M å ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
n
k îò îáù òèï, òî çà

âñÿêà íåéíà òî÷êà ñúùåñòâóâà îêîëíîñò, â êîÿòî ìîãàò äà ñå âúâåäàò

êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè êàêòî îò ïúðâè, òàêà è îò âòîðè âèä.
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Êàêòî è â R
3
è R

4
, èìàìå åäèíñòâåíîñò íà êàíîíè÷íèòå êîîðäèíàòè:

Òåîðåìà 1.5.8 Íåêà M å ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
n
k îò îáù òèï è íåêà

t è s ñà êîìïëåêñíè ïðîìåíëèâè, êîèòî çàäàâàò êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè

îò åäèí è ñúùè âèä â îêîëíîñò íà äàäåíà òî÷êà îò M. Òîãàâà àêî t è s
çàäàâàò åäíà è ñúùà îðèåíòàöèÿ âúðõó M, òî òå ñà ñâúðçàíè ñ ðàâåíñòâî

îò âèäà:

t = ±s + c ; t = ±is + c . (1.5.11)

Àêî t è s çàäàâàò ðàçëè÷íà îðèåíòàöèÿ âúðõó M, òî òå ñà ñâúðçàíè ñ

ðàâåíñòâî îò âèäà:

t = ±s̄ + c ; t = ±is̄ + c . (1.5.12)

Â ãîðíèòå ðàâåíñòâà c å ïðîèçâîëíà êîìïëåêñíà êîíñòàíòà.

Çàáåëåæêà 1.5.1 Íà ãåîìåòðè÷åí åçèê ïîëó÷åíèòå îñåì ñúîòíîøåíèÿ

(1.5.11) è (1.5.12) îçíà÷àâàò, ÷å êàíîíè÷íèòå êîîðäèíàòè îò åäèí è ñú-

ùè âèä ñà åäèíñòâåíè ñ òî÷íîñò äî ïîäðåäáà è ïîñîêà íà êîîðäèíàòíèòå

ëèíèè.

Âðúçêàòà ìåæäó êàíîíè÷íèòå êîîðäèíàòè îò ðàçëè÷åí âèä ñå äàâà îò:

Òåîðåìà 1.5.9 Íåêà M å ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
n
k îò îáù òèï è

êîìïëåêñíàòà ïðîìåíëèâà t çàäàâà êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè âúðõó M. Íåêà

ïðîìåíëèâàòà s å ñâúðçàíà ñ t ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâîòî t = ei π
4 s. Ïðî-

ìåíëèâàòà t çàäàâà êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè îò ïúðâè âèä òîãàâà è ñàìî

òîãàâà, êîãàòî s çàäàâà êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè îò âòîðè âèä.

�ëàâà 2. Ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè â R
3

Â �ëàâà 2 ñå ðàçãëåæäàò ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè â R
3
. Òàçè ãëàâà ñå

ÿâÿâà êàòî ïîäãîòâèòåëíà çà òåîðèÿòà â R
4
. Òóê ñà äîêàçàíè âå÷å èçâåñò-

íè ñâîéñòâà íà ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè â R
3
ïî íîâ íà÷èí, êîéòî ëåñíî

ñå ïðåíàñÿ â R
4
. Â Cåêöèÿ 2.1 ñà äàäåíè íÿêîè îçíà÷åíèÿ, äå�èíèöèè è

ñâîéñòâà íà ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè, ñïåöè�è÷íè çà R
3
. Â Ñåêöèÿ 2.2

ñà ðàçãëåäàíè ñâîéñòâàòà íà êàíîíè÷íèòå êîîðäèíàòè çà ìèíèìàëíèòå ïî-

âúðõíèíè â R
3
. Â êðàÿ íà òàçè ñåêöèÿ ñà ïðèâåäåíè �óíêöèèòå Φ, äàäåíè

â êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè, çà îñíîâíèòå êëàñè÷åñêè ïðèìåðè íà ìèíèìàëíè

ïîâúðõíèíè â R
3
.

Ïîâúðõíèíàòà íà Åíåïåð ñå ïîëó÷àâà ïðè:

Φ(t) =

(

1

2
(t2 − 1),

i

2
(t2 + 1), t

)

. (2.2.5)

Êîîðäèíàòèòå â ãîðíàòà �îðìóëà ñà ãëàâíè êàíîíè÷íè.

Êàòåíîèäúò ñå ïîëó÷àâà ïðè:

Φ(t) = (sinh(t), i cosh(t), 1) . (2.2.8)
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Êîîðäèíàòèòå â ãîðíàòà �îðìóëà ñúùî ñà ãëàâíè êàíîíè÷íè.

Õåëèêîèäúò ñå ïîëó÷àâà ïðè:

Φ(t) = (−i sinh(t), cosh(t), −i) . (2.2.11)

Êîîðäèíàòèòå â ãîðíàòà �îðìóëà ñà àñèìïòîòè÷íè êàíîíè÷íè.

Â Ñåêöèÿ 2.3, ñ ïîìîùòà íà �óíêöèÿòà Φ, ñà èçâåäåíè ïî íîâ íà÷èí

�îðìóëè îò òèï íà Ôðåíå è åñòåñòâåíîòî óðàâíåíèå íà ìèíèìàëíèòå ïî-

âúðõíèíè â R
3
. Êàòî îñíîâåí ñêàëàðåí èíâàðèàíò çà ìèíèìàëíèòå ïîâúðõ-

íèíè â R
3
å óäîáíî äà ñå ïîëçâà âåëè÷èíàòà ν, çàäàäåíà ñ:

Äå�èíèöèÿ 2.3.1 Àêî M å ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà îò îáù òèï â R
3
, òî

ñ ν ùå îçíà÷àâàìå ïîëîæèòåëíàòà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò íà îïåðàòîðà íà

Âàéíãàðòåí çà M è ùå ãî íàðè÷àìå íîðìàëíà êðèâèíà íà ïîâúðõíèíà-

òà M.

Ïðè ãëàâíè êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè êîå�èöèåíòúò E íà ïúðâàòà îñíîâíà

�îðìà è íîðìàëíàòà êðèâèíà ν ñà ñâúðçàíè ñ ðàâåíñòâîòî:

Eν = 1 . (2.3.2)

�àóñîâàòà êðèâèíà K è íîðìàëíàòà êðèâèíà ν óäîâëåòâîðÿâàò ðàâåíñòâîòî:

K = −ν2 . (2.3.3)

Äà îòáåëåæèì, ÷å K è ν ñà ñêàëàðíè èíâàðèàíòè è ñëåäîâàòåëíî ïîñëåäíî-

òî ñúîòíîøåíèå, çà ðàçëèêà îò (2.3.2), íå çàâèñè îò èçáîðà íà êîîðäèíàòèòå.

Çà Âàéíãàðòåíîâèòå ïîâúðõíèíè è â ÷àñòíîñò çà ìèíèìàëíè ïîâúðõíè-

íè â R
3
å èçâåñòíî (âæ. [15℄ è [11℄ ), ÷å ñúùåñòâóâàò �îðìóëè îò òèï íà

Ôðåíå çà áàçèñà (X1,X2,n), êúäåòî X1 è X2 ñà åäèíè÷íèòå êîîðäèíàòíè âåê-

òîðè, à n å åäèíè÷íèÿò íîðìàëåí âåêòîð. Â íàñòîÿùàòà ðàáîòà ïðåäëàãàìå

àëòåðíàòèâåí ïîäõîä, ïðè êîéòî âìåñòî âåêòîðèòå X1 è X2 ùå èçïîëçâàìå

êîìïëåêñíèòå âåêòîðè Φ è Φ̄. �àâåíñòâîòî Φ2 = 0 îçíà÷àâà, ÷å Φ è Φ̄ ñà

îðòîãîíàëíè îòíîñíî Åðìèòîâîòî ïðîèçâåäåíèå â C
3
. Ñëåäîâàòåëíî òðîé-

êàòà (Φ, Φ̄,n) ïðåäñòàâëÿâà ïîäâèæåí îðòîãîíàëåí (íî íå íîðìèðàí) áàçèñ

íà C
3
. Àêî t çàäàâà ãëàâíè êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè çà M, çà òîçè áàçèñ ñà

ïîëó÷åíè ñëåäíèòå �îðìóëè îò òèï íà Ôðåíå:

∂Φ

∂t̄
= 0 ;

∂Φ

∂t
=

∂ lnE

∂t
Φ + n ;

∂n

∂t
= − 1

2E
Φ̄ .

(2.3.6)

Óñëîâèÿòà çà èíòåãðóåìîñò íà òàçè ñèñòåìà ×ÄÓ ñå ñâåæäàò äî:

∆ln E − 2

E
= 0 . (2.3.7)

11



Êðàñèìèð Êúí÷åâ �ëàâà 2. Ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè â R3

Îòòóê è îò (2.3.2) âèæäàìå, ÷å çà íîðìàëíàòà êðèâèíà ν èìàìå:

∆ln ν + 2ν = 0 . (2.3.8)

Òîâà óðàâíåíèå ñå íàðè÷à åñòåñòâåíî óðàâíåíèå íà ìèíèìàëíèòå ïîâúðõ-

íèíè â R
3
. Íèå èçáèðàìå äà ðàçãëåæäàìå êàòî åñòåñòâåíî óðàâíåíèå èìåí-

íî (2.3.8), à íå åêâèâàëåíòíîòî ìó (2.3.7) ïîðàäè òîâà, ÷å âåëè÷èíàòà ν, çà
ðàçëèêà îò E, å ñêàëàðåí èíâàðèàíò.

Àêî äâå ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè M = (D, x) è M̂ = (D, x̂) îò îáù òèï â

R
3
ñà ñâúðçàíè ÷ðåç ñîáñòâåíî äâèæåíèå îò âèäà:

x̂ = Ax + b ; A ∈ SO(3, R), b ∈ R
3 , (2.3.9)

òî òå èìàò îáùè ãëàâíè êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè è åäíà è ñúùà íîðìàëíà

êðèâèíà ν, ðàçãëåæäàíà êàòî �óíêöèÿ íà òåçè êîîðäèíàòè.

Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè çà ν ñà ñúáðàíè âúâ âèä íà ñëåäíàòà:

Òåîðåìà 2.3.1 Íåêà M å ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà îò îáù òèï â R
3
è â

îêîëíîñò íà äàäåíà òî÷êà îò M ñà âúâåäåíè ãëàâíè êàíîíè÷íè êîîðäèíà-

òè. Òîãàâà íîðìàëíàòà êðèâèíà ν íà M, ðàçãëåæäàíà êàòî �óíêöèÿ íà

òåçè êîîðäèíàòè, å ðåøåíèå íà åñòåñòâåíîòî óðàâíåíèå (2.3.8) íà ìèíè-

ìàëíèòå ïîâúðõíèíè â R
3
. Àêî M̂ ñå ïîëó÷àâà îò M ÷ðåç äâèæåíèå îò

âèäà (2.3.9), òî òÿ ïîðàæäà ñúùîòî ðåøåíèå íà (2.3.8).

Óðàâíåíèåòî (2.3.8) å íå ñàìî íåîáõîäèìî, íî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà

ñúùåñòâóâàíå ïîíå ëîêàëíî íà ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (2.3.6). Ïðèëîæåíî

êúì ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè â R
3
, òîâà îçíà÷àâà, ÷å âñÿêî ðåøåíèå íà

(2.3.8) ìîæå ëîêàëíî äà ñå ïðåäñòàâè êàòî íîðìàëíà êðèâèíà íà íÿêàê-

âà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
3
. Òàêà èìàìå òåîðåìà îò òèï íà Áîíå çà

ñèñòåìàòà (2.3.6) (âæ. ñúùî [11℄ è [15℄).

Òåîðåìà 2.3.2 Íåêà ν > 0 å �óíêöèÿ, äå�èíèðàíà â äàäåíà îáëàñò D ⊂ R
2

è íåêà ν å ðåøåíèå íà åñòåñòâåíîòî óðàâíåíèå (2.3.8) íà ìèíèìàëíèòå

ïîâúðõíèíè â R
3
. Çà âñÿêà òî÷êà p0 ∈ D, ñúùåñòâóâà îêîëíîñò D0 ⊂ D

íà p0 è èçîáðàæåíèå x : D0 → R
3
, òàêèâà ÷å (D0, x) å ìèíèìàëíà ïî-

âúðõíèíà îò îáù òèï, çàäàäåíà ñ ãëàâíè êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè è èìàùà

çà íîðìàëíà êðèâèíà äàäåíàòà �óíêöèÿ ν. Àêî (D̂0, x̂) å äðóãà ïîâúðõíèíà

ñúñ ñúùèòå ñâîéñòâà, òî ñúùåñòâóâà ïîäîáëàñò D̃0 íà D0 è D̂0, ñúäúðæà-

ùà òî÷êà p0, òàêà ÷å ïîâúðõíèíàòà (D̃0, x̂) ñå ïîëó÷àâà îò (D̃0, x) ÷ðåç

ñîáñòâåíî äâèæåíèå â R
3
îò âèäà (2.3.9).

Êàòî ïðèëîæåíèå íà åñòåñòâåíèòå óðàâíåíèÿ, ðàçãëåæäàìå ñëåäíèÿ âúï-

ðîñ: Ïðè êàêâè óñëîâèÿ äâå ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè â R
3
ñà ëîêàëíî èçî-

ìåòðè÷íè? Îò Ïðåäëîæåíèå 1.3.4 çíàåì, ÷å ïîâúðõíèíèòå, ïðèíàäëåæàùè

íà åäíà è ñúùà åäíîïàðàìåòðè÷íà �àìèëèÿ îò àñîöèèðàíè ìèíèìàëíè ïî-

âúðõíèíè â R
n
, ñà èçîìåòðè÷íè ïîìåæäó ñè. Îêàçâà ñå, ÷å â ñëó÷àÿ íà R

3
,

òîçè ïðèìåð èç÷åðïâà âñè÷êè âúçìîæíîñòè: Àêî äâå ìèíèìàëíè ïîâúðõíè-

íè îò îáù òèï â R
3
ñà ëîêàëíî èçîìåòðè÷íè, òî òå ñ òî÷íîñò äî äâèæåíèå,
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ëîêàëíî ïðèíàäëåæàò íà åäíà è ñúùà åäíîïàðàìåòðè÷íà �àìèëèÿ îò àñî-

öèèðàíè ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè. Â ðàáîòàòà [33℄ å ïîëó÷åí ðåçóëòàò îò

òîçè âèä, çà ïî-îáùèÿ êëàñ íà ïîâúðõíèíèòå ñ ïîñòîÿííà ñðåäíà êðèâèíà â

R
3
. Íèå ñå îãðàíè÷àâàìå â ñëó÷àÿ íà ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè è äàâàìå íî-

âî äîêàçàòåëñòâî, êàòî èçïîëçâàìå ñâîéñòâàòà íà êàíîíè÷íèòå êîîðäèíàòè

è åñòåñòâåíèòå óðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà 2.3.4 Íåêà M è M̂ ñà ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè îò îáù òèï â R
3

è íåêà p0 ∈ M è p̂0 ∈ M̂ ñà �èêñèðàíè òî÷êè îò òÿõ. Äà ïðåäïîëîæèì,

÷å ñúùåñòâóâàò òàêèâà îêîëíîñòè íà p0 è p̂0 â M è M̂ ñúîòâåòíî, êî-

èòî ñà èçîìåòðè÷íè ïîìåæäó ñè, êàòî p0 è p̂0 ñà ñúîòâåòíè òî÷êè ïðè

òàçè èçîìåòðèÿ. Òîãàâà ñúùåñòâóâàò θ ∈ R è îêîëíîñò íà p̂0 â M̂, êîÿòî

ñå ïîëó÷àâà ÷ðåç ñîáñòâåíî äâèæåíèå îò íÿêàêâà ÷àñò íà ïîâúðõíèíàòà

Mθ, êúäåòî Mθ å åëåìåíò íà åäíîïàðàìåòðè÷íàòà �àìèëèÿ îò àñîöèè-

ðàíè ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè íà M.

Äðóãî ïðèëîæåíèå íà êàíîíè÷íèòå êîîðäèíàòè è åñòåñòâåíîòî óðàâíå-

íèå ñå ïîëó÷àâà, êàòî ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ âúïðîñ: Êîè ñà ìèíèìàëíèòå

ïîâúðõíèíè â R
3
, çà êîèòî åäíîòî ñåìåéñòâî ãëàâíè ëèíèè ñà åäíîâðåìåí-

íî è ãåîäåçè÷íè? Òîçè âúïðîñ å ðàçãëåäàí çà ïî-îáùèÿ êëàñ íà Âàéíãàð-

òåíîâèòå ïîâúðõíèíè â [15℄ è òàì å ïîêàçàíî, ÷å âñÿêà òàêàâà ïîâúðõíèíà,

ëîêàëíî å ÷àñò îò ðîòàöèîííà ïîâúðõíèíà. Òúé êàòî êàòåíîèäúò å åäèí-

ñòâåíàòà, ñ òî÷íîñò äî ïîäîáèå, ðîòàöèîííà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
3
,

òî îò òåçè ðåçóëòàòè ñëåäâà, ÷å âñÿêà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà ñ ðàçãëåæ-

äàíîòî ñâîéñòâî, ëîêàëíî å ïîäîáíà íà êàòåíîèäà. Â íàñòîÿùÿòà ðàáîòà, ñ

ïîìîùòà íà åñòåñòâåíîòî óðàâíåíèå (2.3.8), äàâàìå äèðåêòíî äîêàçàòåëñòâî

íà òîçè �àêò. Â ñèëà å ñëåäíîòî:

Ïðåäëîæåíèå 2.3.5 Íåêà M å ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà îò îáù òèï â

R
3
è p0 ∈ M å �èêñèðàíà òî÷êà îò íåÿ. Íåêà t = u + iv çàäàâà ãëàâíè

êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè çà M â îêîëíîñò íà p0. Òîãàâà ñëåäíèòå óñëîâèÿ

ñà åêâèâàëåíòíè:

1. Ñúùåñòâóâà îêîëíîñò íà p0 â M, â êîÿòî ãëàâíèòå u-ëèíèè ñà ãå-

îäåçè÷íè.

2. Ñúùåñòâóâà îêîëíîñò íà p0 â M, êîÿòî ñå ïîëó÷àâà îò íÿêàêâà

÷àñò íà êàòåíîèäà (2.2.8), ÷ðåç ñîáñòâåíî äâèæåíèå, õîìîòåòèÿ è

õîëîìîð�íà ñìÿíà íà êàíîíè÷íèòå êîîðäèíàòè.

Â Ñåêöèÿ 2.4 ñà äàäåíè ïðîñòè, ÷èñòî àíàëèòè÷íè èçâîäè íà íÿêîè

êëàñè÷åñêè �îðìóëè îò òèï ½ïðåäñòàâÿíå íà Âàéåðùðàñ“ çà ìèíèìàëíè

ïîâúðõíèíè â R
3
, çàäàäåíè îòíîñíî ïðîèçâîëíè èçîòåðìè÷íè êîîðäèíà-

òè. Àêî M = (D, x) å òàêàâà ïîâúðõíèíà, òî çà ñúîòâåòíàòà �óíêöèÿ

Φ = (φ1, φ2, φ3) èìàìå:

Φ = (f sinhh , if cosh h , f) , (2.4.5)
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Êðàñèìèð Êúí÷åâ �ëàâà 2. Ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè â R3

êúäåòî (f 6= 0, h) ñà äâîéêà õîëîìîð�íè �óíêöèè. Îáðàòíî, âñÿêà òàêàâà

äâîéêà �óíêöèè ïîðàæäà ïî �îðìóëèòå (2.4.5) �óíêöèÿ Φ, êîÿòî å ñúîò-
âåòíà íà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R

3
.

Àêî â ïîñëåäíàòà �îðìóëà íàïðàâèì çàìÿíàòà:

f → 2fg; eh → g , (2.4.7)

òî ïîëó÷àâàìå íîâî ïðåäñòàâÿíå íà Φ ÷ðåç äâîéêà õîëîìîð�íè �óíêöèè,

êîåòî å åäíà îò �îðìèòå íà êëàñè÷åñêîòî ïðåäñòàâÿíå íà Âàéåðùðàñ:

Φ = (f(g2 − 1) , if(g2 + 1) , 2fg) , (2.4.8)

êúäåòî (f 6= 0, g) å äâîéêà õîëîìîð�íè �óíêöèè. Îáðàòíî, âñÿêà òàêàâà

äâîéêà �óíêöèè ïîðàæäà ïî �îðìóëèòå (2.4.8) �óíêöèÿ Φ, êîÿòî å ñú-

îòâåòíà íà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
3
. Ôóíêöèèòå f è g ñå èçðàçÿâàò

åêñïëèöèòíî ÷ðåç Φ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

f = −1

2
(φ1 + iφ2); g = − φ3

φ1 + iφ2

. (2.4.9)

Ïî-íàòàòúê ñà ïîëó÷åíè �îðìóëèòå, ïî êîèòî ñå ïðåîáðàçóâàò �óíêöè-

èòå, ó÷àñòâàùè â ïðåäñòàâÿíèÿòà îò òèï íà Âàéåðùðàñ (2.4.5) è (2.4.8) ïðè

ñìÿíà íà èçîòåðìè÷íèòå êîîðäèíàòè è ïðè îñíîâíèòå ãåîìåòðè÷íè ïðåîá-

ðàçóâàíèÿ íà äàäåíàòà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
3
. Ñ ïîìîùòà íà òåîðè-

ÿòà íà ñïèíîðèòå â R
3
ñà ïîëó÷åíè òðàíñ�îðìàöèîííè �îðìóëè çà äâîé-

êàòà �óíêöèè â (2.4.8) ïðè äâèæåíèå íà ïîâúðõíèíàòà â R
3
. Îñíîâíèÿò

ðåçóëòàò å, ÷å �óíêöèÿòà g ñå ïðåîáðàçóâà ñ ïîìîùòà íà äðîáíî-ëèíåéíà

òðàíñ�îðìàöèÿ, çàäàäåíà ñúñ ñïåöèàëíà óíèòàðíà ìàòðèöà:

f̂ = f(bg + ā)2 ; ĝ =
ag − b̄

bg + ā
; a, b ∈ C ; |a|2 + |b|2 = 1 . (2.4.23)

Çà ïîñëåäíèòå �îðìóëè å â ñèëà ñëåäíàòà:

Òåîðåìà 2.4.3 Íåêà M̂ = (D, x̂) è M = (D, x) ñà äâå ìèíèìàëíè ïîâúðõ-

íèíè â R
3
, çàäàäåíè ñ ïðåäñòàâÿíèÿ íà Âàéåðùðàñ îò âèäà (2.4.8), êúäåòî

D å ñâúðçàíà îáëàñò â C. Òîãàâà ñëåäíèòå óñëîâèÿ ñà åêâèâàëåíòíè:

1. M̂ è M ñà ñâúðçàíè ñúñ ñîáñòâåíî äâèæåíèå â R
3
îò âèäà:

x̂(t) = Ax(t) + b, êúäåòî A ∈ SO(3, R) è b ∈ R
3
.

2. Ôóíêöèèòå îò ïðåäñòàâÿíèÿòà íà Âàéåðùðàñ íà M̂ è M ñà ñâúð-

çàíè ñ ðàâåíñòâàòà (2.4.23).

Â Ñåêöèÿ 2.5 ñà èçðàçåíè îñíîâíèòå èíâàðèàíòè íà åäíà ìèíèìàëíà

ïîâúðõíèíà â R
3
÷ðåç äâîéêàòà �óíêöèè, ó÷àñòâàùè â ïðåäñòàâÿíåòî íà
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Êðàñèìèð Êúí÷åâ �ëàâà 2. Ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè â R3

Âàéåðùðàñ. Òàêà ïðè ïðåäñòàâÿíåòî (2.4.5) èìàìå ñëåäíèòå �îðìóëè çà

�àóñîâàòà è íîðìàëíàòà êðèâèíè:

K = − |h′|2
|f |2 cosh4(Re h)

; ν =
|h′|

|f | cosh2(Re h)
. (2.5.12)

Ñúîòâåòíî ïðè ïðåäñòàâÿíåòî (2.4.8) èìàìå:

K = − 4|g′|2
|f |2(|g|2 + 1)4

; ν =
2|g′|

|f |(|g|2 + 1)2
. (2.5.18)

Â Ñåêöèÿ 2.6 å äàäåí íîâ èçâîä íà êàíîíè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà Âàéåð-

ùðàñ çà ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè îò îáù òèï â R
3
. Òàçè íîâà ñõåìà íà

èçëîæåíèåòî å ïîäáðàíà òàêà, ÷å äà äîïóñêà åñòåñòâåíî ïðåíàñÿíå â ñëó÷àÿ

íà R
4
. ÀêîM å ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà îò îáù òèï â R

3
, çàäàäåíà ñ ãëàâíè

êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè, òî å ïîêàçàíî, ÷å �óíêöèèòå f è h â ïðåäñòàâÿíåòî

(2.4.5) ñà ñâúðçàíè ñ ðàâåíñòâîòî:

f =
1

h′
. (2.6.1)

Êàòî ïðèëîæèì ïîñëåäíàòà �îðìóëà êúì ïðåäñòàâÿíåòî (2.4.5) ïîëó÷àâà-

ìå, ÷å M ïîíå ëîêàëíî èìà ïðåäñòàâÿíå íà Âàéåðùðàñ îò âèäà:

Φ =

(

sinhh

h′
, i

cosh h

h′
,

1

h′

)

, (2.6.2)

êúäåòî h å õîëîìîð�íà �óíêöèÿ, èçïúëíÿâàùà óñëîâèåòî h′ 6= 0. Îáðàòíî,
âñÿêà òàêàâà �óíêöèÿ ïîðàæäà ïî �îðìóëèòå (2.6.2) ìèíèìàëíà ïîâúðõ-

íèíà îò îáù òèï â R
3
, çàäàäåíà ñ ãëàâíè êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè. Çà òàêà

ïîëó÷åíîòî ïðåäñòàâÿíå ùå êàçâàìå íàêðàòêî, ÷å å êàíîíè÷íî ïðåäñòàâÿíå

íà Âàéåðùðàñ çà ìèíèìàëíàòà ïîâúðõíèíà îò îáù òèï M.

Ñúîòâåòíî çà �óíêöèèòå îò ïðåäñòàâÿíåòî (2.4.8) èìàìå:

f =
1

2g′
. (2.6.3)

Êàòî ïðèëîæèì òîâà êúì ïðåäñòàâÿíåòî (2.4.8), ïîëó÷àâàìå ïðåäñòàâÿíåòî

îò ðàáîòàòà [11℄:

Φ =

(

1

2

g2 − 1

g′
,

i

2

g2 + 1

g′
,

g

g′

)

, (2.6.4)

êúäåòî g å õîëîìîð�íà �óíêöèÿ, èçïúëíÿâàùà óñëîâèåòî g′ 6= 0. Îáðàòíî,
âñÿêà òàêàâà �óíêöèÿ ïîðàæäà ïî �îðìóëèòå (2.6.4) ìèíèìàëíà ïîâúðõ-

íèíà îò îáù òèï â R
3
, çàäàäåíà ñ ãëàâíè êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè. Çà òàêà

ïîëó÷åíîòî ïðåäñòàâÿíå ñúùî ùå êàçâàìå, ÷å å êàíîíè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà
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Êðàñèìèð Êúí÷åâ �ëàâà 2. Ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè â R3

Âàéåðùðàñ çà ìèíèìàëíàòà ïîâúðõíèíà îò îáù òèï M. Ôóíêöèÿòà g ñå

èçðàçÿâà â ÿâåí âèä ÷ðåç Φ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

g = − φ3

φ1 + iφ2

. (2.6.5)

Îò �îðìóëèòå (2.4.23) ñëåäâà, ÷å ïðè ñîáñòâåíî äâèæåíèå â R
3
, �óíê-

öèèòå ĝ è g îò êàíîíè÷íèòå ïðåäñòàâÿíèÿ (2.6.4) ñà ñâúðçàíè ïîñðåäñòâîì

äðîáíî-ëèíåéíî ïðåîáðàçîâàíèå ñúñ ñïåöèàëíà óíèòàðíà ìàòðèöà:

ĝ =
ag − b̄

bg + ā
; a, b ∈ C ; |a|2 + |b|2 = 1 . (2.6.9)

Â ñèëà å ñëåäíàòà:

Òåîðåìà 2.6.5 Íåêà M̂ = (D, x̂) è M = (D, x) ñà äâå ìèíèìàëíè ïîâúðõ-

íèíè îò îáù òèï â R
3
, çàäàäåíè ñ êàíîíè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ íà Âàéåðùðàñ

îò âèäà (2.6.4), êúäåòî D å ñâúðçàíà îáëàñò â C. Òîãàâà ñëåäíèòå óñëîâèÿ

ñà åêâèâàëåíòíè:

1. M̂ è M ñà ñâúðçàíè ñúñ ñîáñòâåíî äâèæåíèå â R
3
îò âèäà:

x̂(t) = Ax(t) + b, êúäåòî A ∈ SO(3, R) è b ∈ R
3
.

2. Ôóíêöèèòå ĝ è g îò ïðåäñòàâÿíèÿòà íà Âàéåðùðàñ íà M̂ è M ñà

ñâúðçàíè ñ ðàâåíñòâàòà (2.6.9).

Â Ñåêöèÿ 2.7 ñà èçðàçåíè îñíîâíèòå èíâàðèàíòè íà åäíà ìèíèìàëíà

ïîâúðõíèíà îò îáù òèï â R
3
÷ðåç �óíêöèÿòà, ó÷àñòâàùà â êàíîíè÷íîòî

ïðåäñòàâÿíå íà Âàéåðùðàñ. Àêî ìèíèìàëíàòà ïîâúðõíèíà M å çàäàäåíà ñ

(2.6.4), òî çà íîðìàëíàòà �è êðèâèíà èìàìå:

ν =
4|g′|2

(|g|2 + 1)2
. (2.7.4)

Ïðèëàãàéêè ïîäõîäà îò [11℄ ïîêàçâàìå, ÷å ïîñëåäíèÿ èçðàç çà ν ìîæå äà ñå

èíòåðïðåòèðà êàòî ëîêàëíà �îðìóëà çà îáùîòî ðåøåíèå íà åñòåñòâåíîòî

óðàâíåíèå (2.3.8) íà ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè â R
3
. Âúçìîæíî å äâå ðàç-

ëè÷íè �óíêöèè g äà äàâàò ïî (2.7.4) åäíî è ñúùî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

(2.3.8). Òîâà å òàêà òî÷íî êîãàòî �óíêöèèòå ñà ñâúðçàíè ñ (2.6.9).

Ïî-íàòàòúê ñà äå�èíèðàíè ðåëàöèè íà åêâèâàëåíòíîñò â ìíîæåñòâàòà

îò ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè îò îáù òèï â R
3
, ðåøåíèÿòà íà åñòåñòâåíîòî

óðàâíåíèå (2.3.8) íà ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè è õîëîìîð�íèòå �óíêöèè

íà åäíà ïðîìåíëèâà. Äâå ïîâúðõíèíè îò òîçè âèä ñ÷èòàìå çà åêâèâàëåíò-

íè, àêî ëîêàëíî ñà ñâúðçàíè ñúñ ñîáñòâåíî äâèæåíèå â R
3
. Äâå ðåøåíèÿ ñà

åêâèâàëåíòíè, àêî ëîêàëíî ñúâïàäàò. Äâå õîëîìîð�íè �óíêöèè ñà åêâè-

âàëåíòíè, àêî ëîêàëíî ñà ñâúðçàíè ñ ðàâåíñòâî îò âèäà (2.6.9). Ôîðìóëèòå

(2.6.4) è (2.7.4) äàâàò åñòåñòâåíè ñúîòâåòñòâèÿ (áèåêöèè) ìåæäó òàêà äå-

�èíèðàíèòå òðè âèäà êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò.
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Êðàñèìèð Êúí÷åâ �ëàâà 3. Ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè â R4

�ëàâà 3. Ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè â R
4

Â �ëàâà 3 ñå ðàçãëåæäàò ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè â R
4
. Òàçè ãëàâà å

îñíîâíà â íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ. Â Ñåêöèÿ 3.1 ñà äàäåíè íÿêîè îçíà÷åíèÿ,

äå�èíèöèè è ñâîéñòâà íà ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè, ñïåöè�è÷íè çà R
4
.

Çà âñÿêà ðåãóëÿðíà ïîâúðõíèíà M â R
4
, íàðåä ñúñ ñðåäíàòà è �àóñîâàòà

êðèâèíà, òðåòè îñíîâåí èíâàðèàíò å êðèâèíàòà íà íîðìàëíàòà ñâúðçàíîñò

κ, êîÿòî ñå äå�èíèðà ÷ðåç ðàâåíñòâîòî:

κ = RN (X1,X2)n2 · n1 , (3.1.3)

êúäåòî RN
å òåíçîðúò íà êðèâèíàòà íà íîðìàëíàòà ñâúðçàíîñò íà M, X1

è X2 îáðàçóâàò îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà Tp(M), à n1 è n2 îáðàçóâàò îðòî-

íîðìèðàí áàçèñ íà Np(M) çà âñÿêî p ∈ M. Çà κ ïî-íàòàòúê â òåêñòà ùå

èçïîëçâàìå è ñúêðàòåíîòî íàçâàíèå íîðìàëíà êðèâèíà íà M. Çà κ å ïî-

ëó÷åí èçðàç ÷ðåç Φ, êîåòî çàåäíî ñ �îðìóëèòå (1.4.2) è (1.4.7), êîèòî âå÷å

èìàìå çà K, íè äàâà:

K =
−4‖Φ′⊥‖2

‖Φ‖4
=

−4‖Φ ∧ Φ′‖2

‖Φ‖6
; κ = − 4

‖Φ‖6
det(Φ, Φ̄,Φ′,Φ′) . (3.1.10)

Â Ñåêöèÿ 3.2 å îïèñàíà âðúçêàòà ìåæäó êàíîíè÷íèòå êîîðäèíàòè è

åëèïñàòà íà êðèâèíàòà íà äàäåíà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
4
. Çà ïðî-

èçâîëíà ðåãóëÿðíà ïîâúðõíèíà M â R
4
åëèïñà íà íîðìàëíàòà êðèâèíà â

òî÷êà p ∈ M å åëèïñàòà â Np(M), çàäàäåíà ñ:

Ep = {σ(X,X) : X ∈ Tp(M), ‖X‖2 = 1} . (3.2.1)

Ïîëó÷åíî å èçâåñòíîòî ñâîéñòâî, ÷å M å ìèíèìàëíà òî÷íî êîãàòî çà âñÿêà

íåéíà òî÷êà p, åëèïñàòà Ep å ñ öåíòúð â íà÷àëîòî íà íîðìàëíîòî ïðîñòðàí-

ñòâî Np(M). Ïî-íàòàòúê å ïîëó÷åíà õàðàêòåðèçàöèÿ íà èçðîäåíèòå òî÷êè

÷ðåç åëèïñàòà íà êðèâèíàòà:

Ïðåäëîæåíèå 3.2.2 Àêî M å ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
4
è p å òî÷êà îò

M, òî p å èçðîäåíà òî÷êà ïî ñìèñúëà íà Äå�èíèöèÿ 1.5.3, òî÷íî êîãàòî

åëèïñàòà íà íîðìàëíàòà êðèâèíà Ep, äå�èíèðàíà ñ (3.2.1), å îêðúæíîñò.

Òî÷êèòå p, çà êîèòî Ep å îêðúæíîñò ñúãëàñíî êëàñè÷åñêàòà òåðìèíî-

ëîãèÿ, ñå íàðè÷àò ñóïåðêîí�îðìíè òî÷êè. Ñúîòâåòíî àêî åäíà ìèíèìàëíà

ïîâúðõíèíà â R
4
å îò îáù òèï ïî ñìèñúëà íà Äå�èíèöèÿ 1.5.4, ÿ íàðè÷àìå

íåñóïåðêîí�îðìíà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà.

Àêî M å çàäàäåíà ñ êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè îò ïúðâè âèä, òî çà êîå�è-

öèåíòà E íà ïúðâàòà îñíîâíà �îðìà è êðèâèíèòå K è κ å â ñèëà:

E =
1

4

√

K2 − κ2
. (3.2.13)
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Çà ñóïåðêîí�îðìíèòå (èçðîäåíèòå) òî÷êè íà åäíà ìèíèìàëíà ïîâúðõ-

íèíà M â R
4
å ïîëó÷åíà è èçâåñòíàòà (âæ. [35℄) õàðàêòåðèçàöèÿ ÷ðåç äâîé-

êàòà (K, κ):

Òåîðåìà 3.2.3 Àêî M å ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
4
, à K è κ ñà �à-

óñîâàòà êðèâèíà è êðèâèíàòà íà íîðìàëíàòà ñâúðçàíîñò çà M, òî å

èçïúëíåíî:

−K ≥ |κ| , (3.2.14)

êàòî ðàâåíñòâîòî ñå äîñòèãà òî÷íî â ñóïåðêîí�îðìíèòå òî÷êè íà M.

Â Ñåêöèÿ 3.3 ñ ïîìîùòà íà �óíêöèÿòà Φ ñà èçâåäåíè ïî íîâ íà÷èí �îð-

ìóëè îò òèï íà Ôðåíå è ñèñòåìàòà åñòåñòâåíè óðàâíåíèÿ íà ìèíèìàëíèòå

ïîâúðõíèíè â R
4
. Îòíà÷àëî ñà çàïèñàíè �îðìóëèòå, àíàëîãè÷íè íà (2.3.6)

îò R
3
, ñëåä êîåòî ñà ïîëó÷åíè è ñúîòâåòíèòå èì óñëîâèÿ çà èíòåãðóåìîñò.

Òåçè óñëîâèÿ çà èíòåãðóåìîñò ñå íàðè÷àò ñèñòåìà åñòåñòâåíè ×ÄÓ íà

ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè â R
4
. Êàêòî è â R

3
, àêî äâå íåñóïåðêîí�îðìíè

ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè M = (D, x) è M̂ = (D, x̂) â R
4
ñà ñâúðçàíè ÷ðåç

ñîáñòâåíî äâèæåíèå îò âèäà:

x̂ = Ax + b; A ∈ SO(4, R), b ∈ R
4 , (3.3.9)

òî òå äàâàò åäíî è ñúùî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà åñòåñòâåíè ×ÄÓ. Àêî òàçè

ñèñòåìà åñòåñòâåíè ×ÄÓ ñå çàïèøå ÷ðåç äâîéêàòà (K, κ), òî ñå ïîëó÷àâà

ñèñòåìà, åêâèâàëåíòíà íà ñèñòåìàòà ïîëó÷åíà â [5℄:

4

√

K2 − κ2 ∆ln 4

√

K2 − κ2 = 2K ;

4

√

K2 − κ2 ∆ln

√

K + κ

K − κ
= 2κ ;

K < 0 . (3.3.10)

Òàêà îïèñàíèòå ðåçóëòàòè ñà ñúáðàíè âúâ âèä íà ñëåäíàòà:

Òåîðåìà 3.3.3 Íåêà M å íåñóïåðêîí�îðìíà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
4

è â îêîëíîñò íà äàäåíà òî÷êà îò M ñà âúâåäåíè êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè

îò ïúðâè âèä. Òîãàâà �àóñîâàòà êðèâèíà K è êðèâèíàòà íà íîðìàëíàòà

ñâúðçàíîñò κ íà M, ðàçãëåæäàíè êàòî �óíêöèè íà òåçè êîîðäèíàòè, ñà

ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà åñòåñòâåíè óðàâíåíèÿ (3.3.10) íà ìèíèìàëíèòå

ïîâúðõíèíè â R
4
. Àêî M̂ ñå ïîëó÷àâà îò M ÷ðåç ñîáñòâåíî äâèæåíèå îò

âèäà (3.3.9), òî òÿ ïîðàæäà ñúùîòî ðåøåíèå íà (3.3.10).

Êàêòî è â R
3
èìàìå òåîðåìà îò òèï íà Áîíå çà ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè

â R
4
(âæ. ñúùî [5℄ è [17℄):

Òåîðåìà 3.3.5 Íåêà K < 0 è κ ñà ðåàëíè �óíêöèè, äå�èíèðàíè â äàäåíà

îáëàñò D ⊂ R
2
è íåêà äâîéêàòà (K, κ) å ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà åñòåñòâå-

íè óðàâíåíèÿ (3.3.10) íà ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè â R
4
. Çà âñÿêà òî÷êà

p0 ∈ D, ñúùåñòâóâà îêîëíîñò D0 ⊂ D íà p0 è èçîáðàæåíèå x : D0 → R
4
,

òàêèâà ÷å (D0, x) å íåñóïåðêîí�îðìíà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
4
, çàäà-

äåíà ñ êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè îò ïúðâè âèä è èìàùà äàäåíèòå �óíêöèè K
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è κ ñúîòâåòíî çà �àóñîâà êðèâèíà è êðèâèíà íà íîðìàëíàòà ñâúðçàíîñò.

Àêî (D̂0, x̂) å äðóãà ïîâúðõíèíà ñúñ ñúùèòå ñâîéñòâà, òî ñúùåñòâóâà ïîä-

îáëàñò D̃0 íà D0 è D̂0, ñúäúðæàùà òî÷êà p0, òàêà ÷å ïîâúðõíèíàòà (D̃0, x̂)

ñå ïîëó÷àâà îò (D̃0, x) ÷ðåç ñîáñòâåíî äâèæåíèå â R
4
îò âèäà (3.3.9).

Â Ñåêöèÿ 3.4 ñà äàäåíè ïðîñòè, ÷èñòî àíàëèòè÷íè èçâîäè íà íÿêîè

êëàñè÷åñêè �îðìóëè îò òèï ½ïðåäñòàâÿíå íà Âàéåðùðàñ“ çà ìèíèìàëíè

ïîâúðõíèíè â R
4
, çàäàäåíè îòíîñíî ïðîèçâîëíè èçîòåðìè÷íè êîîðäèíà-

òè. Àêî M = (D, x) å òàêàâà ïîâúðõíèíà, òî çà ñúîòâåòíàòà �óíêöèÿ

Φ = (φ1, φ2, φ3, φ4) èìàìå:

Φ =

(

if cosh
w1 + w2

2
, f sinh

w1 + w2

2
, f cosh

w1 − w2

2
, if sinh

w1 − w2

2

)

.

(3.4.6)

êúäåòî (f 6= 0, w1, w2) ñà òðîéêà õîëîìîð�íè �óíêöèè. Ñâîéñòâàòà íà

ïðåäñòàâÿíåòî (3.4.6) ñå äàâàò îò ñëåäíàòà:

Òåîðåìà 3.4.1 Íåêà M å ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
4
, p å òî÷êà îò íåÿ

è t = u + iv çàäàâà èçîòåðìè÷íè êîîðäèíàòè çà M â îêîëíîñò íà p. Äà
ïðåäïîëîæèì, ÷å �óíêöèÿòà Φ, äå�èíèðàíà ñ (1.2.1), èçïúëíÿâà óñëîâè-

åòî φ2
1 + φ2

2 6= 0. Òîãàâà ñúùåñòâóâà îêîëíîñò íà p, â êîÿòî �óíêöèÿòà

Φ èìà ïðåäñòàâÿíå îò òèï íà Âàéåðùðàñ (3.4.6), êúäåòî f , w1 è w2 ñà

õîëîìîð�íè �óíêöèè è å â ñèëà f 6= 0.
Îáðàòíî, íåêà (f 6= 0, w1, w2) ñà òðîéêà õîëîìîð�íè �óíêöèè, äå�è-

íèðàíè â îáëàñò D îò C è p å äàäåíà òî÷êà îò D. Òîãàâà ñúùåñòâóâàò

ïîäîáëàñò D0 íà D, ñúäúðæàùà p è ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà (D0, x) â R
4

òàêèâà, ÷å ñúîòâåòíàòà �óíêöèÿ Φ èìà ïðåäñòàâÿíå (3.4.6) â D0 è èç-

ïúëíÿâà óñëîâèåòî φ2
1 + φ2

2 6= 0.
Àêî â ïîñëåäíèòå �îðìóëè íàïðàâèì çàìÿíàòà:

f → 2f
√

g1g2 ; ew1 → g1 ; ew2 → g2 , (3.4.8)

òî ïîëó÷àâàìå íîâî ïðåäñòàâÿíå íà Φ ñ òðîéêà õîëîìîð�íè �óíêöèè, êîåòî

å àíàëîã íà êëàñè÷åñêîòî ïðåäñòàâÿíå íà Âàéåðùðàñ îò R
3
:

Φ =
(

if(g1g2 + 1) , f(g1g2 − 1) , f(g1 + g2) , if(g1 − g2)
)

. (3.4.9)

Ôóíêöèèòå f , g1 è g2 ñå èçðàçÿâàò åêñïëèöèòíî ÷ðåç Φ :

f = −1

2
(iφ1 + φ2) ; g1 = −φ3 − iφ4

iφ1 + φ2

; g2 = −φ3 + iφ4

iφ1 + φ2

. (3.4.10)

Òåîðåìà 3.4.2 Íåêà M å ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
4
, p å òî÷êà îò íåÿ

è t = u + iv çàäàâà èçîòåðìè÷íè êîîðäèíàòè çà M â îêîëíîñò íà p. Äà
ïðåäïîëîæèì, ÷å �óíêöèÿòà Φ, äå�èíèðàíà ñ (1.2.1), èçïúëíÿâà óñëîâèå-
òî iφ1 + φ2 6= 0. Òîãàâà ñúùåñòâóâà îêîëíîñò íà p, â êîÿòî �óíêöèÿòà Φ
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èìà ïðåäñòàâÿíå îò òèï íà Âàéåðùðàñ (3.4.9), êúäåòî f , g1 è g2 ñà õîëî-

ìîð�íè �óíêöèè è f 6= 0. Ôóíêöèèòå f , g1 è g2 ñå îïðåäåëÿò åäíîçíà÷íî

îò Φ ïî �îðìóëèòå (3.4.10).

Îáðàòíî, íåêà (f 6= 0, g1, g2) ñà òðîéêà õîëîìîð�íè �óíêöèè, äå�èíè-

ðàíè â îáëàñò D îò C è p å äàäåíà òî÷êà îò D. Òîãàâà ñúùåñòâóâàò

ïîäîáëàñò D0 íà D, ñúäúðæàùà p è ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà (D0, x) â R
4

òàêèâà, ÷å ñúîòâåòíàòà �óíêöèÿ Φ èìà ïðåäñòàâÿíå (3.4.9) â D0 è èç-

ïúëíÿâà óñëîâèåòî iφ1 + φ2 6= 0.
Ïî-íàòàòúê ñà ïîëó÷åíè �îðìóëèòå, ïî êîèòî ñå ïðåîáðàçóâàò �óíêöè-

èòå, ó÷àñòâàùè â ïðåäñòàâÿíèÿòà îò òèï íà Âàéåðùðàñ (3.4.6) è (3.4.9) ïðè

ñìÿíà íà èçîòåðìè÷íèòå êîîðäèíàòè è ïðè îñíîâíèòå ãåîìåòðè÷íè ïðåîá-

ðàçóâàíèÿ íà äàäåíàòà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
4
. Ñ ïîìîùòà íà òåîðèÿ-

òà íà ñïèíîðèòå â R
4
ñà ïîëó÷åíè òðàíñ�îðìàöèîííè �îðìóëè çà òðîéêàòà

�óíêöèè â (3.4.9) ïðè äâèæåíèå íà ïîâúðõíèíàòà â R
4
. Îñíîâíèÿò ðåçóë-

òàò å, ÷å �óíêöèèòå g1 è g2 ñå ïðåîáðàçóâàò ñ ïîìîùòà íà äðîáíî-ëèíåéíè

òðàíñ�îðìàöèè, çàäàäåíè ñúñ ñïåöèàëíè óíèòàðíè ìàòðèöè:

f̂ = f(b1g1 + ā1)(b2g2 + ā2) ; ĝ1 =
a1g1 − b̄1

b1g1 + ā1

; ĝ2 =
a2g2 − b̄2

b2g2 + ā2

;
aj , bj ∈ C ;
|aj |2 + |bj |2 = 1 .

(3.4.25)

Çà ïîñëåäíèòå �îðìóëè å â ñèëà ñëåäíàòà:

Òåîðåìà 3.4.3 Íåêà M̂ = (D, x̂) è M = (D, x) ñà äâå ìèíèìàëíè ïîâúðõ-

íèíè â R
4
, çàäàäåíè ñ ïðåäñòàâÿíèÿ íà Âàéåðùðàñ îò âèäà (3.4.9), êúäåòî

D å ñâúðçàíà îáëàñò â C. Òîãàâà ñëåäíèòå óñëîâèÿ ñà åêâèâàëåíòíè:

1. M̂ è M ñà ñâúðçàíè ñúñ ñîáñòâåíî äâèæåíèå â R
4
îò âèäà:

x̂(t) = Ax(t) + b, êúäåòî A ∈ SO(4, R) è b ∈ R
4
.

2. Ôóíêöèèòå îò ïðåäñòàâÿíèÿòà íà Âàéåðùðàñ íà M̂ è M ñà ñâúð-

çàíè ñ ðàâåíñòâàòà (3.4.25).

Â Ñåêöèÿ 3.5 ñà èçðàçåíè îñíîâíèòå èíâàðèàíòè íà åäíà ìèíèìàëíà

ïîâúðõíèíà â R
4
÷ðåç òðîéêàòà �óíêöèè, ó÷àñòâàùè â ïðåäñòàâÿíåòî íà

Âàéåðùðàñ. Òàêà ïðè ïðåäñòàâÿíåòî (3.4.6) èìàìå ñëåäíèòå �îðìóëè çà

�àóñîâàòà è íîðìàëíàòà êðèâèíè:

K =
−1

2|f |2 cosh(Re w1) cosh(Re w2)

( |w′
1|2

cosh2(Re w1)
+

|w′
2|2

cosh2(Re w2)

)

;

κ =
1

2|f |2 cosh(Re w1) cosh(Re w2)

( |w′
1|2

cosh2(Re w1)
− |w′

2|2
cosh2(Re w2)

)

.

(3.5.23)
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Ñúîòâåòíî ïðè ïðåäñòàâÿíåòî (3.4.9) èìàìå:

K =
−2

|f |2(|g1|2 + 1)(|g2|2 + 1)

( |g′1|2
(|g1|2 + 1)2

+
|g′2|2

(|g2|2 + 1)2

)

;

κ =
2

|f |2(|g1|2 + 1)(|g2|2 + 1)

( |g′1|2
(|g1|2 + 1)2

− |g′2|2
(|g2|2 + 1)2

)

.

(3.5.28)

Â Ñåêöèÿ 3.6 ñå ñúäúðæàò ðåçóëòàòèòå çà êàíîíè÷íèòå ïðåäñòàâÿíèÿ

íà Âàéåðùðàñ çà íåñóïåðêîí�îðìíèòå ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè â R
4
, êîèòî

ðåçóëòàòè ñà êëþ÷îâè â íàøèòå ðàçãëåæäàíèÿ. ÀêîM å òàêàâà ïîâúðõíèíà

â R
4
, çàäàäåíà ñ êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè îò ïúðâè âèä, òî å ïîêàçàíî, ÷å

�óíêöèèòå f , w1 è w2 â ïðåäñòàâÿíåòî (3.4.6) ñà ñâúðçàíè ñ ðàâåíñòâîòî:

f =
1

√

w′
1w

′
2

. (3.6.3)

Êàòî ïðèëîæèì ïîñëåäíàòà �îðìóëà êúì ïðåäñòàâÿíåòî (3.4.6) ïîëó÷àâà-

ìå, ÷å M ïîíå ëîêàëíî èìà ïðåäñòàâÿíå íà Âàéåðùðàñ îò âèäà:

Φ =
1

√

w′
1w

′
2

(

i cosh
w1 + w2

2
, sinh

w1 + w2

2
, cosh

w1 − w2

2
, i sinh

w1 − w2

2

)

.

(3.6.4)

Çà òàêà ïîëó÷åíîòî ïðåäñòàâÿíå ùå êàçâàìå íàêðàòêî, ÷å å êàíîíè÷íî ïðåä-

ñòàâÿíå íà Âàéåðùðàñ çà íåñóïåðêîí�îðìíàòà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíàM.

Ñâîéñòâàòà íà òîâà ïðåäñòàâÿíå ñå äàâàò îò ñëåäíàòà:

Òåîðåìà 3.6.4 Íåêà M å íåñóïåðêîí�îðìíà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
4

è p å òî÷êà îò íåÿ. Íåêà t = u+iv çàäàâà êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè îò ïúðâè

âèä çà M â îêîëíîñò íà p. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å �óíêöèÿòà Φ, äå�èíèðàíà
ñ (1.2.1), èçïúëíÿâà óñëîâèåòî φ2

1+φ2
2 6= 0. Òîãàâà ñúùåñòâóâà îêîëíîñò íà

p, â êîÿòî �óíêöèÿòà Φ èìà ïðåäñòàâÿíå îò òèï íà Âàéåðùðàñ (3.6.4),

êúäåòî w1 è w2 ñà õîëîìîð�íè �óíêöèè è å â ñèëà w′
1w

′
2 6= 0.

Îáðàòíî, íåêà w1 è w2 ñà õîëîìîð�íè �óíêöèè, äå�èíèðàíè â îáëàñò D
îò C, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèåòî w′

1w
′
2 6= 0 è íåêà p å äàäåíà òî÷êà îò D.

Òîãàâà ñúùåñòâóâàò ïîäîáëàñò D0 íà D, ñúäúðæàùà p è íåñóïåðêîí�îðì-

íà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà (D0, x) â R
4
òàêèâà, ÷å ñúîòâåòíàòà �óíêöèÿ

Φ èìà ïðåäñòàâÿíå (3.6.4) â D0 è èçïúëíÿâà óñëîâèåòî φ2
1 + φ2

2 6= 0.

Ñúîòâåòíî çà �óíêöèèòå îò ïðåäñòàâÿíåòî (3.4.9) èìàìå:

f =
1

2
√

g′1g
′
2

. (3.6.5)
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Êàòî ïðèëîæèì ïîñëåäíàòà �îðìóëà êúì ïðåäñòàâÿíåòî (3.4.9) ïîëó÷àâà-

ìå:

Φ =

(

i

2

g1g2 + 1
√

g′1g
′
2

,
1

2

g1g2 − 1
√

g′1g
′
2

,
1

2

g1 + g2
√

g′1g
′
2

,
i

2

g1 − g2
√

g′1g
′
2

)

. (3.6.6)

Çà òàêà ïîëó÷åíîòî ïðåäñòàâÿíå ñúùî ùå êàçâàìå, ÷å å êàíîíè÷íî ïðåä-

ñòàâÿíå íà Âàéåðùðàñ çà íåñóïåðêîí�îðìíàòà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíàM.

Ôóíêöèèòå g1 è g2 ñå èçðàçÿâàò â ÿâåí âèä ÷ðåç Φ:

g1 = −φ3 − iφ4

iφ1 + φ2

; g2 = −φ3 + iφ4

iφ1 + φ2

. (3.6.7)

Ñâîéñòâàòà íà ïðåäñòàâÿíåòî (3.6.6) ñå äàâàò îò ñëåäíàòà:

Òåîðåìà 3.6.5 Íåêà M å íåñóïåðêîí�îðìíà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
4

è p å äàäåíà òî÷êà îò íåÿ. Íåêà t = u + iv çàäàâà êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè

îò ïúðâè âèä çà M â îêîëíîñò íà p. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å �óíêöèÿòà Φ,
äå�èíèðàíà ñ (1.2.1), èçïúëíÿâà óñëîâèåòî iφ1+φ2 6= 0. Òîãàâà ñúùåñòâóâà
îêîëíîñò íà p, â êîÿòî �óíêöèÿòà Φ èìà ïðåäñòàâÿíå îò òèï íà Âàéåð-

ùðàñ (3.6.6), êúäåòî g1 è g2 ñà õîëîìîð�íè �óíêöèè è å â ñèëà g′1g
′
2 6= 0.

Ôóíêöèèèòå g1 è g2 ñå îïðåäåëÿò åäíîçíà÷íî îò Φ ïî �îðìóëèòå (3.6.7).

Îáðàòíî, íåêà g1 è g2 ñà õîëîìîð�íè �óíêöèè, äå�èíèðàíè â îáëàñò D
îò C, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèåòî g′1g

′
2 6= 0 è íåêà p å äàäåíà òî÷êà îò D.

Òîãàâà ñúùåñòâóâàò ïîäîáëàñò D0 íà D, ñúäúðæàùà p è íåñóïåðêîí�îðì-

íà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà (D0, x) â R
4
òàêèâà, ÷å ñúîòâåòíàòà �óíêöèÿ

Φ èìà ïðåäñòàâÿíå (3.6.6) â D0 è èçïúëíÿâà óñëîâèåòî iφ1 + φ2 6= 0.
Îò �îðìóëèòå (3.4.25) ñëåäâà, ÷å ïðè ñîáñòâåíî äâèæåíèå â R

4
, �óíê-

öèèòå ĝj è gj îò êàíîíè÷íèòå ïðåäñòàâÿíèÿ (3.6.6) ñà ñâúðçàíè ïîñðåäñòâîì

äðîáíî-ëèíåéíè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñúñ ñïåöèàëíè óíèòàðíè ìàòðèöè:

ĝ1 =
a1g1 − b̄1

b1g1 + ā1

; ĝ2 =
a2g2 − b̄2

b2g2 + ā2

;
aj , bj ∈ C ;
|aj |2 + |bj |2 = 1 .

(3.6.13)

Â ñèëà å ñëåäíàòà:

Òåîðåìà 3.6.6 Íåêà M̂ = (D, x̂) è M = (D, x) ñà äâå íåñóïåðêîí�îðìíè

ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè â R
4
, çàäàäåíè ñ ïðåäñòàâÿíèÿ íà Âàéåðùðàñ îò

âèäà (3.6.6), êúäåòî D å ñâúðçàíà îáëàñò â C. Òîãàâà ñëåäíèòå óñëîâèÿ ñà

åêâèâàëåíòíè:

1. M̂ è M ñà ñâúðçàíè ñúñ ñîáñòâåíî äâèæåíèå â R
4
îò âèäà:

x̂(t) = Ax(t) + b, êúäåòî A ∈ SO(4, R) è b ∈ R
4
.

2. Ôóíêöèèòå ĝ1, ĝ2, g1 è g2 îò êàíîíè÷íèòå ïðåäñòàâÿíèÿ íà Âàéåð-

ùðàñ (3.6.6) íà M̂ è M ñà ñâúðçàíè ñ ðàâåíñòâàòà (3.6.13).
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Çà êàíîíè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå (3.6.4) ñúîòâåòíèòå �îðìóëè ñå ïîëó÷àâàò

îò (3.6.13) è gj = ewj
è èìàò âèäà:

ŵ1 = ln
a1e

w1 − b̄1

b1ew1 + ā1

; ŵ2 = ln
a2e

w2 − b̄2

b2ew2 + ā2

;
aj , bj ∈ C ;
|aj |2 + |bj |2 = 1 .

(3.6.14)

Êàòî ïðèëîæåíèå íà êàíîíè÷íèòå ïðåäñòàâÿíèÿ íà Âàéåðùðàñ å ðàçã-

ëåäàí ñëåäíèÿ âúïðîñ: Êîè ñà ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè â R
4
, èìàùè èçî-

òåðìè÷íà ïàðàìåòðèçàöèÿ ÷ðåç ïîëèíîìè îò âúçìîæíî íàé-íèñêà ñòå-

ïåí? Ïîêàçàíî å, ÷å àêî åäíà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
4
äîïóñêà èçî-

òåðìè÷íà ïàðàìåòðèçàöèÿ ÷ðåç ïîëèíîìè äî âòîðà ñòåïåí, òî òÿ ñå ñúñòîè

èçöÿëî îò èçðîäåíè òî÷êè. Çà äà ñå ïîëó÷è íåñóïåðêîí�îðìíà ìèíèìàë-

íà ïîâúðõíèíà, å íåîáõîäèìî äà ðàçãëåäàìå ïîëèíîìè îò òðåòà ñòåïåí. Çà

òåçè ïîâúðõíèíè å ïîëó÷åíî ñëåäíîòî:

Ïðåäëîæåíèå 3.6.8 Íåêà M å ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
4
. Òîãàâà ñëåä-

íèòå óñëîâèÿ ñà åêâèâàëåíòíè:

1. M å íåñóïåðêîí�îðìíà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà, ïðèòåæàâàùà èçî-

òåðìè÷íà ïàðàìåòðèçàöèÿ ñ ïîëèíîìè îò òðåòà ñòåïåí.

2. M ïðèòåæàâà ãëîáàëíè êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè îò ïúðâè âèä, â êîè-

òî òÿ ñå ïðåäñòàâÿ ñ ïîëèíîìè îò òðåòà ñòåïåí è ñúùî ïðèòåæà-

âà ãëîáàëíî êàíîíè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà Âàéåðùðàñ îò âèäà (3.6.6),

êúäåòî ïîðàæäàùèòå �óíêöè g1 è g2 ñà äðîáíî-ëèíåéíè è íåêîí-

ñòàíòíè.

3. M ñå ïîëó÷àâà ÷ðåç ñîáñòâåíî äâèæåíèå, õîìîòåòèÿ è ëèíåéíà ñìÿ-

íà íà èçîòåðìè÷íèòå êîîðäèíàòè îò íÿêîÿ îò òðèïàðàìåòðè÷íà-

òà �àìèëèÿ ïîâúðõíèíè, ïîðîäåíè ïî �îðìóëèòå (3.6.6) ÷ðåç äâîé-

êèòå (t, at + ρeiϕ), êúäåòî a > 0, ρ ≥ 0 è ϕ ∈ [0, π
4
].

Ïîâúðõíèíèòå îò òðèïàðàìåòðè÷íàòà �àìèëèÿ, îïèñàíà â òî÷êà 3.,

íå ìîãàò äà ñå ïîëó÷àâàò åäíà îò äðóãà ÷ðåç ñîáñòâåíî äâèæåíèå, õîìî-

òåòèÿ è ñìÿíà íà êàíîíè÷íèòå êîîðäèíàòè.

Â Ñåêöèÿ 3.7 ñà èçðàçåíè îñíîâíèòå èíâàðèàíòè íà åäíà íåñóïåðêîí-

�îðìíà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
4
÷ðåç �óíêöèèòå, ó÷àñòâàùè â êàíî-

íè÷íèòå ïðåäñòàâÿíèÿ íà Âàéåðùðàñ. Àêî ìèíèìàëíàòà ïîâúðõíèíà M å

çàäàäåíà ñ (3.6.4), òî çà �àóñîâàòà è íîðìàëíàòà �è êðèâèíè èìàìå:

K =
−|w′

1w
′
2|

2 cosh(Re w1) cosh(Re w2)

( |w′
1|2

cosh2(Re w1)
+

|w′
2|2

cosh2(Re w2)

)

;

κ =
|w′

1w
′
2|

2 cosh(Re w1) cosh(Re w2)

( |w′
1|2

cosh2(Re w1)
− |w′

2|2
cosh2(Re w2)

)

.

(3.7.5)
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Àêî ìèíèìàëíàòà ïîâúðõíèíà M å çàäàäåíà ñ (3.6.6), èìàìå:

K =
−8|g′1g′2|

(|g1|2 + 1)(|g2|2 + 1)

( |g′1|2
(|g1|2 + 1)2

+
|g′2|2

(|g2|2 + 1)2

)

;

κ =
8|g′1g′2|

(|g1|2 + 1)(|g2|2 + 1)

( |g′1|2
(|g1|2 + 1)2

− |g′2|2
(|g2|2 + 1)2

)

.

(3.7.6)

Ïîëó÷åíèòå �îðìóëè çà K è κ ìîãàò äà ñå èíòåðïðåòèðàò êàòî ëîêàëíè

�îðìóëè çà îáùîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà åñòåñòâåíè óðàâíåíèÿ (3.3.10) íà

ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè â R
4
. Èìåííî, â ñèëà å:

Òåîðåìà 3.7.4 Íåêà (K < 0, κ) ñà äâîéêà �óíêöèè, äå�èíèðàíè â äàäåíà

îáëàñò D ⊂ R
2 ≡ C è íåêà (K, κ) å ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà åñòåñòâå-

íè óðàâíåíèÿ (3.3.10) íà ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè â R
4
. Çà âñÿêà òî÷êà

p0 ∈ D ñúùåñòâóâàò îêîëíîñò D0 ⊂ D íà p0 è äâîéêà õîëîìîð�íè �óíêöèè

(g1, g2), äå�èíèðàíè â D0 è óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèåòî g′1g
′
2 6= 0, òàêè-

âà ÷å ðåøåíèåòî (K, κ) ñå ïðåäñòàâÿ ÷ðåç �îðìóëèòå (3.7.6) â îáëàñòòà

D0. Îáðàòíî, àêî (g1, g2) å ïðîèçâîëíà äâîéêà õîëîìîð�íè �óíêöèè, äå�è-

íèðàíè â îáëàñò D ⊂ C è óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèåòî g′1g
′
2 6= 0, òî ïî

�îðìóëèòå (3.7.6) ñå ïîëó÷àâà ðåøåíèå (K < 0, κ) íà ñèñòåìàòà åñòåñ-

òâåíè óðàâíåíèÿ (3.3.10) íà ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè â R
4
.

Âúçìîæíî å äâå ðàçëè÷íè äâîéêè õîëîìîð�íè �óíêöèè äà ïîðàæäàò ïî

�îðìóëèòå (3.7.6) åäíî è ñúùî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà åñòåñòâåíè óðàâíåíèÿ

(3.3.10). Çà äà óòî÷íèì òîâà, äîêàçâàìå:

Òåîðåìà 3.7.5 Íåêà (g1, g2) è (ĝ1, ĝ2) ñà äâå äâîéêè õîëîìîð�íè �óíêöèè,

äå�èíèðàíè â ñâúðçàíà îáëàñò D ⊂ C è èçïúëíÿâàùè óñëîâèÿòà g′1g
′
2 6= 0

è ĝ′1ĝ
′
2 6= 0. Äâåòå äâîéêè ïîðàæäàò ïî �îðìóëèòå (3.7.6) åäíî è ñúùî

ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà åñòåñòâåíè óðàâíåíèÿ (3.3.10), òîãàâà è ñàìî òî-

ãàâà, êîãàòî ñà ñâúðçàíè ñ äðîáíî-ëèíåéíè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñúñ ñïåöèàëíè

óíèòàðíè ìàòðèöè îò âèäà (3.6.13).

Ôîðìóëèòå (3.7.5) ñúùî îïèñâàò âñè÷êè ðåøåíèÿ íà (3.3.10). Òå èìàò

òàçè îñîáåíîñò â ñðàâíåíèå ñ (3.7.6), ÷å îò òÿõ ìîæåì äà èçðàçèì â ÿâåí

âèä ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà ñàìî ÷ðåç ðåàëíèòå ÷àñòè íà w1 è w2. Ïî òîçè

íà÷èí ìîæåì äà ïîëó÷èì ïîíå ëîêàëíî �îðìóëà çà îáùîòî ðåøåíèå íà

ñèñòåìàòà åñòåñòâåíè óðàâíåíèÿ ÷ðåç äâîéêà ðåàëíè õàðìîíè÷íè �óíêöèè.

Àêî îçíà÷èì ñ αj ðåàëíàòà ÷àñò íà wj , èìàìå |w′
j | = ‖ grad(αj)‖ ; j = 1; 2.

Òàêà K è κ ñå èçðàçÿâàò ñ α1 è α2:

K =
−‖ grad(α1)‖ ‖ grad(α2)‖

2 cosh(α1) cosh(α2)

(

grad2(α1)

cosh2(α1)
+

grad2(α2)

cosh2(α2)

)

;

κ =
‖ grad(α1)‖ ‖ grad(α2)‖

2 cosh(α1) cosh(α2)

(

grad2(α1)

cosh2(α1)
− grad2(α2)

cosh2(α2)

)

.

(3.7.12)

Çà ñèñòåìàòà åñòåñòâåíè óðàâíåíèÿ (3.3.10) èìàìå:
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Òåîðåìà 3.7.7 Íåêà (K < 0, κ) ñà äâîéêà �óíêöèè, äå�èíèðàíè â äàäåíà

îáëàñò D ⊂ R
2 ≡ C è íåêà (K, κ) å ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà åñòåñòâå-

íè óðàâíåíèÿ (3.3.10) íà ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè â R
4
. Çà âñÿêà òî÷êà

p0 ∈ D ñúùåñòâóâàò îêîëíîñò D0 ⊂ D íà p0 è äâîéêà ðåàëíè õàðìî-

íè÷íè �óíêöèè (α1, α2), äå�èíèðàíè â D0 è óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèÿòà

grad(αj) 6= 0, j = 1; 2 òàêèâà, ÷å ðåøåíèåòî (K, κ) ñå ïðåäñòàâÿ ÷ðåç �îð-
ìóëèòå (3.7.12) â îáëàñòòà D0. Îáðàòíî, àêî (α1, α2) å ïðîèçâîëíà äâîéêà
ðåàëíè õàðìîíè÷íè �óíêöèè, äå�èíèðàíè â îáëàñò D ⊂ C è óäîâëåòâîðÿ-

âàùè óñëîâèÿòà grad(αj) 6= 0, j = 1; 2, òî ïî �îðìóëèòå (3.7.12) ñå ïîëó-
÷àâà ðåøåíèå (K < 0, κ) íà ñèñòåìàòà åñòåñòâåíè óðàâíåíèÿ (3.3.10) íà

ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè â R
4
.

Âúçìîæíî å äâå ðàçëè÷íè äâîéêè �óíêöèè (α1, α2) è (α̂1, α̂2) äà äàâàò
ïî �îðìóëèòå (3.7.12) åäíî è ñúùî ðåøåíèå ñèñòåìàòà åñòåñòâåíè óðàâíå-

íèÿ. Â òîçè ñëó÷àé íå ìîæåì äà ïîëó÷èì òîëêîâà ïðîñòà âðúçêà ìåæäó

(α1, α2) è (α̂1, α̂2), ïîäîáíà íà (3.6.13) è (3.6.14), òúé êàòî îò �îðìóëè-

òå (3.6.14) íå ìîæåì äà èçêëþ÷èì ïî ÷èñòî àëãåáðè÷åí ïúò èìàãèíåðíèòå

÷àñòè íà w1 è w2.

Ôîðìóëèòå (3.6.6) è (3.7.6) äàâàò ñúîòâåòñòâèÿ, ïîäîáíè íà òåçè â R
3
,

ìåæäó òðè âèäà êëàñîâå îò îáåêòè, êîèòî äå�èíèðàìå ïî-äîëó. Òåçè ñúîò-

âåòñòâèÿ â îáùèÿ ñëó÷àé ìîãàò äà ñå äå�èíèðàò ñàìî ëîêàëíî â îêîëíîñò

íà �èêñèðàíà òî÷êà.

Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî îò íåñóïåðêîí�îðìíè ìèíèìàëíè ïîâúðõ-

íèíè R
4
îò âèäà (D, x), êúäåòî D å îêîëíîñò íà íóëàòà â R

2 ≡ C, â êî-

ÿòî ïîâúðõíèíàòà å çàäàäåíà ñ êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè îò ïúðâè âèä. Çà

äâå ïîâúðõíèíè îò òîçè âèä êàçâàìå, ÷å ñà åêâèâàëåíòíè, àêî ñúùåñòâóâà

îêîëíîñò íà íóëàòà D0 ⊂ D∩D̂, òàêàâà ÷å äâåòå ïîâúðõíèíè ñà ñâúðçàíè â
D0 ñúñ ñîáñòâåíî äâèæåíèå â R

4
îò âèäà (3.3.9). Ìíîæåñòâîòî îò êëàñîâåòå

íà åêâèâàëåíòíîñò íà òàêà äå�èíèðàíàòà ðåëàöèÿ îçíà÷àâàìå ñ MSR4
.

Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî îò ðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà åñòåñòâåíè óðàâ-

íåíèÿ (3.3.10) íà ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè â R
4
îò âèäà (D,K < 0, κ),

êúäåòî D å îêîëíîñò íà íóëàòà â R
2 ≡ C, â êîÿòî ñà äå�èíèðàíè �óíêöè-

èòå K è κ. Çà äâå ðåøåíèÿ (D,K, κ) è (D̂, K̂, κ̂) îò òîçè âèä êàçâàìå, ÷å ñà

åêâèâàëåíòíè, àêî ñúùåñòâóâà îêîëíîñò íà íóëàòà D0 ⊂ D ∩ D̂, òàêàâà ÷å
äâåòå ðåøåíèÿ ñúâïàäàò â D0. Ìíîæåñòâîòî îò êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíò-

íîñò íà òàêà äå�èíèðàíàòà ðåëàöèÿ îçíà÷àâàìå ñ SNER4
.

Íàêðàÿ äà ðàçãëåäàìå è ìíîæåñòâîòî îò äâîéêè õîëîìîð�íè �óíêöèè

îò âèäà (D, g1, g2), êúäåòî D å îêîëíîñò íà íóëàòà â R
2 ≡ C, â êîÿòî �óíê-

öèèòå g1 è g2 ñà äå�èíèðàíè è èçïúëíÿâàò óñëîâèåòî g′1g
′
2 6= 0. Çà äâå

äâîéêè �óíêöèè (D, g1, g2) è (D̂, ĝ1, ĝ2) îò òîçè âèä êàçâàìå, ÷å ñà åêâèâà-

ëåíòíè, àêî ñúùåñòâóâà îêîëíîñò íà íóëàòà D0 ⊂ D ∩ D̂, òàêàâà ÷å äâåòå
äâîéêè �óíêöèè ñà ñâúðçàíè â D0 ñ äðîáíî-ëèíåéíè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñúñ

ñïåöèàëíè óíèòàðíè ìàòðèöè îò âèäà (3.6.13). Ìíîæåñòâîòî îò êëàñîâåòå

íà åêâèâàëåíòíîñò íà òàêà äå�èíèðàíàòà ðåëàöèÿ îçíà÷àâàìå ñ HR4
.
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HR4 R4SNE

R4MS

Ôèãóðà 3.1: Êîìóòàòèâíà äèàãðàìà îò áèåêöèè

Îò ðåçóëòàòèòå â �ëàâà 3 ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâàò èçîáðàæåíèÿ ìåæäó

òðèòå âèäà êëàñîâå îò îáåêòè. Òåçè èçîáðàæåíèÿ ñõåìàòè÷íî ñà ïðåäñòàâå-

íè íà Ôèãóðà 3.1 . Ïîëó÷åíèòå çà òÿõ ðåçóëòàòè ìîæåì äà ðåçþìèðàìå â

ñëåäíàòà:

Òåîðåìà 3.7.8 Äèàãðàìàòà íà Ôèãóðà 3.1 å êîìóòàòèâíà è òðèòå èçî-

áðàæåíèÿ ñà áèåêöèè.

Â Ñåêöèÿ 3.8, êàòî ñëåäñòâèå îò êàíîíè÷íèòå ïðåäñòàâÿíèÿ íà Âàéåð-

ùðàñ çà ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè â R
3
è R

4
, îòíà÷àëî å ïîëó÷åíî ñúîòâåò-

ñòâèå ìåæäó ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà åñòåñòâåíè óðàâíåíèÿ íà ìèíèìàë-

íèòå ïîâúðõíèíè â R
4
è äâîéêèòå ðåøåíèÿ íà åñòåñòâåíîòî óðàâíåíèå íà

ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè â R
3
. Àêî (D,K < 0, κ) å ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà

(3.3.10), òî å â ñèëà:

K = −1

2

√
ν1 ν2 (ν1 + ν2) ; κ =

1

2

√
ν1 ν2 (ν1 − ν2) , (3.8.1)

êúäåòî ν1 è ν2 ñà äâå ðåøåíèÿ íà åñòåñòâåíîòî óðàâíåíèå (2.3.8). Îáðàòíî,

àêî ν1 è ν2 ñà äâå ïðîèçâîëíè ðåøåíèÿ íà åñòåñòâåíîòî óðàâíåíèå (2.3.8),

òî òå ïîðàæäàò ïî �îðìóëèòå (3.8.1) ðåøåíèå íà (3.3.10). Ôóíêöèèòå ν1 è

ν2 ñå èçðàçÿâàò ÷ðåç K è κ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

ν1 =
−K + κ

4

√

K2 − κ2

; ν2 =
−K − κ

4

√

K2 − κ2

. (3.8.2)

Ïî-íàòàòúê å ïîëó÷åíî ñúîòâåòñòâèå (ïîíå ëîêàëíî) ìåæäó íåñóïåðêîí-

�îðìíèòå ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè â R
4
è äâîéêèòå ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè

îò îáù òèï â R
3
. Òúé êàòî êàíîíè÷íèòå êîîðäèíàòè â îáùèÿ ñëó÷àé ñú-

ùåñòâóâàò ñàìî â îêîëíîñò íà äàäåíà òî÷êà, òî ñå ðàçãëåæäàò äâîéêèòå

(M, p), êúäåòî M å ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà îò îáù òèï, à p å �èêñèðàíà

òî÷êà îò íåÿ. Íåêà (M, p) å íåñóïåðêîí�îðìíà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíè â

R
4
è íåêà t = u + iv çàäàâà êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè îò ïúðâè âèä â îêîë-

íîñò íà p, êàòî t0 çàäàâà êîîðäèíàòèòå íà òî÷êàòà p. ÏîâúðõíèíàòàM èìà

êàíîíè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà Âàéåðùðàñ îò âèäà (3.6.6) ÷ðåç äâîéêà õîëî-

ìîð�íè �óíêöèè g1 è g2. Âñÿêà åäíà îò �óíêöèèòå g1 è g2 ïîðàæäà ÷ðåç

êàíîíè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà Âàéåðùðàñ (2.6.4) â R
3
ïî åäíà ìèíèìàëíà
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ïîâúðõíèíà îò îáù òèï. Îçíà÷àâàìå ïîëó÷åíèòå ïîâúðõíèíè â R
3
ñ M1 è

M2, à ñ p1 è p2 ñúîòâåòíèòå òî÷êè îò òÿõ, èìàùè çà êîîðäèíàòè t = t0. Ïî
òîçè íà÷èí ñúïîñòàâÿìå íà (M, p) äâåòå ïîâúðõíèíè (M1, p1) è (M2, p2).
Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ïîñëåäíàòà êîíñòðóêöèÿ å îáðàòèìà. Òàêà ïîëó÷åíîòî

ñúîòâåòñòâèå ìåæäó íåñóïåðêîí�îðìíèòå ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè â R
4
è

äâîéêèòå ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè îò îáù òèï â R
3
îçíà÷àâàìå íàêðàòêî ïî

ñëåäíèÿ íà÷èí:

(

M, p
)

↔
(

(M1, p1), (M2, p2)
)

. (3.8.3)

Îò Òåîðåìè 2.6.5 è 3.6.6 ñëåäâà, ÷å òîâà ñúîòâåòñòâèå å èíâàðèàíòíî ïðè

ïðîèçâîëíè ñîáñòâåíè äâèæåíèÿ â R
3
è R

4
. Íåêà (kM, kp) îçíà÷àâà ïî-

âúðõíèíàòà, ïîëó÷åíà ÷ðåç õîìîòåòèÿ îò (M, p) â R
3
èëè R

4
, êúäåòî kp å

ñúîòâåòíàòà íà p òî÷êà ïðè òàçè õîìîòåòèÿ. Èçïúëíåíî å:

(

kM, kp
)

↔
(

(kM1, kp1), (kM2, kp2)
)

, (3.8.6)

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å (3.8.3) å èíâàðèàíòíî ïðè õîìîòåòèÿ. Íåêà Mθ å eäíî-

ïàðàìåòðè÷íàòà �àìèëèÿ îò àñîöèèðàíè ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè íà M è

pθ = Fθ(p) å òî÷êàòà îò Mθ, ñúîòâåòíà íà p ïðè ñòàíäàðòíàòà èçîìåòðèÿ

Fθ ìåæäó M è Mθ, äå�èíèðàíà â Ïðåäëîæåíèå 1.3.4. Â ñèëà å:

(

Mθ, pθ

)

↔
(

(M1|θ, p1|θ), (M2|θ, p2|θ)
)

, (3.8.7)

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å ñúîòâåòñòâèåòî (3.8.3) çàïàçâà eäíîïàðàìåòðè÷íèòå �à-

ìèëèè îò àñîöèèðàíè ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè.

Êàòî ïðèëîæåíèå íà ïîëó÷åíîòî ñúîòâåòñòâèå å ðàçãëåäàí ñëåäíèÿ âúï-

ðîñ: Êîè ñà íåñóïåðêîí�îðìíèòå ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè â R
4
, çà êîèòî

åäíîòî ñåìåéñòâî êàíîíè÷íè ëèíèè îò ïúðâè âèä ñà åäíîâðåìåííî è ãåî-

äåçè÷íè? Îòãîâîðúò íà àíàëîãè÷íèÿ âúïðîñ â R
3
å äàäåí ñ Ïðåäëîæåíèå

2.3.5 . Çà èçñëåäâàíîòî ñâîéñòâî å äîêàçàíî, ÷å ñå çàïàçâà ïðè ñúîòâåòñòâè-

åòî (3.8.3) è ïî òîçè íà÷èí å ïîëó÷åíî ñëåäíîòî:

Ïðåäëîæåíèå 3.8.2 ÍåêàM å íåñóïåðêîí�îðìíà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà

â R
4
è p0 ∈ M å �èêñèðàíà òî÷êà îò íåÿ. Íåêà t = u+iv çàäàâà êàíîíè÷íè

êîîðäèíàòè îò ïúðâè âèä çà M â îêîëíîñò íà p0. Òîãàâà ñëåäíèòå óñëîâèÿ

ñà åêâèâàëåíòíè:

1. Ñúùåñòâóâà îêîëíîñò íà p0 â M, â êîÿòî êàíîíè÷íèòå u-ëèíèè îò

ïúðâè âèä ñà ãåîäåçè÷íè.

2. Ñúùåñòâóâà îêîëíîñò íà p0 â M, êîÿòî ñå ïîëó÷àâà ÷ðåç ñîáñòâåíî

äâèæåíèå, õîìîòåòèÿ è ñìÿíà íà êàíîíè÷íèòå êîîðäèíàòè îò âèäà

t → ±t+c îò äàäåíà ÷àñò íà íÿêîÿ îò äâóïàðàìåòðè÷íàòà �àìèëèÿ

ïîâúðõíèíè, ïîðîäåíè ïî �îðìóëèòå (3.6.6) ÷ðåç äâîéêèòå (et, eat+b),
êúäåòî a > 0 è b ≥ 0.

Ïîâúðõíèíèòå îò äâóïàðàìåòðè÷íàòà �àìèëèÿ, îïèñàíà â òî÷êà 2.,

íå ìîãàò äà ñå ïîëó÷àâàò äîðè ëîêàëíî åäíà îò äðóãà ÷ðåç ñîáñòâåíî

äâèæåíèå, õîìîòåòèÿ è ñìÿíà íà êàíîíè÷íèòå êîîðäèíàòè.
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1

�ëàâà 4. Ìèíèìàëíè ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíè ïî-

âúðõíèíè â R
3
1

Â �ëàâà 4 ñå ðàçãëåæäàò ìèíèìàëíè ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíè ïîâúðõ-

íèíè â R
3
1 ïî ìåòîä, àíàëîãè÷åí íà òîçè îò R

3
, êàòî ñà ïîëó÷åíè âå÷å

èçâåñòíè ñâîéñòâà íà òåçè ïîâúðõíèíè ïî íîâ íà÷èí, êîéòî ëåñíî ñå ïðåíà-

ñÿ â R
4
1. Â Cåêöèÿ 4.1 ñà äàäåíè íÿêîè îçíà÷åíèÿ, äå�èíèöèè è ñâîéñòâà

íà ìèíèìàëíèòå ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíè ïîâúðõíèíè, ñïåöè�è÷íè çà R
3
1.

Â Ñåêöèÿ 4.2 ñà ðàçãëåäàíè ñâîéñòâàòà íà êàíîíè÷íèòå êîîðäèíàòè çà ìè-

íèìàëíèòå ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíè ïîâúðõíèíè â R
3
1.

Â Ñåêöèÿ 4.3, ñ ïîìîùòà íà �óíêöèÿòà Φ, ñà èçâåäåíè ïî íîâ íà÷èí,

àíàëîãè÷åí íà òîçè îò R
3
, �îðìóëè îò òèï íà Ôðåíå è åñòåñòâåíîòî óðàâíå-

íèå íà ìèíèìàëíèòå ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíè ïîâúðõíèíè îò îáù òèï â R
3
1.

Êàòî îñíîâåí ñêàëàðåí èíâàðèàíò çà òåçè ïîâúðõíèíè â R
3
1 îòíîâî ïîëçâà-

ìå âåëè÷èíàòà ν, êîÿòî å ïîëîæèòåëíàòà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò íà îïåðàòîðà
íà Âàéíãàðòåí çà M è ÿ íàðè÷àìå íîðìàëíà êðèâèíà íà M. Ïðè ãëàâíè

êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè êîå�èöèåíòúò E íà ïúðâàòà îñíîâíà �îðìà è íîð-

ìàëíàòà êðèâèíà ν ñà ñâúðçàíè ñ ðàâåíñòâîòî: Eν = 1 . �àóñîâàòà êðèâèíà
K è íîðìàëíàòà êðèâèíà ν óäîâëåòâîðÿâàò ðàâåíñòâîòî K = ν2

, êîåòî íå

çàâèñè îò èçáîðà íà êîîðäèíàòè.

Çà ìèíèìàëíèòå ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíè ïîâúðõíèíè îò îáù òèï â R
3
1

ñà èçâåäåíè �îðìóëè îò òèï íà Ôðåíå (�îðìóëè 4.3.6 îò äèñåðòàöèÿòà),

àíàëîãè÷íè íà (2.3.6) çà R
3
. Óñëîâèÿòà çà èíòåãðóåìîñò íà òàçè ñèñòåìà

×ÄÓ, çàïèñàíè ÷ðåç íîðìàëíàòà êðèâèíà ν, ñå ñâåæäàò äî óðàâíåíèåòî:

∆ln ν − 2ν = 0 , (4.3.8)

ïîëó÷åíî â [10℄ è íàðå÷åíî åñòåñòâåíî óðàâíåíèå íà ìèíèìàëíèòå ïðî-

ñòðàíñòâåíî-ïîäîáíè ïîâúðõíèíè â R
3
1.

Àêî äâå ìèíèìàëíè ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíè ïîâúðõíèíè M = (D, x) è

M̂ = (D, x̂) îò îáù òèï â R
3
1 ñà ñâúðçàíè ÷ðåç ñîáñòâåíî äâèæåíèå îò âèäà:

x̂ = Ax + b ; A ∈ SO(2, 1, R), b ∈ R
3
1 , (4.3.9)

òî òå èìàò îáùè ãëàâíè êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè è ïîðàæäàò åäíî è ñúùî

ðåøåíèå íà (4.3.8).

Óðàâíåíèåòî (4.3.8) å íå ñàìî íåîáõîäèìî, íî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà

ñúùåñòâóâàíå ïîíå ëîêàëíî íà ðåøåíèå íà ñúîòâåòíàòà ñèñòåìà íà Ôðåíå.

Ïðèëîæåíî êúì ìèíèìàëíèòå ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíè ïîâúðõíèíè â R
3
1,

òîâà îçíà÷àâà, ÷å âñÿêî ðåøåíèå íà (4.3.8) ìîæå ëîêàëíî äà ñå ïðåäñòàâè

êàòî íîðìàëíà êðèâèíà íà ìèíèìàëíà ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíà ïîâúðõíè-

íà îò îáù òèï â R
3
1. Çà òîçè âèä ïîâúðõíèíè å ïîëó÷åíà òåîðåìà îò òèï íà

Áîíå, àíàëîãè÷íà íà Òåîðåìà 2.3.2 îò ïðîñòðàíñòâîòî R
3
.

Â Ñåêöèÿ 4.4 ñà äàäåíè ïðîñòè, ÷èñòî àíàëèòè÷íè èçâîäè íà íÿêîè

êëàñè÷åñêè �îðìóëè îò òèï ½ïðåäñòàâÿíå íà Âàéåðùðàñ“ çà ìèíèìàëíè
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1

ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíè ïîâúðõíèíè â R
3
1, çàäàäåíè îòíîñíî ïðîèçâîëíè

èçîòåðìè÷íè êîîðäèíàòè. Àêî M = (D, x) å òàêàâà ïîâúðõíèíà, òî çà ñú-

îòâåòíàòà �óíêöèÿ Φ = (φ1, φ2, φ3) èìàìå àíàëîã íà ïðåäñòàâÿíåòî (2.4.8)
îò R

3
:

Φ = (if(g2 − 1) , f(g2 + 1) , 2fg) , (4.4.6)

êúäåòî (f, g) å äâîéêà õîëîìîð�íè �óíêöèè, èçïúëíÿâàùè óñëîâèÿòà f 6= 0
è |g| 6= 1. Îáðàòíî, âñÿêà òàêàâà äâîéêà �óíêöèè ïîðàæäà ïî �îðìóëèòå

(4.4.6) �óíêöèÿ Φ, êîÿòî å ñúîòâåòíà íà ìèíèìàëíà ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîá-
íà ïîâúðõíèíà â R

3
1. Ôóíêöèèòå f è g ñå èçðàçÿâàò åêñïëèöèòíî ÷ðåç Φ ïî

ñëåäíèÿ íà÷èí:

f =
1

2
(iφ1 + φ2); g =

φ3

iφ1 + φ2

. (4.4.7)

Ïî-íàòàòúê ñà ïîëó÷åíè �îðìóëèòå, ïî êîèòî ñå ïðåîáðàçóâàò �óíêöè-

èòå, ó÷àñòâàùè â ïðåäñòàâÿíèÿòà îò òèï íà Âàéåðùðàñ ïðè ñìÿíà íà èçî-

òåðìè÷íèòå êîîðäèíàòè è ïðè îñíîâíèòå ãåîìåòðè÷íè ïðåîáðàçóâàíèÿ íà

äàäåíàòà ìèíèìàëíà ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíà ïîâúðõíèíà â R
3
1. Ñ ïîìîùòà

íà òåîðèÿòà íà ñïèíîðèòå â R
3
1 ñà ïîëó÷åíè òðàíñ�îðìàöèîííè �îðìóëè

çà äâîéêàòà �óíêöèè â (4.4.6) ïðè äâèæåíèå íà ïîâúðõíèíàòà â R
3
1. Îñ-

íîâíèÿò ðåçóëòàò å, ÷å �óíêöèÿòà g ñå ïðåîáðàçóâà ñ ïîìîùòà íà äðîáíî-

ëèíåéíà òðàíñ�îðìàöèÿ, çàäàäåíà ñúñ ñïåöèàëíà óíèòàðíà (îòíîñíî èíäå-

�èíèòíîòî Åðìèòîâî ïðîèçâåäåíèå â C
2
1) ìàòðèöà:

f̂ = f(bg + ā)2 ; ĝ =
ag + b̄

bg + ā
; a, b ∈ C ; |a|2 − |b|2 = 1 . (4.4.21)

Çà ïîñëåäíèòå �îðìóëè å â ñèëà ñëåäíàòà:

Òåîðåìà 4.4.3 Íåêà M̂ = (D, x̂) è M = (D, x) ñà äâå ìèíèìàëíè ïðî-

ñòðàíñòâåíî-ïîäîáíè ïîâúðõíèíè â R
3
1, çàäàäåíè ñ ïðåäñòàâÿíèÿ íà Âàéåð-

ùðàñ îò âèäà (4.4.6), êúäåòî D å ñâúðçàíà îáëàñò â C. Òîãàâà ñëåäíèòå

óñëîâèÿ ñà åêâèâàëåíòíè:

1. M̂ è M ñà ñâúðçàíè ñúñ ñîáñòâåíî îðòîõðîííî äâèæåíèå â R
3
1:

x̂(t) = Ax(t) + b, êúäåòî A ∈ SO
+(2, 1, R) è b ∈ R

3
1.

2. Ôóíêöèèòå îò ïðåäñòàâÿíèÿòà íà Âàéåðùðàñ íà M̂ è M ñà ñâúð-

çàíè ñ ðàâåíñòâàòà (4.4.21).

Â Ñåêöèÿ 4.5 ñà èçðàçåíè îñíîâíèòå èíâàðèàíòè íà åäíà ìèíèìàëíà

ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíà ïîâúðõíèíà â R
3
1 ÷ðåç äâîéêàòà �óíêöèè, ó÷àñ-

òâàùè â ïðåäñòàâÿíåòî íà Âàéåðùðàñ. Ïðè ïðåäñòàâÿíåòî (4.4.6) èìàìå

ñëåäíèòå �îðìóëè çà �àóñîâàòà è íîðìàëíàòà êðèâèíè:

K =
4|g′|2

|f |2(|g|2 − 1)4
; ν =

2|g′|
|f |(|g|2 − 1)2

. (4.5.18)
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1

Â Ñåêöèÿ 4.6 å äàäåí íîâ èçâîä íà êàíîíè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà Âàéåð-

ùðàñ çà ìèíèìàëíèòå ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíè ïîâúðõíèíè îò îáù òèï â

R
3
1, êàòî íîâàòà ñõåìà íà èçëîæåíèåòî å ïîäáðàíà òàêà, ÷å äà äîïóñêà ïðå-

íàñÿíå â ñëó÷àÿ íà R
4
1. Àêî M å ìèíèìàëíà ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíà ïî-

âúðõíèíà îò îáù òèï â R
3
1 , çàäàäåíà ñ ãëàâíè êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè, òî å

ïîêàçàíî, ÷å �óíêöèèòå f è g â (4.4.6) ñà ñâúðçàíè ñ ðàâåíñòâîòî:

f =
1

2g′
. (4.6.3)

Îòòóê è (4.4.6) ïîëó÷àâàìå ïðåäñòàâÿíå, åêâèâàëåíòíî íà òîâà îò [10℄:

Φ =

(

i

2

g2 − 1

g′
,

1

2

g2 + 1

g′
,

g

g′

)

, (4.6.4)

êúäåòî g å õîëîìîð�íà �óíêöèÿ, èçïúëíÿâàùà óñëîâèÿòà |g| 6= 1 è g′ 6= 0.
Îáðàòíî, âñÿêà òàêàâà �óíêöèÿ ïîðàæäà ïî �îðìóëèòå (4.6.4) ìèíèìàëíà

ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíà ïîâúðõíèíà îò îáù òèï â R
3
1, çàäàäåíà ñ ãëàâíè

êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè. Çà òàêà ïîëó÷åíîòî ïðåäñòàâÿíå êàçâàìå, ÷å å êàíî-

íè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà Âàéåðùðàñ çà ìèíèìàëíàòà ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíà

ïîâúðõíèíà îò îáù òèï M. Ôóíêöèÿòà g ñå èçðàçÿâà â ÿâåí âèä ÷ðåç Φ ïî

ñëåäíèÿ íà÷èí:

g =
φ3

iφ1 + φ2

. (4.6.5)

Îò �îðìóëèòå, ïîëó÷åíè â Ñåêöèÿ 4.4 ñëåäâà, ÷å ïðè ñîáñòâåíî äâèæå-

íèå â R
3
1 �óíêöèèòå ĝ è g îò êàíîíè÷íèòå ïðåäñòàâÿíèÿ (4.6.4) ñà ñâúðçàíè

èëè ñ äðîáíî-ëèíåéíî ïðåîáðàçîâàíèå ñúñ ñïåöèàëíà óíèòàðíà ìàòðèöà,

èëè ñ äðîáíî-ëèíåéíî ïðåîáðàçîâàíèå ñ àíòèóíèòàðíà ìàòðèöà ñ äåòåðìè-

íàíòà −1:

ĝ =
ag + b̄

bg + ā
; a, b ∈ C ; |a|2 − |b|2 = ±1 . (4.6.9)

Äîêàçàíà å ñëåäíàòà:

Òåîðåìà 4.6.5 Íåêà M̂ = (D, x̂) è M = (D, x) ñà äâå ìèíèìàëíè ïðî-

ñòðàíñòâåíî-ïîäîáíè ïîâúðõíèíè îò îáù òèï â R
3
1, çàäàäåíè ñ êàíîíè÷íè

ïðåäñòàâÿíèÿ íà Âàéåðùðàñ îò âèäà (4.6.4), êúäåòî D å ñâúðçàíà îáëàñò

â C. Òîãàâà ñëåäíèòå óñëîâèÿ ñà åêâèâàëåíòíè:

1. M̂ è M ñà ñâúðçàíè ñúñ ñîáñòâåíî äâèæåíèå â R
3
1 îò âèäà:

x̂(t) = Ax(t) + b, êúäåòî A ∈ SO(2, 1, R) è b ∈ R
3
1.

2. Ôóíêöèèòå ĝ è g îò ïðåäñòàâÿíèÿòà íà Âàéåðùðàñ íà M̂ è M ñà

ñâúðçàíè ñ ðàâåíñòâàòà (4.6.9), êàòî |a|2−|b|2 = +1 ïðè îðòîõðîííî

äâèæåíèå è |a|2 − |b|2 = −1 ïðè íåîðòîõðîííî äâèæåíèå â R
3
1.
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1

Â Ñåêöèÿ 4.7 ñà èçðàçåíè îñíîâíèòå èíâàðèàíòè íà åäíà ìèíèìàëíà

ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíà ïîâúðõíèíà îò îáù òèï â R
3
1 ÷ðåç �óíêöèÿòà,

ó÷àñòâàùà â êàíîíè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà Âàéåðùðàñ. Àêî ìèíèìàëíàòà

ïîâúðõíèíà M å çàäàäåíà ñ (4.6.4), òî çà íîðìàëíàòà �è êðèâèíà èìàìå:

ν =
4|g′|2

(|g|2 − 1)2
. (4.7.4)

Ïðèëàãàéêè ïîäõîäà îò [10℄ ïîêàçâàìå, ÷å ïîñëåäíèÿò èçðàç çà ν ìîæå äà

ñå èíòåðïðåòèðà êàòî ëîêàëíà �îðìóëà çà îáùîòî ðåøåíèå íà åñòåñòâåíîòî

óðàâíåíèå (4.3.8) íà ìèíèìàëíèòå ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíè ïîâúðõíèíè â

R
3
1. Âúçìîæíî å äâå ðàçëè÷íè �óíêöèè g äà äàâàò ïî (4.7.4) åäíî è ñúùî

ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî (4.3.8). Òîâà å òàêà òî÷íî êîãàòî äâåòå �óíêöèè

ñà ñâúðçàíè ñ ðàâåíñòâîòî (4.6.9).

Àêî äå�èíèðàìå êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò îò ìèíèìàëíèòå ïðîñòðàí-

ñòâåíî-ïîäîáíè ïîâúðõíèíè îò îáù òèï â R
3
1, ðåøåíèÿòà íà åñòåñòâåíîòî

óðàâíåíèå (4.3.8) è õîëîìîð�íèòå �óíêöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà, àíàëîãè÷-

íî íà ñëó÷àèòå â R
3
è R

4
, òî �îðìóëèòå (4.6.4) è (4.7.4) äàâàò ñúîòâåòñòâèÿ

(áèåêöèè) ìåæäó òðèòå âèäà êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò.

�ëàâà 5. Ìèíèìàëíè ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíè ïî-

âúðõíèíè â R
4
1

Â �ëàâà 5 ñå ðàçãëåæäàò ìèíèìàëíè ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíè ïîâúðõ-

íèíè â R
4
1 ïî ìåòîä, àíàëîãè÷åí íà òîçè çà R

4
. Â Ñåêöèÿ 5.1 ñà äàäåíè

íÿêîè îçíà÷åíèÿ, äå�èíèöèè è ñâîéñòâà íà ìèíèìàëíèòå ïðîñòðàíñòâåíî-

ïîäîáíè ïîâúðõíèíè, ñïåöè�è÷íè çà R
4
1. Êàêòî è â R

4
, íàðåä ñúñ ñðåäíàòà

è �àóñîâàòà êðèâèíà, òðåòè îñíîâåí èíâàðèàíò å êðèâèíàòà íà íîðìàëíà-

òà ñâúðçàíîñò κ, êîÿòî ñå äå�èíèðà, àíàëîãè÷íî íà (3.1.3) è íàðè÷àìå

íàêðàòêî íîðìàëíà êðèâèíà. Çà κ å ïîëó÷åí èçðàç ÷ðåç Φ, êîåòî çàåäíî ñ
�îðìóëèòå (1.4.2) è (1.4.7), êîèòî âå÷å èìàìå çà K, íè äàâà:

K =
−4‖Φ′⊥‖2

‖Φ‖4
=

−4‖Φ ∧ Φ′‖2

‖Φ‖6
; κ =

4

‖Φ‖6
det(Φ, Φ̄,Φ′,Φ′) . (5.1.10)

Â íà÷àëîòî íà Ñåêöèÿ 5.2 ïúðâî å èçðàçåíî óñëîâèåòî çà èçðîäåíîñò íà

åäíà òî÷êà p ∈ M ÷ðåç ñâîéñòâàòà íà îáðàçà íà âòîðàòà îñíîâíà �îðìà σ
â íîðìàëíîòî ïðîñòðàíñòâî Np(M).

Ïðåäëîæåíèå 5.2.1 Àêî M å ìèíèìàëíà ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíà ïî-

âúðõíèíà â R
4
1 è p å òî÷êà îò M, òî p å èçðîäåíà òî÷êà ïî ñìèñúëà

íà Äå�èíèöèÿ 1.5.3, òî÷íî êîãàòî îáðàçúò íà âòîðàòà îñíîâíà �îðìà

{σ(X,Y); X ∈ Tp(M),Y ∈ Tp(M)} â Np(M) èçöÿëî ñå ñúäúðæà â åäíî îò

äâåòå èçîòðîïíè åäíîìåðíè ïîäïðîñòðàíñòâà íà Np(M).
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1

Àêî M å çàäàäåíà ñ êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè îò ïúðâè âèä, òî çà êîå�è-

öèåíòà E íà ïúðâàòà îñíîâíà �îðìà è êðèâèíèòå K è κ å â ñèëà:

E =
1

4

√

K2 + κ2
. (5.2.8)

Èçðîäåíèòå òî÷êè íà åäíà ìèíèìàëíà ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíà ïîâúðõ-

íèíà M â R
4
1 ñà õàðàêòåðèçèðàíè ÷ðåç äâîéêàòà (K, κ) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Òåîðåìà 5.2.2 Àêî M å ìèíèìàëíà ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíà ïîâúðõíèíà

â R
4
1, à K è κ ñà �àóñîâàòà êðèâèíà è êðèâèíàòà íà íîðìàëíàòà ñâúð-

çàíîñò çà M, òî åäíà òî÷êà p ∈ M å èçðîäåíà, òî÷íî êîãàòî â p å

èçïúëíåíî K = 0 è κ = 0.

Â Ñåêöèÿ 5.3 ñ ïîìîùòà íà �óíêöèÿòà Φ ñà èçâåäåíè ïî íîâ íà÷èí �îð-

ìóëè îò òèï íà Ôðåíå è ñèñòåìàòà åñòåñòâåíè óðàâíåíèÿ íà ìèíèìàëíèòå

ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíè ïîâúðõíèíè îò îáù òèï â R
4
1. Óñëîâèÿòà çà èíòå-

ãðóåìîñò íà ñèñòåìàòà íà Ôðåíå ñå íàðè÷àò ñèñòåìà åñòåñòâåíè ×ÄÓ íà

ìèíèìàëíèòå ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíè ïîâúðõíèíè â R
4
1. Êàêòî è â R

4
, àêî

äâå òàêèâà ïîâúðõíèíè M = (D, x) è M̂ = (D, x̂) â R
4
1 ñà ñâúðçàíè ÷ðåç

ñîáñòâåíî äâèæåíèå îò âèäà:

x̂ = Ax + b; A ∈ SO(3, 1, R), b ∈ R
4
1 , (5.3.9)

òî òå äàâàò åäíî è ñúùî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà åñòåñòâåíè ×ÄÓ. Àêî òàçè

ñèñòåìà åñòåñòâåíè ×ÄÓ ñå çàïèøå ÷ðåç äâîéêàòà (K, κ), òî ïðè K 6= 0 ñå

ïîëó÷àâà ñèñòåìà, åêâèâàëåíòíà íà ñèñòåìàòà ïîëó÷åíà â [1℄:

4

√

K2 + κ2 ∆ln 4

√

K2 + κ2 = 2K ;

4

√

K2 + κ2 ∆arctan
κ

K
= 2κ ;

K 6= 0 . (5.3.10)

Àêî â íÿêîÿ òî÷êà èìàìå K = 0, òî â îêîëíîñò íà òàçè òî÷êà ùå å â ñèëà

κ 6= 0 è ùå èìàìå ñèñòåìà, ïîäîáíà íà (5.3.10), êàòî çàìåíèì
κ

K
ñ

K

κ
. Òàêà

îïèñàíèòå ðåçóëòàòè ñà îáåäèíåíè â ñëåäíàòà:

Òåîðåìà 5.3.3 Íåêà M å ìèíèìàëíà ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíà ïîâúðõíè-

íà îò îáù òèï â R
4
1 è â îêîëíîñò íà äàäåíà òî÷êà îò M ñà âúâåäåíè

êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè îò ïúðâè âèä. Íåêà â ðàçãëåæäàíàòà îêîëíîñò å

â ñèëà K 6= 0. Òîãàâà �àóñîâàòà êðèâèíà K è êðèâèíàòà íà íîðìàëíàòà

ñâúðçàíîñò κ íà M, ðàçãëåæäàíè êàòî �óíêöèè íà òåçè êîîðäèíàòè, ñà

ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà åñòåñòâåíè óðàâíåíèÿ (5.3.10) íà ìèíèìàëíèòå

ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíè ïîâúðõíèíè â R
4
1. Àêî M̂ ñå ïîëó÷àâà îò M ÷ðåç

ñîáñòâåíî äâèæåíèå îò âèäà (5.3.9), òî òÿ ïîðàæäà ñúùîòî ðåøåíèå íà

(5.3.10).

Êàêòî è â R
4
èìàìå òåîðåìà îò òèï íà Áîíå çà ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè

â R
4
1 (âæ. ñúùî [1℄):
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1

Òåîðåìà 5.3.5 Íåêà K 6= 0 è κ ñà ðåàëíè �óíêöèè, äå�èíèðàíè â äà-

äåíà îáëàñò D ⊂ R
2
è íåêà äâîéêàòà (K, κ) å ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà

åñòåñòâåíè óðàâíåíèÿ (5.3.10) íà ìèíèìàëíèòå ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîá-

íè ïîâúðõíèíè â R
4
1. Çà âñÿêà òî÷êà p0 ∈ D ñúùåñòâóâà îêîëíîñò D0 ⊂ D

íà p0 è èçîáðàæåíèå x : D0 → R
4
1, òàêèâà ÷å (D0, x) å ìèíèìàëíà ïðî-

ñòðàíñòâåíî-ïîäîáíà ïîâúðõíèíà îò îáù òèï â R
4
1, çàäàäåíà ñ êàíîíè÷íè

êîîðäèíàòè îò ïúðâè âèä è èìàùà äàäåíèòå �óíêöèè K è κ ñúîòâåòíî

çà �àóñîâà êðèâèíà è êðèâèíà íà íîðìàëíàòà ñâúðçàíîñò. Àêî (D̂0, x̂) å

äðóãà ïîâúðõíèíà ñúñ ñúùèòå ñâîéñòâà, òî ñúùåñòâóâà ïîäîáëàñò D̃0 íà

D0 è D̂0, ñúäúðæàùà òî÷êà p0, òàêà ÷å ïîâúðõíèíàòà (D̃0, x̂) ñå ïîëó÷àâà

îò (D̃0, x) ÷ðåç ñîáñòâåíî äâèæåíèå â R
4
1 îò âèäà (5.3.9).

Â Ñåêöèÿ 5.4 ñà äàäåíè ïðîñòè, ÷èñòî àíàëèòè÷íè èçâîäè íà íÿêîè êëà-

ñè÷åñêè �îðìóëè îò òèï ½ïðåäñòàâÿíå íà Âàéåðùðàñ“ çà ìèíèìàëíè ïðî-

ñòðàíñòâåíî-ïîäîáíè ïîâúðõíèíè â R
4
1, çàäàäåíè îòíîñíî ïðîèçâîëíè èçî-

òåðìè÷íè êîîðäèíàòè. ÀêîM = (D, x) å òàêàâà ïîâúðõíèíà, òî àíàëîãè÷íî
íà (3.4.9), çà ñúîòâåòíàòà �óíêöèÿ Φ = (φ1, φ2, φ3, φ4) èìàìå:

Φ =
(

if(g1g2 + 1) , f(g1g2 − 1) , f(g1 + g2) , f(g1 − g2)
)

, (5.4.12)

êúäåòî çà f , g1 è g2 èìàìå ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

f 6= 0 ; g1ḡ2 6= −1 . (5.4.13)

Ôóíêöèèòå f , g1 è g2 ñå èçðàçÿâàò åêñïëèöèòíî ÷ðåç Φ:

f = −1

2
(iφ1 + φ2) ; g1 = − φ3 + φ4

iφ1 + φ2

; g2 = − φ3 − φ4

iφ1 + φ2

. (5.4.14)

Äîêàçâàìå ñëåäíàòà:

Òåîðåìà 5.4.2 Íåêà M å ìèíèìàëíà ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíà ïîâúðõ-

íèíà â R
4
1, p å òî÷êà îò íåÿ è t = u + iv çàäàâà èçîòåðìè÷íè êîîðäè-

íàòè çà M â îêîëíîñò íà p. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å �óíêöèÿòà Φ, äå�è-
íèðàíà ñ (1.2.1), èçïúëíÿâà óñëîâèåòî iφ1 + φ2 6= 0. Òîãàâà ñúùåñòâóâà

îêîëíîñò íà p, â êîÿòî �óíêöèÿòà Φ èìà ïðåäñòàâÿíå îò òèï íà Âàéåð-

ùðàñ (5.4.12), êúäåòî f , g1 è g2 ñà õîëîìîð�íè �óíêöèè, èçïúëíÿâàùè

óñëîâèÿòà (5.4.13). Ôóíêöèèòå f , g1 è g2 ñå îïðåäåëÿò åäíîçíà÷íî îò Φ
ïî �îðìóëèòå (5.4.14).

Îáðàòíî, íåêà (f, g1, g2) ñà òðîéêà õîëîìîð�íè �óíêöèè, äå�èíèðàíè â

îáëàñò D îò C, èçïúëíÿâàùè óñëîâèÿòà (5.4.13) è íåêà p å äàäåíà òî÷êà

îò D. Òîãàâà ñúùåñòâóâàò ïîäîáëàñò D0 íà D, ñúäúðæàùà p è ìèíèìàë-

íà ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíà ïîâúðõíèíà (D0, x) â R
4
1 òàêèâà, ÷å ñúîòâåò-

íàòà �óíêöèÿ Φ èìà ïðåäñòàâÿíå (5.4.12) â D0 è èçïúëíÿâà óñëîâèåòî

iφ1 + φ2 6= 0.

Ïî-íàòàòúê ñà ïîëó÷åíè �îðìóëèòå, ïî êîèòî ñå ïðåîáðàçóâàò �óíê-

öèèòå, ó÷àñòâàùè â ïðåäñòàâÿíèÿòà îò òèï íà Âàéåðùðàñ ïðè ñìÿíà íà
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1

èçîòåðìè÷íèòå êîîðäèíàòè è ïðè îñíîâíèòå ãåîìåòðè÷íè ïðåîáðàçóâàíèÿ

íà äàäåíàòà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà â R
4
1. Ñ ïîìîùòà íà òåîðèÿòà íà ñïèíî-

ðèòå â R
4
1 ñà ïîëó÷åíè òðàíñ�îðìàöèîííè �îðìóëè çà òðîéêàòà �óíêöèè

â (5.4.12) ïðè äâèæåíèå íà ïîâúðõíèíàòà â R
4
1. Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò å, ÷å

�óíêöèèòå g1 è g2 ñå ïðåîáðàçóâàò ñ ïîìîùòà íà äðîáíî-ëèíåéíè òðàíñ-

�îðìàöèè, çàäàäåíè ñúñ ñïåöèàëíè ëèíåéíè ìàòðèöè:

f̂ = f(cg1 + d)(−b̄g2 + ā) ; ĝ1 =
ag1 + b

cg1 + d
; ĝ2 =

d̄g2 − c̄

−b̄g2 + ā
;

a, b, c, d ∈ C ; ad − bc = 1 .

(5.4.29)

Âúâ âðúçêà ñ ïîñëåäíèòå �îðìóëè äîêàçâàìå ñëåäíàòà:

Òåîðåìà 5.4.3 Íåêà M̂ = (D, x̂) è M = (D, x) ñà äâå ìèíèìàëíè ïðî-

ñòðàíñòâåíî-ïîäîáíè ïîâúðõíèíè â R
4
1, çàäàäåíè ñ ïðåäñòàâÿíèÿ íà Âàéåð-

ùðàñ îò âèäà (5.4.12), êúäåòî D å ñâúðçàíà îáëàñò â C. Òîãàâà ñëåäíèòå

óñëîâèÿ ñà åêâèâàëåíòíè:

1. M̂ è M ñà ñâúðçàíè ñúñ ñîáñòâåíî îðòîõðîííî äâèæåíèå â R
4
1 îò

âèäà:

x̂(t) = Ax(t) + b, êúäåòî A ∈ SO
+(3, 1, R) è b ∈ R

4
1.

2. Ôóíêöèèòå îò ïðåäñòàâÿíèÿòà íà Âàéåðùðàñ íà M̂ è M ñà ñâúð-

çàíè ñ ðàâåíñòâàòà (5.4.29).

Äà îòáåëåæèì, ÷å çà ðàçëèêà îò R
4
, òóê äâåòå äðîáíî-ëèíåéíè �óíêöèè

â (5.4.29) íå ñà íåçàâèñèìè åäíà îò äðóãà. Àêî B îçíà÷àâà ìàòðèöàòà â

òðàíñ�îðìàöèÿòà çà g1, òî ñ äèðåêòíè èç÷èñëåíèÿ ñå âèæäà, ÷å ìàòðèöàòà

çà g2 å B∗−1
.

Â Ñåêöèÿ 5.5 ñà èçðàçåíè îñíîâíèòå èíâàðèàíòè íà åäíà ìèíèìàëíà ïðî-

ñòðàíñòâåíî-ïîäîáíà ïîâúðõíèíà â R
4
1 ÷ðåç òðîéêàòà �óíêöèè, ó÷àñòâàùè

â ïðåäñòàâÿíåòî íà Âàéåðùðàñ. Òàêà ïðè ïðåäñòàâÿíåòî (5.4.12) èìàìå:

K =
−2

|f |2 |1 + g1ḡ2|2
(

g′1ḡ
′
2

(1 + g1ḡ2)2
+

ḡ′1g
′
2

(1 + ḡ1g2)2

)

;

κ =
2i

|f |2 |1 + g1ḡ2|2
(

g′1ḡ
′
2

(1 + g1ḡ2)2
− ḡ′1g

′
2

(1 + ḡ1g2)2

)

.

(5.5.41)

Â Ñåêöèÿ 5.6 ñà ïîëó÷åíè êàíîíè÷íèòå ïðåäñòàâÿíèÿ íà Âàéåðùðàñ çà

ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè îò îáù òèï â R
4
1. Àêî M å òàêàâà ïîâúðõíè-

íà, çàäàäåíà ñ êàíîíè÷íè êîîðäèíàòè îò ïúðâè âèä, òî çà �óíêöèèòå îò

ïðåäñòàâÿíåòî (5.4.12) èìàìå:

f =
1

2
√

g′1g
′
2

. (5.6.7)
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1

Êàòî ïðèëîæèì ïîñëåäíàòà �îðìóëà êúì ïðåäñòàâÿíåòî (5.4.12) ïîëó÷à-

âàìå:

Φ =

(

i

2

g1g2 + 1
√

g′1g
′
2

,
1

2

g1g2 − 1
√

g′1g
′
2

,
1

2

g1 + g2
√

g′1g
′
2

,
1

2

g1 − g2
√

g′1g
′
2

)

, (5.6.8)

êúäåòî �óíêöèèòå g1 è g2 óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà:

g′1g
′
2 6= 0 ; g1ḡ2 6= −1 . (5.6.9)

Çà òàêà ïîëó÷åíîòî ïðåäñòàâÿíå êàçâàìå, ÷å å êàíîíè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà

Âàéåðùðàñ çà ìèíèìàëíàòà ïîâúðõíèíà îò îáù òèï M. Ôóíêöèèòå g1 è g2

ñå èçðàçÿâàò â ÿâåí âèä ÷ðåç Φ:

g1 = − φ3 + φ4

iφ1 + φ2

; g2 = − φ3 − φ4

iφ1 + φ2

. (5.6.10)

Ñâîéñòâàòà íà ïðåäñòàâÿíåòî (5.6.8) äàâàìå ñúñ ñëåäíàòà:

Òåîðåìà 5.6.5 Íåêà M å ìèíèìàëíà ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíà ïîâúðõíè-

íà îò îáù òèï â R
4
1 è p å äàäåíà òî÷êà îò íåÿ. Íåêà t = u+iv çàäàâà êàíî-

íè÷íè êîîðäèíàòè îò ïúðâè âèä çà M â îêîëíîñò íà p. Äà ïðåäïîëîæèì,

÷å �óíêöèÿòà Φ, äå�èíèðàíà ñ (1.2.1), èçïúëíÿâà óñëîâèåòî iφ1 + φ2 6= 0.
Òîãàâà ñúùåñòâóâà îêîëíîñò íà p, â êîÿòî �óíêöèÿòà Φ èìà ïðåäñòàâÿ-

íå îò òèï íà Âàéåðùðàñ (5.6.8), êúäåòî g1 è g2 ñà õîëîìîð�íè �óíêöèè,

èçïúëíÿâàùè (5.6.9). Ôóíêöèèèòå g1 è g2 ñå îïðåäåëÿò åäíîçíà÷íî îò Φ
ïî �îðìóëèòå (5.6.10).

Îáðàòíî, íåêà g1 è g2 ñà õîëîìîð�íè �óíêöèè, äå�èíèðàíè â îáëàñò

D îò C, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèÿòà (5.6.9) è íåêà p å äàäåíà òî÷êà îò

D. Òîãàâà ñúùåñòâóâàò ïîäîáëàñò D0 íà D, ñúäúðæàùà p è ìèíèìàëíà

ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíà ïîâúðõíèíà (D0, x) îò îáù òèï â R
4
1 òàêèâà, ÷å

ñúîòâåòíàòà �óíêöèÿ Φ èìà ïðåäñòàâÿíå (5.6.8) â D0 è èçïúëíÿâà óñëî-

âèåòî iφ1 + φ2 6= 0.
Ïî-íàòàòúê å ïîêàçàíî, ÷å ïðè ñîáñòâåíî äâèæåíèå â R

4
1, �óíêöèèòå ĝj

è gj îò êàíîíè÷íèòå ïðåäñòàâÿíèÿ (5.6.8) ñà ñâúðçàíè ïîñðåäñòâîì äðîáíî-

ëèíåéíè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñúñ ñïåöèàëíè ëèíåéíè ìàòðèöè:

ĝ1 =
ag1 + b

cg1 + d
; ĝ2 =

d̄g2 − c̄

−b̄g2 + ā
;

a, b, c, d ∈ C ;
ad − bc = 1 ,

(5.6.16)

êàòî òåçè �îðìóëè ñå ïðèëàãàò êàêòî ïðè îðòîõðîííî, òàêà è ïðè íåîðòî-

õðîííî äâèæåíèå. Â ñèëà å:

Òåîðåìà 5.6.6 Íåêà M̂ = (D, x̂) è M = (D, x) ñà äâå ìèíèìàëíè ïðî-

ñòðàíñòâåíî-ïîäîáíè ïîâúðõíèíè îò îáù òèï â R
4
1, çàäàäåíè ñ ïðåäñòà-

âÿíèÿ íà Âàéåðùðàñ îò âèäà (5.6.8), êúäåòî D å ñâúðçàíà îáëàñò â C.

Òîãàâà ñëåäíèòå óñëîâèÿ ñà åêâèâàëåíòíè:
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1

1. M̂ è M ñà ñâúðçàíè ñúñ ñîáñòâåíî äâèæåíèå â R
4
1 îò âèäà:

x̂(t) = Ax(t) + b, êúäåòî A ∈ SO(3, 1, R) è b ∈ R
4
1.

2. Ôóíêöèèòå ĝ1, ĝ2, g1 è g2 îò êàíîíè÷íèòå ïðåäñòàâÿíèÿ íà Âàéåð-

ùðàñ (5.6.8) íà M̂ è M ñà ñâúðçàíè ñ ðàâåíñòâàòà (5.6.16).

Â Ñåêöèÿ 5.7 ñà èçðàçåíè îñíîâíèòå èíâàðèàíòè íà åäíà ìèíèìàëíà ïðî-

ñòðàíñòâåíî-ïîäîáíà ïîâúðõíèíà îò îáù òèï â R
4
1 ÷ðåç �óíêöèèòå, ó÷àñò-

âàùè â êàíîíè÷íèòå ïðåäñòàâÿíèÿ íà Âàéåðùðàñ. Àêî ïîâúðõíèíàòà M å

çàäàäåíà ñ (5.6.8), òî çà �àóñîâàòà è íîðìàëíàòà �è êðèâèíè èìàìå:

K =
−8 |g′1ḡ′2|
|1 + g1ḡ2|2

(

g′1ḡ
′
2

(1 + g1ḡ2)2
+

ḡ′1g
′
2

(1 + ḡ1g2)2

)

;

κ =
8i |g′1ḡ′2|

|1 + g1ḡ2|2
(

g′1ḡ
′
2

(1 + g1ḡ2)2
− ḡ′1g

′
2

(1 + ḡ1g2)2

)

.

(5.7.11)

Êàêòî è â R
4
, ïîëó÷åíèòå �îðìóëè çà K è κ ìîãàò äà ñå èíòåðïðå-

òèðàò êàòî ëîêàëíè �îðìóëè çà îáùîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà åñòåñòâåíè

óðàâíåíèÿ (5.3.10) íà ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè â R
4
1. Èìåííî, â ñèëà å:

Òåîðåìà 5.7.1 Íåêà (K, κ) ñà äâîéêà �óíêöèè, äå�èíèðàíè â äàäåíà îá-

ëàñò D ⊂ R
2 ≡ C è íåêà (K, κ) å ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà åñòåñòâåíè

óðàâíåíèÿ (5.3.10) íà ìèíèìàëíèòå ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíè ïîâúðõíèíè

â R
4
1. Çà âñÿêà òî÷êà p0 ∈ D ñúùåñòâóâà îêîëíîñò D0 ⊂ D íà p0 è äâîéêà

õîëîìîð�íè �óíêöèè (g1, g2), äå�èíèðàíè â D0 è óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâè-

ÿòà g′1g
′
2 6= 0 è g1ḡ2 6= −1, òàêèâà ÷å ðåøåíèåòî (K, κ) ñå ïðåäñòàâÿ ÷ðåç

�îðìóëèòå (5.7.11) â îáëàñòòà D0. Îáðàòíî, àêî (g1, g2) å ïðîèçâîëíà

äâîéêà õîëîìîð�íè �óíêöèè, äå�èíèðàíè â îáëàñò D ⊂ C è óäîâëåòâî-

ðÿâàùè óñëîâèÿòà g′1g
′
2 6= 0 è g1ḡ2 6= −1, òî ïî �îðìóëèòå (5.7.11) ñå

ïîëó÷àâà ðåøåíèå (K, κ) íà ñèñòåìàòà åñòåñòâåíè óðàâíåíèÿ (5.3.10) íà

ìèíèìàëíèòå ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíè ïîâúðõíèíè â R
4
1.

Êàêòî è â ïðåäèøíèòå ñëó÷àè å âúçìîæíî äâå ðàçëè÷íè äâîéêè õîëî-

ìîð�íè �óíêöèè äà ïîðàæäàò ïî �îðìóëèòå (5.7.11) åäíî è ñúùî ðåøåíèå

íà ñèñòåìàòà åñòåñòâåíè óðàâíåíèÿ (5.3.10). Äîêàçâàìå ñëåäíàòà:

Òåîðåìà 5.7.2 Íåêà (g1, g2) è (ĝ1, ĝ2) ñà äâå äâîéêè õîëîìîð�íè �óíêöèè,

äå�èíèðàíè â ñâúðçàíà îáëàñò D ⊂ C è èçïúëíÿâàùè óñëîâèÿòà g′1g
′
2 6= 0,

g1ḡ2 6= −1, ĝ′1ĝ
′
2 6= 0 è ĝ1

¯̂g2 6= −1. Äâåòå äâîéêè ïîðàæäàò ïî �îðìó-

ëèòå (5.7.11) åäíî è ñúùî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà åñòåñòâåíè óðàâíåíèÿ

(5.3.10), òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñà ñâúðçàíè ñ äðîáíî-ëèíåéíè ïðå-

îáðàçîâàíèÿ ñúñ ñïåöèàëíè ëèíåéíè ìàòðèöè îò âèäà (5.6.16).

Àíàëîãè÷íî íà ñëó÷àÿ â R
4
, â R

4
1 äå�èíèðàìå êëàñîâåòå íà åêâèâà-

ëåíòíîñò: MSR4

1

îò ìèíèìàëíèòå ïðîñòðàíñòâåíî-ïîäîáíè ïîâúðõíèíè îò

îáù òèï â R
4
1, SNER4

1

îò ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà åñòåñòâåíè óðàâíåíèÿ

(5.3.10) íà ìèíèìàëíèòå ïîâúðõíèíè â R
4
1 è HR4

1

îò äâîéêèòå õîëîìîð�íè
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�óíêöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà. Òîãàâà �îðìóëèòå (5.6.8) è (5.7.11) äàâàò

ñúîòâåòñòâèÿ (áèåêöèè) ìåæäó òðèòå âèäà êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò. Îò

HR4

1
R4

1
SNE

R4

1
MS

Ôèãóðà 5.1: Êîìóòàòèâíà äèàãðàìà îò áèåêöèè

ðåçóëòàòèòå â �ëàâà 5 ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâàò èçîáðàæåíèÿ ìåæäó òðèòå

âèäà êëàñîâå îò îáåêòè. Òåçè èçîáðàæåíèÿ ñõåìàòè÷íî ñà ïðåäñòàâåíè íà

Ôèãóðà 5.1 . Ïîëó÷åíèòå çà òÿõ ðåçóëòàòè ìîæåì äà ðåçþìèðàìå â ñëåäíà-

òà:

Òåîðåìà 5.7.4 Äèàãðàìàòà íà Ôèãóðà 5.1 å êîìóòàòèâíà è òðèòå èçî-

áðàæåíèÿ ñà áèåêöèè.
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