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Въведение

Една от фундаменталните задачи в съвременната диференциална
геометрия на повърхнините и хиперповърхнините в стандартни модел-
ни пространства, като Евклидовото пространство Em, пространството
на Минковски Em

1 или псевдо-Евклидовото пространство Em
s с индекс

s > 1, е изследването на основните инварианти, които характеризи-
рат повърхнините. Разработването на теорията на повърхнините в 4-
мерното Евклидово пространство E4, както и в 4-мерното пространство
на Минковски E4

1, е база за разработването на общата теория на 2-мерни
повърхнини в E

m и в E
m
1 .

Напоследък интезивно се изучават повърхнини в псевдо-Евклидови
пространства с неутрална метрика, тъй като те намират интерпретация
и от физична гледна точка. В псевдо-Евклидово пространство същест-
вуват два типа повърхнини в зависимост от това каква е индуцираната
им метрика – Риманова или Лоренцова. В настоящата работа разглеж-
даме Лоренцови повърхнини в 4-мерното псевдо-Евклидово пространс-
тво с неутрална метрика E4

2.
В последните години се появиха редица изследвания, свързани с кла-

сификация на Лоренцови повърхнини в псевдо-Евклидово пространст-
во, удовлетворяващи допълнителни условия за векторното поле на сред-
ната кривина, Гаусовата кривина или втория фундаментален тензор.
По-долу ще споменем някои от тях.

В [21] B.-Y. Chen получава редица резултати, свързани с класифика-
цията на минимални Лоренцови повърхнини в псевдо-Римановите прос-
транства Em

s , Sms (c) и Hm
s (c). В частност, дава класификация на всич-

ки минимални Лоренцови повърхнини в произволно псевдо-Евклидово
пространство Em

s .
Друг интересен и важен клас повърхнини са т.нар. квази-минимални

повърхнини. Това са повърхнини, за които векторното поле на сред-
ната кривина е изотропно във всяка точка от повърхнината. Квази-
минималните повърхнини в псевдо-Евклидово пространство са обект на
активно проучване през последните няколко години. В [10] B.-Y. Chen
класифицира плоските квази-минимални Лоренцови повърхнини в E4

2,
както и бихармоничните Лоренцови повърхнини с изотропно вектор-
но поле на средната кривина. Друг интересен клас квази-минимални
повърхнини са тези с постоянна Гаусова кривина, които са класифици-
рани в [11, 27]. Квази-минималните повърхнини на Лагранж и квази-
минималните slant-повърхнини са описани съответно в [22] и [25]. В [24]
е направена класификация на квази-минимални повърхнини в E

4
2 с па-
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ралелно векторно поле на средната кривина, а в [38] – класификация
на квази-минимални ротационни повърхнини от елиптичен, хиперболи-
чен и параболичен тип. Съвременен обзор на резултати върху квази-
минимални повърхнини може да се види в [12].

Една Лоренцова повърхнина се нарича паралелна, ако нейната вто-
ра основна форма е паралелна по отношение на свързаността на Van
der Waerden-Bortolotti. Паралелните повърхнини представляват инте-
рес както за диференциалната геометрия, така и за физиката, тъй като
техните външни инварианти не се променят от точка в точка. Паралел-
ните Лоренцови повърхнини в 4-мерно псевдо-Евклидово пространство
са описани от B.-Y. Chen и J. Van der Veken в [26]. Експлицитна класи-
фикация на паралелните повърхнини в псевдо-Евклидовото пространс-
тво E

4
2, в псевдо-хиперболичното пространство H

4
2(−1) и в неутралната

псевдо-сфера S42(1) е направена съответно в [23], [15] и [16]. Пълната кла-
сификация на паралелни Лоренцови повърхнини в произволно псевдо-
Евклидово пространство E

m
s е получена в [17].

Друг основен клас повърхнини в Римановата и псевдо-Римановата
геометрия са повърхнините с паралелно векторно поле на средната кри-
вина, тъй като те играят важна роля както в диференциалната геомет-
рия, така и в теорията на хармоничните изображения и физиката. По-
върхнини с паралелно векторно поле на средната кривина в Риманови
пространства с постоянна кривина са класифицирани от Chen [8] и Yau
[61] в началото на 80-те години на миналия век. Напоследък бяха кла-
сифицирани пространственоподобни повърхнини с паралелно векторно
поле на средната кривина в произволни пространствени форми [13], [14].
Пълна класификация на Лоренцови повърхнини с паралелно векторно
поле на средната кривина в псевдо-Евклидово пространство Em

s с про-
изволна размерност m и произволен индекс s е направена в [18] и [31].
В [19] е представен обзор на класически и нови резултати, свързани с
подмногообразия с паралелно векторно поле на средната кривина както
в Риманови, така и в псевдо-Риманови многообразия.

Естествено разширение на класа повърхнини с паралелно вектор-
но поле на средната кривина са повърхнините с паралелно нормирано
векторно поле на средната кривина. Казваме, че една повърхнина в Ри-
маново многообразие има паралелно нормирано векторно поле на сред-
ната кривина, ако векторното ѝ поле на средната кривина H е ненулево
и единичното векторно поле по направлението на H е паралелно [9]. Ус-
ловието за наличие на паралено нормирано векторно поле на средната
кривина е по-слабо от това за наличие на паралелно векторно поле на
средната кривина. Известно е, че всяка повърхнина в 3-мерното Евкли-
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дово пространство има паралелно нормирано векторно поле на средната
кривина, но в 4-мерното Евклидово пространство има много примери
на повърхнини, които са с паралелно нормирано векторно поле на сред-
ната кривина, но не и с паралелно векторно поле на средната кривина.
В [9] е доказано, че всяка аналитична повърхнина с паралелно нормира-
но векторно поле на средната кривина в Евклидовото пространство Em

лежи или в 4-мерно Евклидово пространство E4, или върху хиперсфера
в E

m като минимална повърхнина. Пространственоподобни подмного-
образия с паралелно нормирано векторно поле на средната кривина в
пространство на de Sitter са изследвани в [58].

Една от целите ни в настоящия труд е да характеризираме Лорен-
цови повърхнини с паралелно нормирано векторно поле на средната
кривина в псевдо-Евклидовото пространство E4

2 чрез система от три
функции, които определят повърхнината с точност до движение. Под-
ходът ни към изучаване на тези повърхнини се базира на въвеждане на
канонични параметри върху всяка повърхнина с паралелно нормирано
векторно поле на средната кривина.

По аналогия с локалната теория на повърхнините в 4-мерното Ев-
клидово пространство E4 и на теорията на пространственоподобните
повърхнини в 4-мерното пространство на Минковски E4

1, разработваме
локална теория на Лоренцови повърхнини в E4

2.
В [32] и [35] Г. Ганчев и В. Милушева въвеждат геометрично изоб-

ражение (от тип изображение на Вайнгартен) в допирателното прост-
ранство в произволна точка от повърхнина M2, съответно в E4 и E4

1, и
намират инварианти k и κ на повърхнината, които са аналог на гаусо-
вата и на средната кривина от теорията на повърхнините в 3-мерното
Евклидово пространство. Изображението на Вайнгартен поражда вто-
ра основна форма на повърхнината, която позволява дефиниране на
геометрични обекти върху повърхнината, като асимптотични тангенти,
главни тангенти и др. На базата на главните тангенти върху повърхни-
ната е намерен геометричен придружаващ репер на M2, с помощта на
който са получени 8 геометрични функции на повърхнината. В [33] и
[35] е доказана фундаментална теорема (от тип теорема на Боне), която
гласи, че тези 8 функции определят еднозначно повърхнината с точност
до движение, съответно в E4 и E4

1.
Целта на настоящия труд е, използвайки идеята от локалната теория

на повърхнините в 4-мерното Евклидово пространство E4 и в простран-
ството на Минковски E4

1, да разработим локална теория на Лоренцови-
те повърхнини в четиримерното псевдо-Евклидово пространство E4

2 със
сигнатура (2,2). Основната цел е да се намери пълна система от геомет-



4

рични функции, които определят повърхнината с точност до движение
в E4

2.
Част от настоящата дисертация е посветена на минималните Лорен-

цови повърхнини в E4
2. Минималните повърхнини са основен обект за

изследване в диференциалната геометрия на повърхнините като изуча-
ването им води началото си от Lagrange, който през 1762 г. разглежда
вариационната задача за намиране на повърхнина с минимално лице,
опъната по даден затворен контур [43].

През 1776 г. Meusnier открива, че хеликоидът и катеноидът удовлет-
воряват уравнението на Lagrange и че от гледна точка на диференци-
алната геометрия това уравнение е свързано с удвоената средна кри-
вина на повърхнината. Така той дава геометрична интерпретация на
минималните повърхнини, а именно повърхнини с нулева средна кри-
вина [50].

Теорията на минималните повърхнини търпи бурно развитие през
XIX век. Основните постижения от този период са описани в книги
на Darboux [29] и Bianchi [4]. Weierstrass и Eneper разработват форму-
ли за представяне на минимални повърхнини, като тясно ги свързват
с комплексния анализ и теорията на холоморфните функции. По-нови
резултати за минималните повърхнини са детайлно описани в книга-
та на Nitsche [53]. Понастоящем, понятието минимална повърхнина е
разширено до минимални подмногообразия, вложени в различни прос-
транства, което свързва изучаването на минималните подмногообразия
с математическата физика.

Основен проблем в теорията на минималните повърхнини е въвеж-
дането на геометричен придружаващ репер и канонични параметри.
Въвеждането на такива параметри позволява да се минимизира броят
на функциите и броят на частните диференциални уравнения, които
определят повърхнината с точност до движение. За пространственопо-
добните повърхнини в пространството на Минковски E4

1 този проблем
е решен от L. Aĺias и B. Palmer в [1]. В [37] Г. Ганчев и В. Милушева са
решили този проблем за времеподобните минимални повърхнини в E4

1.
В дисертацията ние изучаваме минимални Лоренцови повърхнини

в псевдо-Евклидовото пространство E4
2 като целта ни е да ги опишем

с две геометрични функции, удовлетворяващи система от две частни
диференциални уравнения. Подходът ни включва въвеждане на кано-
ничен придружаващ репер и канонични параметри за основния клас
минимални повърхнини в E4

2.
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Глава 1. Инвариантна теория на Лоренцови повърх-
нини в E4

2

1.1. Предварителни бележки

Нека Em
s е m-мерно псевдо-Евклидово пространство с канонична псевдо-

Евклидова метрика с индекс s. Ако (x1, x2, . . . , xm) е ортонормирана
координатна система на Em

s , то в локални координати метриката се за-
дава с

g0 =
m−s∑

i=1

dx2
i −

m∑

j=m−s+1

dx2
j .

Скаларното произведение, породено от метриката g0, означаваме с 〈 , 〉.
Дефиниция 1.1.1. Вектор v ∈ Em

s се нарича:
(1) пространственоподобен, ако 〈v, v〉 > 0 или v = 0;
(2) времеподобен, ако 〈v, v〉 < 0;
(3) светлинноподобен (изотропен), ако v 6= 0 и 〈v, v〉 = 0.

Пространството E
4
2 се нарича 4-мерно псевдо-Евклидово пространс-

тво с неутрална метрика. Ние изучаваме двумерни повърхнини в E4
2.

Дефиниция 1.1.2. Една повърхнина M2
1 в E4

2 се нарича Лоренцова,
ако индуцираната метрика g върху M2

1 е Лоренцова.
Във всяка точка p на Лоренцова повърхнина M2

1 имаме следното
разлагане на допирателно и нормално пространство:

E
4
2 = TpM

2
1 ⊕NpM

2
1 ,

такова че рестрикцията на метриката върху допирателното простран-
ство TpM

2
1 е със сигнатура (1, 1) и рестрикцията на метриката върху

нормалното пространство NpM
2
1 също има сигнатура (1, 1).

Означаваме с ∇ и ∇′ свързаностите на Леви-Чивита съответно върху
M2

1 и E4
2. Нека x, y са допирателни векторни полета към M2

1 , а ξ е
нормално векторно поле на M2

1 . В сила са следните формули на Гаус и
Вайнгартен, които дават разлагането на векторните полета ∇′

xy и ∇′
xξ

на тангенциална и нормална компонента [8]:

∇′
xy = ∇xy + σ(x, y);

∇′
xξ = −Aξx+Dxξ.

Тези формули дефинират втори фундаментален тензор σ, нормална
свързаност D и линеен оператор Aξ, съответстващ на векторното по-
ле ξ. За всяко нормално векторно поле ξ операторът Aξ е самоспрегнат



6

ендоморфизъм на допирателното пространство TpM
2
1 в точка p ∈ M2

1 .
Връзката между оператора Aξ и втория фундаментален тензор σ се
задава със следната формула:

〈σ(x, y), ξ〉 = 〈Aξx, y〉,
където x и y са допирателни векторни полета, а ξ е нормално векторно
поле на M2

1 .
Вторият фундаментален тензор σ определя векторно поле на сред-

ната кривина H чрез следната формула:

H =
1

2
trσ.

Дефиниция 1.1.3. Една повърхнина M2
1 се нарича минимална, ако

във всяка нейна точка векторното поле на средната кривина е нула.

Дефиниция 1.1.4. Една повърхнина M2
1 се нарича квази-минимална

(или псевдо-минимална), ако във всяка нейна точка векторното поле на
средната кривина е изотропно, т.е. H 6= 0 и 〈H,H〉 = 0 [55].

Едно нормално векторно поле ξ се нарича паралелно, ако е паралелно
по отношение на нормалната свързаност D, т.е. Dξ = 0 [20]. Казваме, че
повърхнината M2

1 има паралелно векторно поле на средната кривина,
ако е изпълнено DH = 0.

Повърхнина, за която във всяка точка H 6= 0, 〈H,H〉 6= 0 и същест-
вува единично векторно поле b по направление на H , което e паралелно,
т.е. Db = 0, се нарича повърхнина с паралелно нормирано векторно по-
ле на средната кривина [9]. Лесно се вижда, че ако M2

1 е повърхнина с
ненулево паралено векторно поле на средната кривина H (т.е. DH = 0),
то тя има паралелно нормирано векторно поле на средната кривина.
Oбратното твърдение е вярно само, ако ‖H‖ = const.

Едно подмногообразие на псевдо-Риманово многообразие се нарича
напълно геодезично, ако вторият му фундаментален тензор σ е тъждест-
вено равен на нула. Подмногообразие се нарича напълно омбилично, ако
вторият му фундаментален тензор удовлетворява условието σ(x, y) =
〈x, y〉H за произволни допирателни векторни полета x и y.

Тензорът на кривина R⊥ на нормалната свързаност D се задава с:

R⊥(x, y)n = DxDyn−DyDxn−D[x,y]n,

където x, y са допирателни векторни полета, а n е нормално векторно
поле.

Гаусовата кривина K и кривината на нормалната свързаност κ се
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определят съответно с равенствата:

K =
〈σ(x, x), σ(y, y)〉 − 〈σ(x, y), σ(x, y)〉

〈x, x〉〈y, y〉 − 〈x, y〉2 ; κ =
〈R⊥(x, y)n1, n2〉

〈x, x〉〈y, y〉 − 〈x, y〉2 ,

където x и y са допирателни векторни полета, а n1 и n2 са нормални
векторни полета.

1.2. Изображение на Вайнгартен за Лоренцова повър-
хнина вE4

2

В този параграф развиваме теорията на Лоренцовите повърхнини в
E
4
2 по подобие на теорията на повърхнините в E

4 и E
4
1. Дефинираме вто-

ра основна форма II, която е инвариантна с точност до знак при смяна
на базата на допирателното пространство и е инвариантна при смяна
на базата на нормалното пространство на повърхнината. Въвеждаме
линейно изображение γ от тип изображение на Вайнгартен, действащо
в допирателната равнина в произволна точка от повърхнината. То по-
ражда две инвариантни функции k = det γ и κ = − 1

2 tr γ. За функцията
κ доказваме, че е кривината на нормалната свързаност.

С помощта на втората основна форма II, аналогично на класичес-
ката диференциална геометрия на повърхнини в E3, могат да се де-
финират понятията спрегнати, асимптотични и главни допирателни,
съответно асимптотични и главни линии.

Да отбележим, че в теорията на повърхнините в 4-мерното Евкли-
дово пространство E

4, както и в теорията на пространственоподобни-
те повърхнини в 4-мерното пространство на Минковски E4

1, във всяка
точка от повърхнината съществуват главни допирателни, съответно и
главни линии.

За Лоренцова повърхнина в E4
2 се оказва, че съществуването на глав-

ни линии в точка от повърхнината зависи от знака на инвариантата
κ2 − k. В случая, когато κ2 − k > 0, във всяка точка от повърхнината
съществуват две главни допирателни. В този случай изображението γ
може да бъде приведено в диагонален вид и можем да параметризираме
повърхнината спрямо главните ѝ линии.

В настоящата Глава 1 от дисертацията изучаваме Лоренцови повър-
хнини в E4

2, за които κ2 − k > 0 във всяка точка.

1.3. Лоренцови повърхнини без инфлексни точки

Нека M2
1 е Лоренцова повърхнина без инфлексни точки, т.е. поне

един от коефициентите на втората основна форма на повърхнината не
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е нула. Използвайки терминологията от класическата диференциална
геометрия на повърхнини в E3, наричаме една точка p ∈ M2

1 омбилична,
ако коефициентите на първата и втората основни форми в точката p са
пропорционални.

Минималните Лоренцови повърхнини в E4
2 характеризираме със след-

ното твърдение.

Твърдение 1.3.1. Нека M2
1 е Лоренцова повърхнина в E

4
2 без инфлекс-

ни точки. Тогава, M2
1 е минимална тогава и само тогава, когато M2

1

се състои от омбилични точки.

По-нататък в тази глава разглеждаме Лоренцови повърхнини в E4
2

без омбилични точки, за които е в сила неравенството κ2−k > 0 във вся-
ка точка. Такива повърхнини могат да бъдат параметризирани спрямо
главните линии. В случаите, когато векторното поле на средната кри-
вина е пространственоподобно или времеподобно във всяка точка на
някаква подобласт, въвеждаме геометрично определен придружаващ
репер във всяка точка на повърхнината. Записвайки деривационните
формули от тип формули на Френе спрямо този геометричен репер,
получаваме геометрични функции ν1, ν2, λ, µ, γ1, γ2, β1, β2 на повърхни-
ната, които се определят еднозначно от векторното поле на средната
кривина и главните направления. Повърхнини, за които вектроното по-
ле на средната кривина е или пространственоподобно или времеподобно
във всяка точка, наричаме Лоренцови повърхнини от общ тип.

Фундаменталната теорема за съществуване и единственост на подм-
ногообразия на псевдо-Евклидови многообразия е формулирана в общ
вид на езика на тензорни полета и свързаности (вж. [20], Теорема 2.4 и
Теорема 2.5). В [35] е формулирана и доказана фундаментална теорема
на езика на геометрични функции за пространственоподобни повърх-
нини в 4-мерно пространство на Минковски E4

1, за които векторът на
средната кривина е ненулев пространственоподобен или времеподобен
вектор във всяка точка. Фундаментална теорема за повърхнини в E4

1 с
изотропно векторно поле на средната кривина е доказана на езика на
геометрични функции в [36]. Тези теореми са специален случай на об-
щата фундаментална теорема. Формулирани на езика на геометрични
функции, теоремите са по-удобни за приложения.

Ние доказваме следната фундаментална теорема за съществуване и
единственост на Лоренцови повърхнини от общ тип в псевдо-Евклидовото
пространство E4

2.
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Теорема 1.3.3. Нека γ1, γ2, ν1, ν2, λ, µ, β1, β2 са гладки функции, де-
финирани в област D, D ⊂ R2, които удовлетворяват условията:

µu

2µ γ2 − ε λ β1 + ε ν1 β2
> 0;

µv

2µ γ1 + ε ν2 β1 − ε λ β2
> 0;

−γ1
√
E
√
−G = (

√
E)v;

−γ2
√
E
√
−G = (

√
−G)u;

2λγ2 − ε µ β1 − (ν1 + ν2) γ1 =
1√
E

λu − 1√
−G

(ν1)v;

2λγ1 − ε µ β2 − (ν1 + ν2) γ2 = − 1√
E

(ν2)u +
1√
−G

λv;

γ1 β1 − γ2 β2 + (ν1 + ν2)µ = − 1√
E

(β2)u +
1√
−G

(β1)v;

ε(λ2 − µ2 − ν1 ν2) =
1√
E

(γ2)u − 1√
−G

(γ1)v + (γ1)
2 − (γ2)

2,

(1)

където
√
E=

µu

2µ γ2 − ε λ β1 + ε ν1 β2
,
√
−G=

µv

2µ γ1 + ε ν2 β1 − ε λ β2
. Нека

{x0, y0, b0, l0} е ортонормиран репер в точка p0 ∈ E4
2 (като 〈b0, b0〉 = ε;

〈l0, l0〉 = −ε; 〈b0, l0〉 = 0). Тогава, съществува подобласт D0 ⊂ D и един-
ствена Лоренцова повърхнина от общ тип M2

1 : z = z(u, v), (u, v) ∈ D0,
чийто вектор на средната кривина във всяка точка е пространстве-
ноподобен, ако ε = 1, или времеподобен, ако ε = −1, повърхнината M2

1

минава през точката p0, функциите γ1, γ2, ν1, ν2, λ, µ, β1, β2 са гео-
метричнните функции на M2

1 и {x0, y0, b0, l0} е геометричният репер
в точката p0.

Смисълът на Теорема 1.3.3 за съществуване и единственост е, че
всяка Лоренцова повърхнина от общ тип е определена с точност до
движение в E4

2 от осем инвариантни функции γ1, γ2, ν1, ν2, λ, µ, β1,
β2, удовлетворяващи системата от условия (1).

1.4. Основни класове Лоренцови повърхнини, харак-
теризирани чрез геометричните им функции

В този параграф характеризираме някои основни класове Лоренцови
повърхнини от общ тип посредством условия върху геометричните им
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функции ν1, ν2, λ, µ, γ1, γ2, β1, β2. Гаусовата кривина K и инвариантните
функции k и κ, породени от втората основна форма, се изразяват по
следния начин:

K = ε (λ2 − µ2 − ν1ν2); κ = µ(ν1 + ν2); k = 4µ2ν1ν2.

Тъй като разглеждаме Лоренцови повърхнини, за които κ2 − k > 0, то
µ 6= 0 и ν1 6= ν2. В сила са следните твърдения.

Твърдение 1.4.1. Нека M2
1 е Лоренцова повърхнина от общ тип в E4

2.
M2

1 е плоска тогава и само тогава, когато λ2 − µ2 = ν1ν2.

Твърдение 1.4.2. Нека M2
1 е Лоренцова повърхнина от общ тип в E4

2.
M2

1 има постоянна ненулева Гаусова кривина тогава и само тогава,
когато λ2 − µ2 − ν1ν2 = c, c = const 6= 0.

Твърдение 1.4.3. Нека M2
1 е Лоренцова повърхнина от общ тип в

E4
2. M

2
1 е с плоска нормална свързаност тогава и само тогава, когато

ν1 + ν2 = 0.

Твърдение 1.4.4. Нека M2
1 е Лоренцова повърхнина от общ тип в E4

2.
M2

1 има постоянна ненулева нормална кривина тогава и само тогава,
когато µ(ν1 + ν2) = c, c = const 6= 0.

Векторното поле на средната кривина H се изразява чрез функциите
ν1 и ν2 по следния начин:

H =
ε(ν1 − ν2)

2
b,

откъдето за дължината на H получаваме:

‖H‖ = ε
√
|〈H,H〉| = ε

|ν1 − ν2|
2

.

По-долу характеризираме някои основни класове Лоренцови повър-
хнини, удовлетворяващи условия върху векторното поле на средната
кривина.

Твърдение 1.4.5. Нека M2
1 е Лоренцова повърхнина от общ тип в

E4
2. M

2
1 има постоянна ненулева средна кривина тогава и само тогава,

когато ν1 − ν2=const 6= 0.

Твърдение 1.4.6. Нека M2
1 е Лоренцова повърхнина от общ тип в

E4
2. Векторното поле на средната кривина на M2

1 е паралелно тoгава
и само тогава, когато β1 = 0, β2 = 0 и ν1 − ν2 = const.

Геометричният смисъл на инвариантната функция λ е свързан с по-
нятието присъединен вектор на средната кривина, дефинирано от B.-Y.
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Chen за подмногообразия на Риманови многообразия. Нека M е n-мерно

подмногообразие на (n+m)-мерно Риманово многообразие M̃ и ξ е нор-
мално векторно поле на M . Присъединено векторно поле a(ξ) на ξ се
дефинира с формулата

a(ξ) =
‖ξ‖
n

m∑

k=2

{tr(A1 ◦Ak)}ξk,

където {ξ1 =
ξ

‖ξ‖ , ξ2, . . . , ξm} е ортонормирана база на нормалното прос-

транство на M , а Ai = Aξi , i = 1, . . . ,m е линейният оператор, съот-
ветстващ на ξi [8]. В частност, присъединеното векторно поле a(H) на
векторното поле на средната кривина H се нарича присъединено век-

торно поле на средната кривина на M в M̃ . A-подмногообразия са
онези подмногообразия, за които a(H) е тъждествено равно на нула. A-
подмногообразията се наричат още Chen-подмногообразия [28]. Лесно се
проверява, че минималните подмногообразия, псевдо-омбиличните под-
многообразия и хиперповърхнините са Chen-подмногообразия. Прието е
тези Chen-подмногообразия да се наричат тривиални A-подмногообра-
зия.

Понятието присъединено векторно поле на средната кривина е раз-
ширено от S. Haesen и M. Ortega за случая, когато нормалното прост-
ранство е двумерно Лоренцово пространство [42].

В следващото твърдение даваме характеризация на нетривиалните
Chen-повърхнини в E4

2.

Твърдение 1.4.7. Нека M2
1 е Лоренцова повърхнина от общ тип в

E4
2. M

2
1 е нетривиална Chen-повърхнина тогава и само тогава, когато

λ = 0.

1.5. Лоренцови повърхнини с паралелно нормирано
векторно поле на средната кривина

В този параграф разглеждаме един специален клас повърхнини, а
именно Лоренцовите повърхнини с паралелно нормирано векторно поле
на средната кривина. Те се характеризират със следното твърдение.

Твърдение 1.5.1. Нека M2
1 е Лоренцова повърхнина от общ тип в

E4
2. M

2
1 има паралелно нормирано векторно поле на средната кривина

тогава и само тогава, когато β1 = β2 = 0.

За класа на Лоренцовите повърхнини, които имат паралелно норми-
рано векторно поле на средната кривина, но не и паралелно векторно
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поле на средната кривина, т.е. β1 = β2 = 0, ‖H‖ 6= const, въвеждаме
понятието канонични параметри и доказваме, че всяка повърхнина от
този клас допуска параметризация спрямо канонични параметри.

Въвеждането на канонични параметри върху Лоренцова повърхнина
с паралелно нормирано векторно поле на средната кривина позволява
броят на функциите и съответно на частните диференциални уравне-
ния, които я определят, да бъде редуциран до три. Фундаменталната
теорема за съществуване и единственост за този клас повърхнини гласи
следното.

Теорема 1.5.5. Нека λ(u, v), µ(u, v) и ν(u, v) са гладки функции, дефи-
нирани в област D, D ⊂ R2, удовлетворяващи условията

µ 6= 0, ν 6= const;

νu = −λv + λ(ln |µ|)v;
νv = λu − λ(ln |µ|)u;

ε(λ2 − µ2 + ν2) =
1

2
|µ|∆h ln |µ|.

Нека {x0, y0, b0, l0} е ортонормиран репер в точката p0 ∈ E
4
2 (като

〈b0, b0〉 = ε; 〈l0, l0〉 = −ε; 〈b0, l0〉 = 0). Тогава съществува подобласт
D0 ⊂ D и единствена Лоренцова повърхнина M2

1 : z = z(u, v), (u, v) ∈
D0 от общ тип с паралелно нормирано векторно поле на средната кри-
вина, такава че M2

1 минава през p0, функциите λ(u, v), µ(u, v), ν(u, v)
са геометричните функции на M2

1 и {x0, y0, b0, l0} е геометричният
репер на M2

1 в точката p0. При това, (u, v) са канонични параметри
за M2

1 .

Теорема 1.5.5 показва, че всяка Лоренцова повърхнина от общ тип с
паралелно нормирано векторно поле на средната кривина е определена
с точност до движение в E4

2 от три геометрични функции, удовлетворя-
ващи система от три частни диференциални уравнения.

Глава 2. Класове ротационни повърхнини в E4

2

2.1. Ротационни повърхнини с двумерна ос в E4

2

Основен източник на примери в Евклидови и псевдо-Евклидови прос-
транства са ротационните повърхнини. В четриримерното пространст-
во на Минковски E4

1 съществуват три типа ротационни повърхнини с
двумерна ос – елиптични, хиперболични и параболични. Те са инвари-
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антни съответно спрямо елиптична ротация, хиперболична ротация и
параболична ротация. Квази-минималните ротационни повърхнини от
елиптичен, хиперболичен и параболичен тип в E4

1 са класифицирани от
S. Haesen и M. Ortega съответно в [40], [41] и [42].

Лоренцови ротационни повърхнини с двумерна ос от елиптичен, хи-
перболичен и параболичен тип в E

4
2 са разглеждани от Г. Ганчев и В.

Милушева в [38]. Там е дадена класификация на квази-минималните
ротационни повърхнини от трите типа.

В този параграф описваме конструкцията на Лоренцови ротационни
повърхнини с двумерна ос от трите типа в E4

2 и изследваме онези от
тях, които имат постоянна средна кривина. Този клас повърхнини не
допуска параметризация спрямо главни линии, тъй като за тях κ2−k<0.

2.1.1. Ротационни повърхнини от елиптичен тип

Нека c : z̃ = z̃(u), u ∈ J е гладка пространственоподобна кри-
ва, която лежи в E3

1 = span{e1, e2, e3} и е зададена чрез c : z̃(u) =
(x1(u), x2(u), r(u), 0); u ∈ J , където u e естествен параметър. Повърхни-
ната M′ в E4

2, дефинирана чрез

M′ : z(u, v) = (x1(u), x2(u), r(u) cos v, r(u) sin v) ; u ∈ J, v ∈ [0; 2π)

е Лоренцова повърхнина, получена при завъртането на пространстве-
ноподобната крива c около двумерната Евклидова равнина Oe1e2. На-
ричаме я ротационна повърхнина от елиптичен тип.

2.1.2. Ротационни повърхнини от хиперболичен тип

Нека c : z̃ = z̃(u), u ∈ J е гладка пространственоподобна крива,
която лежи в E3

1 = span{e1, e2, e4} и е зададена с векторната функция
z̃(u) = (r(u), x2(u), 0, x4(u)); u ∈ J спрямо естествен параметър. Нека
M′′ е повърхнината в E4

2, дефинирана чрез

M′′ : z(u, v) = (r(u) cosh v, x2(u), r(u) sinh v, x4(u)) ; u ∈ J, v ∈ R.

M′′ е Лоренцова повърхнина в E4
2, получена чрез хиперболична ротация

на пространственоподобната крива c около двумерната Лоренцова рав-
нина Oe2e4. Нарича се ротационна повърхнина от хиперболичен тип.

2.1.3. Ротационни повърхнини от параболичен тип

При разглеждането на ротационните повърхнини от параболичен
тип за удобство използваме псевдо-ортонормиран репер {e1, e4, ξ1, ξ2}
на E

4
2, такъв че
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ξ1 =
e2 + e3√

2
, ξ2 =

−e2 + e3√
2

.

Векторите ξ1 и ξ2 удовлетворяват условията 〈ξ1, ξ1〉 = 0; 〈ξ2, ξ2〉 = 0;
〈ξ1, ξ2〉 = −1.

Нека c е пространственоподобна крива, която лежи в
E3
1 = span{e1, e2, e3} и е зададена чрез

z̃(u) = x1(u) e1 + x2(u) e2 + x3(u) e3; u ∈ J.

Означаваме f(u) =
x2(u) + x3(u)√

2
, g(u) =

−x2(u) + x3(u)√
2

. Тогава

z̃(u) = x1(u) e1 + f(u) ξ1 + g(u) ξ2.

Считаме, че кривата c е зададена спрямо естествения си параметър.
Ротационна повърхнина от параболичен тип се дефинира по следния

начин:

M′′′ : z(u, v) = x1(u)e1 + f(u)ξ1 + (−v2f(u) + g(u))ξ2 +
√
2vf(u)e4;

u ∈ J, v ∈ R.

В случая ротационната ос е равнината, определена от векторните полета
e1 (което е пространственоподобно) и ξ1 (което е изотропно).

2.1.4. Ротационни повърхнини с постоянна средна кривина

Повърхнините с постоянна средна кривина в произволно псевдо-
Евклидово пространство са важен обект за изучаване поради специал-
ната роля, която играят в Общата теория на относителността. Тяхното
изучаване включва не само геометрични методи, а и такива от частни-
те диференциални уравнения и комплексния анализ, поради което те
представляват интерес както за математици, така и за физици, и ин-
женери. В последните години интензивно се изследват повърхнини с
постоянна средна кривина в псевдо-Евклидови пространства, напр. [5],
[7], [47], [49], [57].

Следващата теорема дава локално описание на всички ротационни
повърхнини от елиптичен тип в E4

2 с постоянна средна кривина.

Теорема 2.1.1. Нека е дадена гладка положителна функция r(u) : I ⊂
R → R. Дефинираме функциите

ϕ(u) = η
∫ √

(rr′′ + (r′)2 + 1)2 ± 4C2r2(1 + (r′)2)

r(1 + (r′)2)
du,

η = ±1, C = const 6= 0
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x1(u) =
∫ √

1 + (r′)2 cosϕ(u) du,

x2(u) =
∫ √

1 + (r′)2 sinϕ(u) du.

Тогава пространственоподобната крива c : z̃(u) = (x1(u), x2(u), r(u), 0)
е меридианна крива на ротационна повърхнина от елиптичен тип с
постоянна средна кривина. Обратно, всяка ротационна повърхнина от
елиптичен тип в E

4
2 с постоянна средна кривина локално се констру-

ира по описания начин.

Локалната класификация на ротационните повърхнини от хипер-
боличен тип в E4

2 с постоянна средна кривина е дадена в следващата
теорема.

Теорема 2.1.2. (A) Нека е дадена гладка положителна функция r(u) :
I ⊂ R → R, такава че (r′)2 > 1. Дефинираме функциите

ϕ(u) = η
∫ √

(rr′′ + (r′)2 − 1)2 ± 4C2r2((r′)2 − 1)

r((r′)2 − 1)
du,

η = ±1, C = const 6= 0
и

x2(u) =
∫ √

(r′)2 − 1 sinhϕ(u) du,

x4(u) =
∫ √

(r′)2 − 1 coshϕ(u) du.

Тогава пространственоподобната крива c : z̃(u) = (r(u), x2(u), 0, x4(u))
поражда ротационна повърхнина от хиперболичен тип с постоянна
средна кривина.

(B) Нека е дадена гладка положителна функция r(u) : I ⊂ R → R,
такава че (r′)2 < 1. Дефинираме функциите

ϕ(u) = η
∫ √

(rr′′ + (r′)2 − 1)2 ± 4C2r2((r′)2 − 1)

r((r′)2 − 1)
du,

η = ±1, C = const 6= 0
и

x2(u) =
∫ √

1− (r′)2 coshϕ(u) du,

x4(u) =
∫ √

1− (r′)2 sinhϕ(u) du.

Тогава пространственоподобната крива c : z̃(u) = (r(u), x2(u), 0, x4(u))
поражда ротационна повърхнина от хиперболичен тип с постоянна
средна кривина. Обратно, всяка ротационна повърхнина от хипербо-
личен тип в E4

2 с постоянна средна кривина локално се конструира
посредством един от двата начина, описани по-горе.
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Със следващата теорема даваме локално описание на ротационните
повърхнини от параболичен тип в E4

2 с постоянна средна кривина.

Теорема 2.1.3. Нека е дадена гладка функция f(u) : I ⊂ R → R. Дефи-
нираме функциите

ϕ(u) = f ′

(
A±

∫
1

f ′

√
((ln |ff ′|)′)2 ± 4C2 du

)
, C = const 6= 0, A = const

и

x1(u) =

∫
ϕ(u)du; g(u) =

∫
ϕ2(u)− 1

2f ′(u)
du.

Тогава c : z̃(u) = x1(u) e1 + f(u) ξ1 + g(u) ξ2 е пространственоподобна
крива, която поражда ротационна повърхнина от параболичен тип с
постоянна средна кривина. Обратно, всяка ротационна повърхнина от
параболичен тип в E4

2 с постоянна средна кривина локално се конст-
руира по описания начин.

2.2. Обобщени ротационни повърхнини от елиптичен
и хиперболичен тип в E4

2

Освен ротационните повърхнини с двумерна ос, в n-мерно Евклидо-
во или псевдо-Евклидово пространство могат да се разглеждат и така
наречените обобщени ротационни повърхнини. Обобщените ротационни
повърхнини в четиримерното Евклидово пространство E4 са въведени
от C. Moore [51]. В [52] той описва обобщени ротационни повърхнини с
постоянна Гаусова кривина. Дефиниция от типа на C. Moore на обобще-
ни ротационни повърхнини в четиримерно пространство на Минковски
E4
1 е дадена от Г. Ганчев и В. Милушева [39].

Аналогично на E4 и E4
1, ние дефинираме обобщени ротационни по-

върхнини от елиптичен и хиперболичен тип в E4
2. За този клас повърх-

нини прилагаме описаната в Глава 1 теория на Лоренцови повърхнини
в E4

2, като намираме основните им инварианти. Изучаваме някои основ-
ни класове обобщени ротационни повърхнини, а именно повърхнини с
паралелно нормирано векторно поле на средната кривина, повърхнини,
за които k = 0, минимални повърхнини и плоски повърхнини.

2.2.1. Обобщени ротационни повърхнини от елиптичен тип

В настоящия параграф разглеждаме Лоренцови обобщени ротаци-
онни повърхнини от елиптичен тип с меридианна крива, лежаща в дву-
мерна равнина. Такава повърхнина има следната параметризация:

M1 : z(u, v) = (f(u) cosαv, f(u) sinαv, g(u) cosβv, g(u) sinβv) ,
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където u ∈ J ⊂ R, v ∈ [0; 2π), f(u) и g(u) са гладки функции, удовлет-
воряващи условията α2f2(u) − β2g2(u) < 0, f ′ 2(u) − g′ 2(u) > 0, а α и
β са положителни константи. Функциите f = f(u), g = g(u) задават
меридинната крива m.

Инвариантните функции k и κ, Гаусовата кривина K и векторното
поле на средната кривина H на повърхнината M1 имат вида:

k =
−4α2β2(β2f ′g − α2fg′)(f ′g′′ − f ′′g′)(fg′ − f ′g)2

(f ′ 2 − g′ 2)3(β2g2(u)− α2f2(u))3
;

κ=
−αβ(gf ′−fg′)((α2f2−β2g2)(g′f ′′−f ′g′′) + (f ′2−g′2)(α2fg′ + β2gf ′))

(f ′ 2 − g′ 2)2(β2g2(u)− α2f2(u))2
;

K=
α2β2(fg′−f ′g)2(f ′2−g′2)−(β2f ′g−α2fg′)(f ′g′′−f ′′g′)(β2g2 − α2f2)

(f ′ 2 − g′ 2)2(β2g2 − α2f2)2
;

H =
(f ′2 − g′2)(β2gf ′ − α2fg′)− (β2g2 − α2f2)(f ′′g′ − f ′g′′)

2 (f ′2 − g′2)
3

2 (β2g2 − α2f2)
n2,

където n2 е времеподобно нормално векторно поле.
Геометричните функции γ1, γ2, ν1, ν2, λ, µ, β1, β2 на обобщената ро-

тационна повърхнина M1 от елиптичен тип се изразяват по следния
начин:

γ1 = 0; γ2 =
α2ff ′ − β2gg′√

f ′ 2 − g′ 2(β2g2 − α2f2)
;

ν1 =
g′f ′′ − f ′g′′

(√
f ′ 2 − g′ 2

)3 ; ν2 =
β2gf ′ − α2fg′√

f ′ 2 − g′ 2(β2g2 − α2f2)
;

λ = 0; µ =
αβ(fg′ − gf ′)√

(f ′ 2 − g′ 2)(β2g2 − α2f2)
;

β1 = 0; β2 =
αβ(ff ′ − gg′)√

f ′ 2 − g′ 2(β2g2 − α2f2)
.

Доказваме следните твърдения.

Твърдение 2.2.1. Не съществуват квази-минимални обобщени рота-
ционни повърхнини от елиптичен тип в E4

2.

Твърдение 2.2.2. Всяка обобщена ротационна повърхнина от елип-
тичен тип в E

4
2 е Chen-повърхнина.
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Използвайки получените изрази за геометричните функции, описва-
ме някои специални класове обобщени ротационни повърхнини от елип-
тичен тип.

Обобщени ротационни повърхнини от елиптичен тип с пара-

лелно нормирано векторно поле на средната кривина

Както показахме в § 1.5, Лоренцовите повърхнини с паралелно нор-
мирано векторно поле на средната кривина се характеризират с усло-
вието β1 = β2 = 0. Използвайки този резултат, даваме описание на
обобщените ротационни повърхнини от елиптичен тип в E4

2 с паралелно
нормирано векторно поле на средната кривина.

Теорема 2.2.3. Една обобщена ротационна повърхнина M1 от елип-
тичен тип в E4

2 има паралелно нормирано векторно поле на средната
кривина тогава и само тогава, когато функциите f(u) и g(u), опреде-
лящи меридианната крива m, имат следния вид:

f(u) = ±
√
u2 − C2; g(u) = u, C = const 6= 0.

За ротационна повърхнина от елиптичен тип с паралелно нормирано
векторно поле на средната кривина получаваме:

H = ± 1

|C| n2,

което показва, че за този тип повърхнини ‖H‖ = const. Така стигаме
до следния резултат.

Следствие 2.2.4. Ако една обобщена ротационна повърхнина от елип-
тичен тип в E

4
2 има паралелно нормирано векторно поле на средната

кривина, то тя има паралелно векторно поле на средната кривина.

Обобщени ротационни повърхнини от елиптичен тип, за които

k = 0

В следващата теорема даваме класификация на обобщените ротаци-
онни повърхнини от елиптичен тип в E4

2, за които k = 0.

Теорема 2.2.5. Една обобщена ротационна повърхнина M1 от елип-
тичен тип в E4

2 е с инварианта k = 0 тогава и само тогава, когато
функциите f(u) и g(u), определящи меридианната крива, се задават
по един от следните три начина:

(1) f(u) = cu, g(u) = u, c = const 6= 0; в този случай M1 е развива-
ема праволинейна повърхнина в E

4
2;
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(2) f(u) = c1u + c2, g(u) = u, c1 = const 6= 0, c2 = const; в този
случай M1 е неразвиваема праволинейна повърхнина в E4

2;

(3) f(u) = c u
α2

β2 ; g(u) = u, c = const 6= 0.

Минимални обобщени ротационни повърхнини от елиптичен

тип

Минималните обобщени ротационни повърхнини от елиптичен тип
в E4

2 са описани в следващата теорема.

Теорема 2.2.6. Една обобщена ротационна повърхнина M1 от елип-
тичен тип в E4

2 е минимална тогава и само тогава, когато функци-
ите, определящи меридианната крива m, се задават по един от след-
ните три начина:

(1) f = Cg±
α
β , където C = const 6= 0, α 6= β;

(2) arcsin

(
αf√
d

)
=±α

β
arcsin

(
βg√
d

)
+ C, където C = const, d= const,

d>0, α 6= β;

(3) (f + g)
2
= A (f − g)

2
+ B, където A = const 6= 0, B = const,

α = β.

Плоски обобщени ротационни повърхнини от елиптичен тип

Обобщените ротационни повърхнини от елиптичен тип с нулева Га-
усова кривина са класифицирани в следващата теорема.

Теорема 2.2.7. Една обобщена ротационна повърхнина M1 от елип-
тичен тип в E4

2 е плоска тогава и само тогава, когато функциите,
определящи меридианната крива m, се задават по един от следните
два начина:

(1) β2g2 − α2f2 = a2(u+ c)2, където a = const 6= 0, c = const;

(2) α2f2 − β2g2 = C, където C = const, C < 0.

Обобщени ротационни повърхнини от елиптичен тип с плоска

нормална свързаност

Обобщените ротационни повърхнини от елиптичен тип с плоска нор-
малнна свързаност, за които векторното поле на средната кривина не е
паралелно, се описват с теоремата, дадена по-долу.
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Теорема 2.2.8. Една обобщена ротационна повърхнина M1 от елип-
тичен тип в E4

2 има плоска нормална свързаност и непаралелно век-
торно поле на средната кривина тогава и само тогава, когато фун-
кциите, определящи меридианната крива m, се задават по един от
следните два начина:

(1) f = c g, където c = const, 1 < c2 < β2

α2 и α < β; в този случай,
M1 е развиваема праволинейна повърхнина в E

4
2;

(2)
ff ′ − gg′√

f ′2 − g′2
√
β2g2 − α2f2

= C, където C = const 6= 0.

2.2.2. Обобщени ротационни повърхнини от хиперболичен тип

Лоренцова обобщена ротационна повърхнина от хиперболичен тип,
чиято меридианна крива лежи в двумерна равнина, се задава със след-
ната параметризация:

M2 : z(u, v) = (f(u) coshαv, g(u) coshβv, f(u) sinhαv, g(u) sinhβv) ,

където u ∈ J ⊂ R, v ∈ [0; 2π), f(u) и g(u) са гладки функции, удовлет-
воряващи условията α2f2(u) + β2g2(u) > 0, f ′ 2(u) + g′ 2(u) > 0, а α и β

са положителни константи.
Инвариантните функции k и κ на M2 имат вида:

k =
4α2β2(β2f ′g − α2fg′)(f ′′g′ − f ′g′′)(fg′ − f ′g)2

(f ′2 + g′2)3(α2f2(u) + β2g2(u))3
;

κ=
αβ(fg′−f ′g)

(
(α2f2+β2g2)(f ′g′ − fg′) + (f ′ 2 + g′2)(β2gf ′−α2fg′)

)

(f ′2 + g′2)2(α2f2(u) + β2g2(u))2
.

Гаусовата кривина K и векторното поле на средната кривина H се из-
разяват по следния начин:

K =
α2β2(fg′−f ′g)2(f ′2+g′2) + (α2fg′−β2f ′g)(f ′′g′−f ′g′′)(α2f2+β2g2)

(f ′ 2 + g′ 2)2(α2f2 + β2g2)2
;

H =
(f ′2 + g′2)(β2f ′g − α2fg′) + (α2f2 + β2g2)(f ′′g′ − f ′g′′)

2 (f ′2 + g′2)
3

2 (α2f2 + β2g2)
n1,

където n1 е пространственоподобно нормално векторно поле.
В сила са следните твърдения.
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Твърдение 2.2.9. Не съществуват квази-минимални обобщени рота-
ционни повърхнини от хиперболичен тип в E4

2.

Твърдение 2.2.10. Всяка обобщена ротационна повърхнина от хи-
перболичен тип в E4

2 е Chen-повърхнина.

Обобщени ротационни повърхнини от хиперболичен тип с па-

ралелно нормирано векторно поле на средната кривина

В следващата теорема даваме описание на обобщените ротационни
повърхнини от хиперболичен тип в E4

2 с паралелно нормирано векторно
поле на средната кривина.

Теорема 2.2.11. Една обобщена ротационна повърхнина от хипербо-
личен тип в E4

2 има паралелно нормирано векторно поле на средната
кривина тогава и само тогава, когато функциите f(u) и g(u), опреде-
лящи меридианната крива m, имат следния вид:

f(u) = ±
√
C2 − u2; g(u) = u, C = const 6= 0.

Векторното поле на средната кривина на обобщена ротационна по-
върхнина от хиперболичен тип с паралелно нормирано векторно по-

ле на средната кривина има вида: H = ∓ 1

|C| n1, което показва, че

‖H‖ = const. Следователно повърхнината има паралелно векторно поле
на средната кривина.

Обобщени ротационни повърхнини от хиперболичен тип, за ко-

ито k = 0

За обобщените ротационни повърхнини от хиперболичен тип в E4
2,

за които k = 0, е в сила следната теорема.

Теорема 2.2.13. Една обобщена ротационна повърхнина M2 от хипер-
боличен тип в E4

2 е с инварианта k = 0 тогава и само тогава, когато
функциите f(u) и g(u), определящи меридианната крива, се задават
по един от следните три начина:

(1) f(u) = cu, g(u) = u, c = const 6= 0; в този случай M2 е развива-
ема праволинейна повърхнина в E4

2;
(2) f(u) = c1u + c2, g(u) = u, c1 = const 6= 0, c2 = const; в този

случай M2 е неразвиваема праволинейна повърхнина в E4
2;

(3) f(u) = c u
α2

β2 ; g(u) = u, c = const 6= 0.
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Минимални обобщени ротационни повърхнини от хиперболи-

чен тип

Минималните обобщени ротационни повърхнини от хиперболичен
тип в E4

2 се описват със следната теорема.

Теорема 2.2.14. Една обобщена ротационна повърхнина M2 от хи-
перболичен тип в E4

2 е минимална тогава и само тогава, когато фун-
кциите, определящи меридианната крива m, се задават по един от
следните три начина:

(1) f = Cg∓
α
β , където C = const 6= 0, α 6= β.

(2) αf+
√
α2f2 − d = C

(
βg+

√
β2g2 + d

)±α
β

, където C = const 6= 0,

d=const 6=0, α 6= β.

(3) arctan

(
f ′

g′

)
= − arctan

(
f

g

)
+ c, където c = const, α = β.

Плоски обобщени ротационни повърхнини от хиперболичен

тип

В следващата теорема описваме всички обобщени ротационни по-
върхнини от хиперболичен тип в E4

2, за които K = 0.

Теорема 2.2.15. Една обобщена ротационна повърхнина M2 от хипер-
боличен тип в E4

2 е плоска тогава и само тогава, когато функциите,
определящи меридианната крива m, се задават по един от следните
два начина:

(1) α2f2 + β2g2 = a2(u+ c)2, където a = const 6= 0, c = const;

(2) α2f2 + β2g2 = C, където C = const.

Обобщени ротационни повърхнини от хиперболичен тип с плос-

ка нормална свързаност

Следващата теорема дава класификация на обобщените ротацион-
ни повърхнини от хиперболичен тип в E4

2, които са с плоска нормална
свързаност, но векторното поле на средната кривина не е паралелно.

Теорема 2.2.16. Една обобщена ротационна повърхнина M2 от хи-
перболичен тип в E4

2 има плоска нормална свързаност и непаралелно
векторно поле на средната кривина тогава и само тогава, когато фун-
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кциите, определящи меридианната крива m, се задават по един от
следните два начина:

(1) f = c g, където c = const, c 6= 0 и α 6= β; в този случай M2 е
развиваема праволинейна повърхнина в E4

2;

(2)
ff ′ + gg′√

f ′2 + g′2
√
α2f2 + β2g2

= C, където C = const 6= 0.

Глава 3. Минимални Лоренцови повърхнини в E4

2

Една от фундаменталните задачи в диференциалната геометрия на
повърхнините, както в Евклидово, така и в псевдо-Евклидови простран-
ства, е изследването на минимални повърхнини. Трета глава на насто-
ящата дисертация е посветена на минимални Лоренцови повърхнини в
E4
2.

Гаусовата кривина K и кривината на нормалната свързаност κ на
минимална повърхнина в Евклидовото пространство E

4 удовлетворяват
условието K2 −κ2 ≥ 0, което разделя минималните повърхнини на два
основни класа:

• повърхнини, за които K2−κ2 = 0, наречени супер-конформни [3];

• повърхнини, за които K2 − κ2 > 0, наречени минимални повърх-
нини от общ тип.

Минималните супер-конформни повърхнини се характеризират с това,
че във всяка точка от повърхнината елипсата на нормалната кривина е
окръжност [3]. Според резултат на Eisenhart [30], класът на минимални-
те супер-конформни повърхнини в E4 е локално еквивалентен на класа
от холоморфните криви в C2 ≡ E4.

В [59], Tribuzy и Guadalupe доказват, че минималните повърхнини
от общ тип са определени с точност до движение от две функции, удов-
летворяващи система от две частни диференциални уравнения.

Аналогични разултати са постигнати за минимални повърхнини в
4-мерното пространство на Минковски E4

1. В [1], Aĺıas и Palmer описват
минималните пространственоподобни повърхнини в E4

1. Локална теория
на минималните времеподобни повърхнини в 4-мерното пространство
на Минковски E4

1 е разработена от Г. Ганчев и В. Милушева в [37]. В
пространството на Минковски E4

1 не възниква клас супер-конформни
минимални повърхнини.
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Минималните Лоренцови повърхнини в 4-мерното псевдо-Евклидово
пространство E4

2 се разделят на три основни класа:
• повърхнини, за които K2 − κ2 > 0 във всяка точка от дефиници-

онната област;
• повърхнини, за които K2 − κ

2 = 0 във всяка точка от областта;
• повърхнини, за които K2 − κ2 < 0 във всяка точка от областта.
Минимална Лоренцова повърхнина, за която във всяка точка е из-

пълнено условиетоK2−κ2 = 0, е аналог на минимална супер-конформна
повърхнина в четиримерното Евклидово пространство E4. Вместо поня-
тието “елипса на нормалната кривина”, което е дефинирано за повърх-
нини в E4, в псевдо-Евклидовото пространство E4

2 се използва понятието
“хипербола на нормалната кривина”, асоциирана с втората основна фор-
ма на Лоренцова повърхнина (вж. [2]). Използвайки терминологията от
Евклидовото пространство, една минимална Лоренцова повърхнина на-
ричаме супер-конформна, ако във всяка нейна точка Гаусовата криви-
на и кривината на нормалната свързаност удовлетворяват равенството
K2 − κ2 = 0.

В настоящата глава разглеждаме минималните Лоренцови повърх-
нини в E4

2 с двумерно първо нормално пространство, които удовлетво-
ряват условието K2 − κ2 > 0 във всяка точка от областта. Наричаме
ги минимални повърхнини от общ тип и разработваме локална тео-
рия за този тип повърхнини по аналогия с теорията на минималните
повърхнини в E4 и E4

1.

3.1. Минимални Лоренцови повърхнини с едномерно
първо нормално пространство

Нека M2
1 е Лоренцова повърхнина в E4

2. Съгласно резултат на Larsen
[45], локално съществуват изотермични параметри (u, v), такива че
метричният тензор g на M2

1 се представя във вида g = f2(u, v)(du ⊗
du − dv ⊗ dv), където f(u, v) е функция, за която f(u, v) > 0 за всеки
(u, v) от дефиниционната област.

Първо нормално пространство на повърхнината M2
1 в точка p ∈ M2

1

наричаме подпространството на NpM
2
1 , зададено чрез Imσp =

span{σ(X,Y ) : X,Y ∈ TpM
2
1 }.

В настоящия параграф разглеждаме минимални Лоренцови повър-
хнини, за които Imσp е едномерно във всяка точка от повърхнината.
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Точка p от повърхнина се нарича изродена, ако в тази точка
K = κ = 0. Една минимална Лоренцова повърхнина се състои от изро-
дени точки, когато или принадлежи на изродена хиперравнина, или е
плоска омбилична или квази-омбилична повърхнина [2].

В следващата теорема даваме описание на минималните Лоренцови
повърхнини с едномерно първо нормално пространство.

Теорема 3.1.1. Нека M2
1 е минимална Лоренцова повърхнина в E4

2 с
едномерно първо нормално пространство. Тогава локално е в сила едно
от следните:

(i) M2
1 се състои от изродени точки;

(ii) M2
1 е неплоска повърхнина, лежаща в неизродена хиперравнина

на E4
2.

3.2. Минимални Лоренцови повърхнини от общ тип

Нека M2
1 е минимална повърхнина от общ тип, параметризирана

спрямо изотермични параметри по следния начин: M2
1 : z = z(u, v),

(u, v) ∈ D (D ⊂ R2). Доказваме, че във всяка точка от някаква по-
добласт D0 ⊂ D можем да въведем специален геометрично определен
ортонормиран репер {x, y, n1, n2}, такъв че:

σ(x, x) = ν n1;

σ(x, y) = µn2;

σ(y, y) = ν n1,

където νµ 6= 0 и 〈x, x〉 = 1, 〈y, y〉 = −1, 〈n1, n1〉 = ε, 〈n2, n2〉 = −ε

(ε = ±1). Този репер наричаме геометричен репер на повърхнината,
а допирателните направления, определени от векторните полета x и y,
наричаме канонични направления на повърхнината. Каноничните нап-
равления са еднозначно определени. Векторните полета n1 и n2 от нор-
малното пространство също са еднозначно определени от каноничните
направления. Функциите µ и ν наричаме геометрични функции на по-
върхнината.

Чрез геометричните функции µ и ν изразяваме Гаусовата кривина
K и кривината на нормалната свързаност κ:

K = −ε (µ2 + ν2); κ = −2µ ν.
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Тъй като νµ 6= 0, можем да формулираме следното твърдение.

Твърдение 3.2.1. Нека M2
1 е минимална Лоренцова повърхнина от

общ тип. Тогава във всяка точка от повърхнината Гаусовата кривина
K и кривината на нормалната свързаност κ са различни от нула.

Дефинираме понятието канонични параметри и доказваме, че всяка
минимална Лоренцова повърхнина от общ тип локално допуска кано-
нични параметри.

Въвеждането на канонични параметри ни позволява да докажем
следната фундаментална теорема за съществуване и единственост за
класа на минималните Лоренцови повърхнини от общ тип.

Теорема 3.2.2. Нека µ(u, v) и ν(u, v) са гладки функции, дефинирани в
област D, D ⊂ R2, и удовлетворяващи условията:

µ ν 6= 0; µ2 − ν2 6= 0;
√
|µ2 − ν2|∆h ln

∣∣µ2 − ν2
∣∣ = −4ε(µ2 + ν2);

√
|µ2 − ν2|∆h ln

∣∣∣∣
µ+ ν

µ− ν

∣∣∣∣ = −4 εµ ν,

(2)

където ε = ±1. Нека {x0, y0, (n1)0, (n2)0} е ортонормиран репер в точ-
ка p0 ∈ E4

2, такъв че 〈x0, x0〉 = 1, 〈y0, y0〉 = −1, 〈(n1)0, (n1)0〉 = ε,
〈(n2)0, (n2)0〉 = −ε, ε = ±1. Тогава съществува подобласт D0 ⊂ D
и единствена минимана Лоренцова повърхнина от общ тип M2

1 : z =
z(u, v), (u, v) ∈ D0, такава че M2

1 минава през точката p0, функциите
µ(u, v), ν(u, v) са геометричните функции на M2

1 и {x0, y0, (n1)0, (n2)0}
е геометричният репер на M2

1 в точката p0. При това (u, v) са кано-
нични параметри на повърхнината.

Идеята на Теорема 3.2.2 за съществуване и единственост е, че всяка
минимална Лоренцова повърхнина от общ тип е определена с точност
до движение в E4

2 от две геометрични функции µ и ν, удовлетворява-
щи системата от две частни диференциални уравнения.

В § 3.3 използваме алгоритъма, който ни дава доказателството на
теоремата за съществуване и единственост, за да конструираме пример
на минимална Лоренцова повърхнина от общ тип по конкретно зададена
двойка (µ, ν), която е решение на системата от частни диференциални
уравнения (2).
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По мнение на автора, основните приноси в дисертационния труд са:

1. Върху Лоренцова повърхнина в E4
2 са дефинирани втора основна

форма и изображение от тип изображение на Вайнгартен, което пораж-
да инвариантни функции k и κ. За всяка Лоренцова повърхнина от общ
тип (κ2−k > 0), за която векторното поле на средната кривина е прост-
ранственоподобно или времеподобно във всяка точка от областта, е въ-
веден геометричен репер. Деривационните формули спрямо този репер
определят осем геометрични функции, които удовлетворяват система
от условия за интегруемост. С помощта на осемте геометрични функ-
ции и условията за интегруемост е формулирана и доказана локална
теорема за съществуване и единственост на Лоренцова повърхнина от
общ тип.

2. За класа на Лоренцовите повърхнини от общ тип с паралелно
нормирано векторно поле на средната кривина са въведени канонични
параметри, които позволяват да бъде редуциран броят на функции-
те, определящи повърхнината и условията, които те удовлетворяват, до
три. Фундаменталната теорема за съществуване и единственост на Ло-
ренцова повърхнина от общ тип с паралелно нормирано векторно поле
на средната кривина гласи, че всяка такава повърхнина се определя с
точност до движение от три геометрични функции, удовлетворяващи
система от три частни диференциални уравнения.
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3. Въведени са обобщени ротационни повърхнини от елиптичен и
хиперболичен тип в E4

2. Характеризирани са някои подкласове на тези
повърхнини, а именно: минимални обобщени ротационни повърхнини,
плоски обобщени ротационни повърхнини, обобщени ротационни повър-
хнини с плоска нормална свързаност и обобщени ротационни повърх-
нини с паралелно нормирано векторно поле на средната кривина.

4. За минималните Лоренцови повърхнини от общ тип (с двумерно
първо нормално пространство и удовлетворяващи условието K2−κ2 >

0) е въведен специален геометрично определен ортонормиран репер във
всяка точка от повърхнината и са въведени канонични параметри. До-
казана е фундаментална теорема за съществуване и единственост на
минимални Лоренцови повърхнини от общ тип, която гласи че всяка
такава повърхнина се определя с точност до движение от две геомет-
рични функции, удовлетворяващи система от две частни диференциал-
ни уравнения.
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