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Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä ñå ñúñòîè îò óâîä, òðè ãëàâè è ñïèñúê ñ öèòè-
ðàíà ëèòåðàòóðà. Îáùèÿò îáåì å 179 ñòðàíèöè, îò êîèòî 165 ñà îñíîâåí
òåêñò. Öèòèðàíè ñà 81 ëèòåðàòóðíè èçòî÷íèêà.
Ëþáîìèð Àíäðååâ å ðåäîâåí äîêòîðàíò â ñåêöèÿ

”
Àíàëèç, ãåîìåòðèÿ è

òîïîëîãèÿ“ íà ÈÌÈ-ÁÀÍ.
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Åäíî îò çàáåëåæèòåëíèòå îòêðèòèÿ, êîèòî ñà îáîñîáèëè ìíîãîìåðíèÿ
êîìïëåêñåí àíàëèç êàòî ñàìîñòîÿòåëåí êëîí íà ìàòåìàòèêàòà, å ñâúðçà-
íî ñ êëàñè÷åñêàòà òåîðåìà íà Ðèìàí îò åäíîìåðíèÿ êîìïëåêñåí àíàëèç.
Ñïîðåä íåÿ, ñ èçêëþ÷åíèå íà öÿëàòà ðàâíèíà, âñÿêà ðàâíèííà îáëàñò,
êîÿòî å õîìåîìîðôíà íà åäèíè÷íèÿ êðúã å áèõîëîìîðôíà íà íåãî. Òîâà
ïîêàçâà, ÷å òîïîëîãè÷åñêàòà òðèâèàëíîñò å äîñòàòú÷íà çà îïèñàíèåòî, ñ
òî÷íîñò äî áèõîëîìîðôèçúì, íà ãîëÿì êëàñ îò îáëàñòè. Åñòåñòâåíî å äà
ñå ïîñòàâè âúðïîñúò êàêâà å ñèòóàöèÿòà â ìíîãîìåðèå. Ïî-òî÷íî, äàëè
òåîðåìàòà íà Ðèìàí èìà àíàëîã çà îáëàñòè â Cn. Çà äà ñå ôîðìóëèðà
òàêàâà òåîðåìà å íåîáõîäèìî, ïðåäè âñè÷êî, äà ñå îïðåäåëè êîÿ òðÿáâà
äà áúäå ìíîãîìåðíàòà îáëàñò, êîÿòî äà èãðàå ðîëÿòà íà åäèíè÷íèÿò êðúã
îò åäíîìåðíàòà òåîðåìà. Èìà äâå åñòåñòâåíè îáëàñòè, êîèòî áèõà ìîãëè
äà èãðàÿò òàçè ðîëÿ: åäèíè÷íîòî êúëáî è åäèíè÷íèÿ ïîëèäèñê. Òúé êà-
òî äâåòå îáëàñòè ñà õîìåîìîðôíè è òîïîëîãè÷åñêè òðèâèàëíè, âúçíèêâà
âúïðîñúò äàëè òå ñà áèõîëîìîðôíè. Â êðàÿ íà XIX-òè âåê A. Ïîàíêà-
ðå äîêàçâà, ÷å â C2 ïîëèäèñêúò è êúëáîòî íå ñà áèõîëîìîðôíè. Òîçè
ôàêò òîé óñòàíîâÿâà, êàòî ïðåñìÿòà ãðóïèòå îò õîëîìîðôíè àâòîìîð-
ôèçìè íà äâåòå îáëàñòè. Ïî-òî÷íî, òîé ïîêàçâà, ÷å ñúùåñòâóâàíåòî íà
áèõîëîìîðôíî èçîáðàæåíèå ìåæäó áèäèñêà è êúëáîòî, âîäè äî íàëè÷è-
åòî íà èçîìîðôèçúì ìåæäó ãðóïèòå îò àâòîìîðôèçìè íà äâåòå îáëàñòè
(ñïðÿãàíåòî íà âñåêè àâòîìîðôèçúì ñ òîçè áèõîëîìîðôèçúì). Îò äðóãà
ñòðàíà, ïðåñìÿòàéêè òåçè äâå ãðóïè, òîé óñòàíîâÿâà ÷å òå íå ìîãàò äà
áúäàò èçîìîðôíè, òúé êàòî ñâúðçàíàòà êîìïîíåíòà íà ãðóïàòà îò àâ-
òîìîðôèçìè íà êúëáîòî, êîÿòî ñúäúðæà èäåíòèòåòà, å íåêîìóòàòèâíà,
äîêàòî ñúîòâåòíàòà ãðóïà íà áèäèñêà å êîìóòàòèâíà. Òîâà ïîêàçâà, ÷å
äîðè â êëàñà íà îãðàíè÷åíèòå ïðîñòîñâúðçàíè îáëàñòè íÿìà åäèíåí ìî-
äåë, ñ òî÷íîñò äî áèõîëîìîðôèçúì, êàêòî å â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé. Òàêà
âúïðîñúò çà âàëèäíîñòòà íà òåîðåìàòà íà Ðèìàí â ìíîãîìåðèå âîäè äî
çàäà÷à çà êëàñèôèêàöèÿ íà îáëàñòèòå, ïî îòíîøåíèå íà áèõîëîìîðôíàòà
åêâèâàëåíòíîñò. Åäèí ïîäõîä êúì òàçè çàäà÷à å ñ âñÿêà îáëàñò â Cn äà ñå
ñâúðæàò ãúâêàâè îáåêòè, êîèòî äà ñà èíâàðèàíòíè îòíîñíî áèõîëîìîðô-
íè èçîáðàæåíèÿ. Ïðè óñëîâèå, ÷å òåçè îáåêòè ñà äîñòàòú÷íî êîíêðåòíè,
÷îâåê ìîæå äà ñå íàäÿâà, ÷å ìîæå äà îïðåäåëè ïîíå äàëè äâå îáëàñòè
ñà áèõîëîìîðôíî íååêâèâàëåíòíè. Âñúùíîñò íà÷èíúò, ïî êîéòî Ïîàí-
êàðå å äîêàçàë íååêâèâàëåíòíîñòòà íà áèäèñêà è êúëáîòî, â îïðåäåëåí
ñìèñúë, ðåàëèçèðà òî÷íî òàçè èäåÿ. Ãðóïàòà îò õîëîìîðôíèòå àâòîìîð-
ôèçìè íà åäíà îáëàñò å èìåííî îáåêò, èíâàðèàíòåí îòíîñíî áèõîëîìîð-
ôíè èçîáðàæåíèÿ. Ïî-òî÷íî, áèõîëîìîðôíèòå îáëàñòè íåïðåìåííî èìàò
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èçîìîðôíè ãðóïè îò àâòîìîðôèçìè. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å àêî ãðóïèòå îò
õîëîìîðôíè àâòîìîðôèçìè íà äâå äàäåíè îáëàñòè íå ñà èçîìîðôíè, òî
òåçè îáëàñòè íå ìîãàò äà áúäàò áèõîëîìîðôíè. Ñúùåñòâóâàò è ìíîãî
îáåêòè, èíâàðèàíòíè îòíîñíî áèõîëîìîðôíè èçîáðàæåíèÿ, êîèòî ìîãàò
äà ñå ñâúðæàò ñ åäíà îáëàñò, è êîèòî ñà ðàçëè÷íè îò ãðóïàòà îò àâòî-
ìîðôèçìè íà îáëàñòòà. Â íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ñå çàñÿãàò ñàìî ìàëêà
÷àñò îò òÿõ, âñúùíîñò îñíîâíî ïúðâèòå èñòîðè÷åñêè âúçíèêíàëè òàêèâà
îáåêòè, â ïî-âèñîêà ðàçìåðíîñò. Òåçè îáåêòè ïðåäñòàâëÿâàò ïñåâäîðàçñ-
òîÿíèÿ è ïñåâäîìåòðèêè, ìàêàð ÷å ïîíÿêîãà ñå ðàçãëåæäàò è ôóíêöèè áåç
ñïåöèôè÷íèòå ñâîéñòâà íà ïñåâäîðàçñòîÿíèÿòà è ïñåâäîìåòðèêèòå. Ïîä
ïñåâäîðàçñòîÿíèå íà äàäåíà îáëàñò G � Cn, ðàçáèðàìå íåîòðèöàòåëíà,
ñèìåòðè÷íà ôóíêöèÿ âúðõó G � G, êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâîòî
íà òðèúãúëíèêà, è êîÿòî e ëîêàëíî Ëèïøèöîâà, à ïîä ïñåâäîìåòðèêà -
íåîòðèöàòåëíà ôóíêöèÿ δ âúðõó G � Cn (äîïèðàòåëíîòî ðàçñëîåíèå íà
îáëàñòòà), çà êîÿòî

δpz, λXq � |λ|δpz,Xq,
çà âñè÷êè êîìïëåêñíè ÷èñëà λ è êîÿòî å îãðàíè÷åíà âúðõó âñÿêî ïîä-
ðàçñëîåíèå íà åäèíè÷íîòî äîïèðàòåëíî ðàçñëîåíèå íà îáëàñòòà, ñ áàçà
êîìïàêò â îáëàñòòà. Èíòóèòèâíî, ïñåâäîðàçñòîÿíèå å ôóíêöèÿ, êîÿòî èç-
ìåðâà ðàçñòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êè îò îáëàñòòà, (êàòî

”
ðàçñòîÿíèåòî“ ìåæäó

äâå ðàçëè÷íè òî÷êè ìîæå äà å íóëà, îòòóê è èìåòî ïñåâäîðàçñòîÿíèå), à
ïñåâäîìåòðèêà å ôóíêöèÿ, êîÿòî èçìåðâà äúëæèíà íà äîïèðàòåëåí âåê-
òîð pz,Xq (äîïèðàòåëåí âåêòîð X â òî÷êàòà z). Çà ïñåâäîìåòðèêèòå íå ñå
ïðåäïîëàãà íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà ïðè ôèêñèðàíî z, è íåíóëåâ
äîïèðàòåëåí âåêòîð ìîæå äà èìà íóëåâà äúëæèíà. Êàòî íè å äàäåíà åäíà
ïñåâäîìåòðèêà δ, íèå âèíàãè ìîæåì äà îïðåäåëèì ïîíÿòèåòî δ-äúëæèíà
íà ãëàäêà êðèâà γ : r0, 1s Ñ G, êàòî

³1
0
δpγptq, γ1ptqqdt. Òîâà îò ñâîÿ ñòðà-

íà ïîçâîëÿâà, ïî äàäåíà ïñåâäîìåòðèêà δ, äà îïðåäåëèì ôóíêöèÿ âúðõó
G � G, êîÿòî íà âñåêè äâå òî÷êè îò îáëàñòòà ñúïîñòàâÿ òî÷íàòà äîëíà
ãðàíèöà íà ìíîæåñòâîòî îò δ-äúëæèíè íà âñè÷êè ãëàäêè êðèâè ñ êðàèùà
â äâåòå òî÷êè. Òàêà äåôèíèðàíàòà ôóíêöèÿ å ïñåâäîðàçñòîÿíèå (ðàçñòî-
ÿíèå, êîãàòî δ å íåïðåêúñíàòà ìåòðèêà), êîÿòî ñå íàðè÷à èíòåãðèðàíà
ôîðìà íà δ. Îò äðóãà ñòðàíà, àêî íè å äàäåíî åäíî ïñåâäîðàçñòîÿíèå
d, òî ôóíêöèÿòà, êîÿòî íà âñåêè äîïèðàòåëåí âåêòîð pz,Xq ñúïîñòàâÿ
lim supwÑz,λÑ0 dpw,w � λXq å ïñåâäîìåòðèêà, êîÿòî ñå íàðè÷à ïðîèçâîä-
íà íà d. Â íÿêîè ñëó÷àè, ïñåâäîðàçñòîÿíèÿòà è ïñåâäîìåòðèêèòå ñà ñú-
îòâåòíî ðàçñòîÿíèÿ è ïîëóíîðìè (è äîðè íîðìè), êàòî òîâà ñèëíî çàâèñè
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îò õàðàêòåðà íà îáëàñòèòå, âúðõó êîÿòî òå ñå äåôèíèðàò. Íèå ùå ñå èí-
òåðåñóâàìå îò ïñåâäîðàçñòîÿíèÿ è ïñåâäîìåòðèêè, ñâúðçàíè ñ îáëàñòè
â Cn, êîèòî ñå äåôèíèðàò åêñòðåìàëíî, ÷ðåç ðàçëè÷íè ñúâêóïíîñòè îò
èçîáðàæåíèÿ ñâúðçàíè ñ îáëàñòòà. Ïðîòîòèï íà èäåÿòà ñ âñÿêà îáëàñò äà
ñå ñâúðæå èíâàðèàíòíî ïñåâäîðàçñòîÿíèå è ïñåâäîìåòðèêà, ïðîèçõîæäà
îò èçñëåäâàíèÿ íà Ïîàíêàðå îò êðàÿ íà XIX-òè âåê [55]. Ïðåç 1882 ã.
òîé íàïèñâà ìåòðèêà çà åäèíè÷íèÿ êðúã, êîÿòî å èíâàðèàíòíà îòíîñíî
âñè÷êèòå ìó äðîáíî-ëèíåéíè àâòîìîðôèçìè. Â ÿâåí âèä òÿ ìîæå äà ñå
çàïèøå êàòî

δpz,Xq � |X|
1 � |z|2 ,

êàòî èíâàðèàíòíîñòòà îòíîñíî áèõîëîìîðôíî èçîáðàæåíèå f , îçíà÷àâà
÷å

δpz,Xq � δpfpzq, f 1pzqXq.
Ïî-êúñíî, ïðåç 1894 ã., òîé äîêàçâà, ÷å âñÿêà õîëîìîðôíà ôóíêöèÿ f îò
åäèíè÷íèÿ êðúã â ñåáå ñè, çà êîÿòî fp0q � 0, óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâî-
òî |fpzq| ¤ |z| (âæ. [56]). Òîâà òâúðäåíèå, êîåòî äíåñ å èçâåñòíî êàòî ëåìà
íà Øâàðö (èìå äàäåíî îò Ê. Êàðàòåîäîðè ïðåç 1912 ã. [9]), òîé èçïîëçâà
çà äà óñòàíîâè, ÷å âñè÷êè õîëîìîðôíè àâòîìîðôèçìè íà åäèíè÷íèÿ êðúã
ñà èçâåñòíèòå äðîáíî-ëèíåéíè òàêèâà. Òàêà ñ åäèíè÷íèÿ êðúã ñå ñâúðçâà
ìåòðèêà (è ðàçñòîÿíèå - èíòåãðèðàíàòà ôîðìà íà ìåòðèêàòà), êîÿòî å
èíâàðèàíòíà îòíîñíî âñè÷êè áèõîëîìîðôíè èçîáðàæåíèÿ íà êðúãà. Ïðè
òîâà, åäèíè÷íèÿò êðúã ñ òàçè ìåòðèêà äàâà èíòåðåñåí íàãëåäåí ìîäåë
íà íåâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ: ãåîäåçè÷íèòå ëèíèè, (

”
ïðàâèòå ëèíèè“ îòíîñ-

íî òàçè ìåòðèêà), ñà îêðúæíîñòèòå â ðàçøèðåíàòà êîìïëåêñíà ðàâíèíà,
êîèòî ñà îðòîãîíàëíè íà ãðàíèöàòà íà åäèíè÷ííèÿ êðúã (êúäåòî ëåæàò
áåçêðàéíî äàëå÷íèòå òî÷êè). Ïðè ôèêñèðàíà åäíà ãåîäåçè÷íà ëèíèÿ è
òî÷êà îò êðúãà, íåëåæàùà íà íåÿ, ìîãàò äà ñå ïðåêàðàò áåçáðîéíî ìíîãî
äðóãè ãåîäåçè÷íè, êîèòî ìèíàâàò ïðåç òî÷êàòà è íå ïðåñè÷àò äàäåíàòà
ãåîäåçè÷íà. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å â òîçè ìîäåë íå å âàëèäåí ïîñòóëàòà çà óñ-
ïîðåäíèòå ïðàâè îò Åâêëèäîâàòà ãåîìåòðèÿ. Ìàëêî ïî-êúñíî, ïðåç 1912
ã., Êàðàòåîäîðè ïðúâ ïóáëèêóâà ôîðìóëèðîâêàòà è äîêàçàòåëñòâîòî íà
òâúðäåíèåòî, ÷å çà âñÿêà õîëîìîðôíà ôóíêöèÿ îò åäèíè÷íèÿ êðúã â ñåáå
ñè, êîÿòî çàïàçâà íóëàòà, ìîäóëúò íà ïðîèçâîäíàòà �è â íóëàòà íå íàä-
ìèíàâà åäèíèöà [9]. Ñïîðåä Êàðàòåîäîðè, òîâà òâúðäåíèå çà ïðúâ ïúò ñå
ïîÿâÿâà â ðàáîòà íà Øâàðö [61], ñâúðçàíà ñ òåîðåìàòà íà Ðèìàí. Â íåÿ
Øâàðö èçïîëçâà ôàêòà, ÷å àêî ìîäóëúò íà åäíà õîëîìîðôíà ôóíêöèÿ
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â çàòâîðåíèÿ åäèíè÷åí êðúã å îãðàíè÷åí îò êîíñòàíòà, òî è ìîäóëúò íà
ïðîèçâîäíàòà �è â íóëàòà å îãðàíè÷åí îò ñúùàòà êîíñòàíòà. Òîçè ôàêò
òîé óñòàíîâÿâà, êàòî ðàçãëåæäà ôîðìóëàòà íà Êîøè çà ïðîèçâîäíàòà â
íóëàòà. Êàðàòåîäîðè âñúùíîñò äîêàçâà, ÷å òâúðäåíèåòî å â ñèëà, áåç äà
ñå ïðåäïîëàãà íèêàêâà ðåãóëÿðíîñò íà ôóíêöèÿòà ïî ãðàíèöàòà íà åäè-
íè÷íèÿ êðúã. Òîé å è ïúðâèÿò ìàòåìàòèê, êîéòî å îñúçíàë âàæíîñòòà
íà òàçè ëåìà â òåîðèÿòà íà ôóíêöèèòå. Ïðåç 1916 ã. Ã. Ïèê, ïðè èçñ-
ëåäâàíèÿ ñâúðçàíè ñ åëèïòè÷íàòà ìîäóëÿðíà ôóíêöèÿ [52, 53], äîêàçâà
÷å âñÿêà õîëîìîðôíà ôóíêöèÿ f îò åäèíè÷íèÿ êðúã â ñåáå ñè,

”
ñâèâà“

ìåòðèêàòà íà Ïîàíêàðå δ è ïîðîäåíîòî îò íåÿ ðàçñòîÿíèå

dpz, wq � tanh�1

���� z � w

1 � zw

����
(èíòåãðèðàíàòà ôîðìà íà δ). Ïî-òî÷íî, Ïèê äîêàçâà, ÷å

δpfpzq, f 1pzqXq ¤ δpz,Xq
è

dpfpzq, fpwqq ¤ dpz, wq
çà âñè÷êè òî÷êè z, w îò åäèíè÷íèÿ êðúã è âåêòîðè X P C (ëåìà íà
Ùâàðö-Ïèê). Òîâà òâúðäåíèå, êîåòî òîé äîêàçâà, èçïîëçâàéêè ëåìàòà
íà Øâàðö, å âñúùíîñò åêâèâàëåíòíî ñ íåÿ. Òî ïðåäñòàâëÿâà èíâàðèàí-
òíà ôîðìóëèðîâêà íà ëåìàòà íà Øâàðö, â êîåòî îòñúñòâà èçèñêâàíåòî
fp0q � 0. Ñúùî òàêà, ôîðìóëèðîâêàòà íà Ïèê, êàñàåùà ìåòðèêàòà íà
Ïîàíêàðå è ïîðîäåíîòî îò íåÿ ðàçñòîÿíèå, ñà åêâèâàëåíòíè íà ôîðìó-
ëèðîâêèòå íà ëåìàòà íà Øâàðö, äàäåíè îò Ïîàíêàðå è Êàðàòåîäîðè,
ñúîòâåòíî. Èçîáùî, ëåìàòà íà Øâàðö ïðåç ñëåäâàùèòå ãîäèíè å áèëà
îòïðàâíà òî÷êà çà ìíîæåñòâî èçñëåäâàíèÿ. Ñàìèÿò Êàðàòåîäîðè ÿ ïîïó-
ëÿðèçèðà, êàòî ïîêàçâà ïîëçèòå îò íåÿ â ðàçëè÷íè çàäà÷è çà êîíôîðìíè
èçîáðàæåíèÿ.

Ìîæå áè íàé-çíà÷èòåëíîòî ïðèëîæåíèå íà ëåìàòà íà Øâàðö-Ïèê, â
èçñëåäâàíèÿòà íà Êàðàòåîäîðè, å ñâúðçàíî ñ âúâåäåíîòî îò íåãî ïðåç
1926 ã. ïñåâäîðàçñòîÿíèå, êîåòî òîé äåôèíèðà çà ïðîèçâîëíà îáëàñò â
Cn, ïðè êîåòî îáëàñòòà, ðàçãëåæäàíà çàåäíî ñ òîâà ïñåâäîðàçñòîÿíèå,
ïðåäñòàâëÿâà ìíîãîìåðåí àíàëîã íà íååâêëèäîâèÿ ìîäåë íà Ïîàíêàðå.
Ïî-òî÷íî, çà âñÿêà îáëàñò òîé äåôèíèðà ôóíêöèÿ, êîÿòî íà âñåêè äâå
ôèêñèðàíè òî÷êè z, w îò îáëàñòòà ñúïîñòàâÿ suptdpfpzq, fpwqqu, êúäå-
òî f ñå èçìåíÿ â ìíîæåñòâîòî íà îãðàíè÷åíèòå õîëîìîðôíè ôóíêöèè,
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äåôèíèðàíè âúðõó îáëàñòòà. Ñ ïîìîùòà íà ëåìàòà íà Øâàðö-Ïèê (çà
ðàçñòîÿíèåòî íà Ïîàíêàðå) Êàðàòåîäîðè äîêàçâà, ÷å òàêà äåôèíèðàíîòî
îò íåãî ïñåâäîðàçñòîÿíèå, âúðõó åäèíè÷íèÿ êðúã ñúâïàäà ñ ðàçñòîÿíèåòî
íà Ïîàíêàðå. Ñúùî òàêà, îò òàçè ëåìà ñëåäâà è ôóíäàìåíòàëíîòî ñâîéñ-
òâî, ÷å àêî èìàìå äâå îáëàñòè G � Cn è H � Cm, ñ ïñåâäîðàçñòîÿíèÿ íà
Êàðàòåîäîðè dG è dH , è F : GÑ H e õîëîìîðôíî èçîáðàæåíèå, òî

dHpF pzq, F pwqq ¤ dGpz, wq

çà âñè÷êè z, w P G (îáîáùåíà ëåìà íà Øâàðö-Ïèê). Ñ äðóãè äóìè õîëî-
ìîðôíèòå èçîáðàæåíèÿ ìåæäó îáëàñòèòå

”
ñâèâàò“ ïñåâäîðàçñòîÿíèÿòà

íà Êàðàòåîäîðè. Îò òîâà èìåííî ñâîéñòâî ñëåäâà èíâàðèíàòíîñòòà îò-
íîñíî áèõîëîìîðôíè èçîáðàæåíèÿ. Â ÷àñòíîñò, ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà
Êàðàòåîäîðè å ìîíîòîííî ïî âêëþ÷âàíå, â ñìèñúë, ÷å àêî åäíà îáëàñò ñå
ñúäúðæà â äðóãà, òî ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà Êàðàòåîäîðè íà ïî-øèðîêàòà
îáëàñò íå íàäìèíàâà òîâà íà ïî-òÿñíàòà.

Ïðåç 1930 ã., îòíîâî âúâ âðúçêà ñúñ çàäà÷àòà çà êëàñèôèêàöèÿ íà
îáëàñòèòå â ìíîãîìåðèå, å ðåàëèçèðàí îùå åäèí íà÷èí, ñ âñÿêà îáëàñò
äà ñå ñâúðæå áèõîëîìîðôíî èíâàðèàíòåí îáåêò. Òîçè ïîäõîä ïðèíàäëå-
æè íà Ñ. Áåðãìàí è ïî÷èâà âúðõó èäåè îò ôóíêöèîíàëíèÿ àíàëèç (âæ.
[8]). Âúðõó äàäåíà îãðàíè÷åíà îáëàñò G � Cn ñå ðàçãëåæäà ïðîñòðàíñ-
òâîòî îò õîëîìîðôíèòå ôóíêöèè, ñ èíòåãðóåì êâàäðàò íà ìîäóëà. Òîâà
ïðîñòðàíñòâî å õèëáåðòîâî, òúé êàòî òî å çàòâîðåíî ïîäïðîñòðàíñòâî íà
õèëáåðòîâîòî ïðîñòðàíñòâî L2pGq îò âñè÷êè ôóíêöèè âúðõó îáëàñòòà, ñ
èíòåãðóåì êâàäðàò íà ìîäóëà. Çàòâîðåíîñòòà ìó ñëåäâà îò ïúëíîòàòà íà
L2pGq è îò åäíà ôóíäàìåíòàëíà îöåíêà çà ìîäóëà íà ôóíêöèÿòà, âúðõó
ïðîèçâîëåí êîìïàêò â îáëàñòòà, êîÿòî ñå ïîëó÷àâà îò íåðàâåíñòâàòà íà
Êîøè: Ìîäóëúò íà ôóíêöèÿòà âúðõó êîìïàêòà ñå ìàæîðèðà îò êîíñòàíòà
(çàâèñåùà îò êîìïàêòà) óìíîæåíà ñ L2 íîðìàòà íà ôóíêöèÿòà [38]. Òîâà
òâúðäåíèå, ïðèëîæåíî çà êîìïàêò, êîéòî ñå ñúñòîè îò åäíà òî÷êà, âîäè
äî íåïðåêúñíàòîñò íà ôóíêöèîíàëúò, êîéòî íà âñåêè åëåìåíò íà ïðîñ-
òðàíñòâîòî ñúïîñòàâÿ ñòîéíîñòòà ìó â òî÷êàòà. Îò ïîñëåäíèÿò ôàêò è
òåîðåìàòà íà Ðèñ çà íåïðåêúñíàòèòå ëèíåéíè ôóíêöèîíàëè ïîëó÷àâàìå,
÷å ïðîñòðàíñòâîòî îò õîëîìîðôíèòå ôóíêöèè, ñ èíòåãðóåì êâàäðàò íà
ìîäóëà, èìà ÿäðî, ò. å. ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ K âúðõó G � G, êîÿòî çà
âñÿêà ôèêñèðàíà ñòîéíîñò íà åäíà îò ïðîìåíëèâèòå å õîëîìîðôíà ôóí-
êöèÿ îò L2pGq, è ÷ðåç êîÿòî âñÿêà õîëîìîðôíà ôóíêöèÿ f îò L2pGq, ñå
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ïðåäñòàâÿ êàòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå ñ K, ïî-òî÷íî

fpzq � pf,Kp�, zqq, z P G.

Òîâà ÿäðî íà L2pGq ñå íàðè÷à ÿäðî íà Áåðãìàí. Îêàçâà ñå, ÷å ÿäðî-
òî íà Áåðãìàí, ðàçãëåæäàíî âúðõó äèàãîíàëà íà G � G å ïîëîæèòåëíà,
áåçêðàéíî ãëàäêà, ïëþðèñóáõàðìîíè÷íà ôóíêöèÿ, è ñëåäîâàòåëíî êâàä-
ðàòè÷íàòà ôîðìà âúðõó Cn, ñ êîåôèöèåíòè BB logKpz, zq (ôîðìàòà íà
Ëåâè íà logKpz, zq) å ïîëîæèòåëíî äåôèíèòíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà (òî-
âà ñâîéñòâî å åêâèâàëåíòíî ñúñ ñâîéñòâîòî ïëþðèñóáõàðìîíè÷íîñò, êî-
ãàòî ôóíêöèÿòà å ïîíå äâóêðàòíî ãëàäêà). Ïñåâäîìåòðèêàòà íà Áåðã-
ìàí íà îáëàñòòà G ñå äåôèíèðà êàòî êâàäðàòíèÿ êîðåí îò ôîðìàòà íà
Ëåâè íà ôóíêöèÿòà logKpz, zq, à ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà Áåðãìàí, êàòî
èíòåãðèðàíàòà ôîðìà íà òàçè ïñåâäîìåòðèêà. È äâåòå ôóíêöèè ñà íåï-
ðåêúñíàòè, êàòî ïñåâäîìåòðèêàòà å êîìïëåêñíà ïîëóíîðìà, âúðõó âñÿêî
äîïèðàòåëíî ïðîñòðàíñòâî â òî÷êèòå íà îáëàñòòà. Èíâàðèàíòíîñòòà íà
ïñåâäîìåòðèêàòà è ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà Áåðãìàí, îòíîñíî áèõîëîìîð-
ôíè èçîáðàæåíèÿ, ñå ïîëó÷àâà îò ôîðìóëà çà ïðåîáðàçóâàíå íà ÿäðîòî
íà Áåðãìàí ïðè áèõîëîìîðôíî èçîáðàæåíèå, êîÿòî ñëóæè è çà íàìèðàíå
íà ÿâíè èçðàçè çà ÿäðîòî íà Áåðãìàí íà êîíêðåòíè îáëàñòè. Ïðåñìÿòàé-
êè òîâà ÿäðî çà åäèíè÷íîòî êúëáî â Cn, ÷îâåê âèæäà, ÷å âúðõó åäèíè-
íèÿ êðúã, ïñåâäîìåòðèêàòà íà Áåðãìàí ñúâïàäà ñ ìåòðèêàòà íà Ïîàíêàðå
óìíîæåíà ñ

?
2 (Âñúùíîñò, âñÿêà ìåòðèêà âúðõó åäèíè÷íèÿ êðúã, êîÿ-

òî å èíâàðèàíòíà îòíîñíî õîëîìîðôíèòå ìó àâòîìîðôèçìè, ñ òî÷íîñò
äî êîíñòàíòåí ìíîæèòåë, ñúâïàäà ñ ìåòðèêàòà íà Ïîàíêàðå). Îò äðóãà
ñòðàíà, ñúùåñòâóâàò ïðèìåðè, êîèòî ïîêàçâàò, ÷å çà ðàçëèêà îò ïñåâäî-
ðàçñòîÿíèåòî íà Êàðàòåîäîðè, çà ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà Áåðãìàí íå å
â ñèëà îáîáùåíàòà ëåìà íà Øâàðö-Ïèê. Ñúùî òàêà, ïñåâäîðàçñòÿíèåòî
íå ïðèòåæàâà ñâîéñòâîòî ìîíîòîííîñò ïî âêëþ÷âàíå. Ïñåâäîìåòðèêàòà
è ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà Áåðãìàí ìîãàò äà ñå äåôèíèðàò è çà íåîãðà-
íè÷åíè îáëàñòè G, ïðè óñëîâèå ÷å ÿäðîòî íà Áåðãìàí íà L2

hpGq, âúðõó
äèàãîíàëà íà G � G å ïîëîæèòåëíî. Ïîñëåäíîòî óñëîâèå ñå óñòàíîâÿâà,
÷å å âèíàãè íàëèöå, êîãàòî êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè ñà â L2pGq, êîåòî
î÷åâèäíî å èçïúëíåíî, êîãàòî îáëàñòòà å îãðàíè÷åíà. Â òåçè ñëó÷àè ñå
îêàçâà, ÷å ïñåâäîìåòðèêàòà íà Áåðãìàí å íîðìà âúðõó âñÿêî äîïèðàòåëíî
ïðîñòðàíñòâî.

Ùå îòáåëåæèì, ÷å ìàêàð è êîíñòðóêöèÿòà íà Áåðãìàí äà å ÿâíà,
ïðåñìÿòàíåòî íà ïñåâäîìåòðèêàòà è ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íå å ëåñíî, òúé
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êàòî ñå èçèñêâà ïîçíàâàíåòî íà ïðîñòðàíñòâîòî îò õîëîìîðôíèòå ôóíê-
öèè ñ èíòåãðóåì êâàäðàò, çàòîâà ÿâíè ôîðìóëè ñúùåñòâóâàò çà ñúâñåì
ìàëêî îáëàñòè. Ïîðàäè òàçè ïðè÷íèíà, äúëãî âðåìå, ïñåâäîìåòðèêàòà íà
Áåðãìàí å ïðåäñòàâëÿâàëà ïî-ñêîðî îáùà èäåÿ, îòêîëêîòî èíñòðóìåíò çà
èçñëåäâàíèÿ. Ðàçâèòèåòî íà òåîðèÿòà íà B îïåðàòîðà, ïðåç 60-òå ãîäèíè
íà ìèíàëèÿ âåê, îò Ë. Õüîðìàíäåð, À. Àíäðåîòè, Å. Âåçåíòèíè, É. Êîí
è äðóãè, å ïîìîãíàëî çà ðàçáèðàíåòî íà íà ãðàíè÷íîòî ïîâåäåíèå íà ÿä-
ðîòî è ìåòðèêàòà íà Áåðãìàí, âúðõó ñòðîãî ïñåâäîèçïúêíàëè îáëàñòè
G. ßäðîòî íà Áåðãìàí ñå èçðàçÿâà ÷ðåç ðåøåíèÿ íà B îïåðàòîðà, êîè-
òî ñà îðòîãîíàëíè â L2pGq íà õîëîìîðôíèòå ôóíêöèè. Òîâà íà ñâîé ðåä
ïîçâîëÿâà òî è ïñåâäîìåòðèêàòà äà ñå àíàëèçèðàò ÷ðåç òåçè ðåøåíèÿ. Ðå-
çóëòàòèòå îò òåîðèÿòà íà B îïåðàòîðà ïðåäñòàâëÿâàò ìîùåí èíñòðóìåíò
çà èçó÷àâàíå ãðàíè÷íîòî ïîâåäåíèå íà ÿäðîòî è ìåòðèêàòà íà Áåðãìàí, è
òîâà å ïîçâîëèëî äà ñå äîñòèãíàò äúëáîêè ðåçóëòàòè, ñâúðçàíè ñ ãðàíè÷-
íîòî ïîâåäåíèå íà áèõîëîìîðôíè è ñîáñòâåíè õîëîìîðôíè èçîáðàæåíèÿ
ìåæäó îáëàñòè.

Ïðåç 60-òå ãîäèíè íà ìèíàëèÿ âåê, Õ. Ðeéôåí, Ñ. Êîáàÿøè è Õ. Ðîé-
äåí, äåôèíèðàò è èçó÷àâàò íîâè õîëîìîðôíî èíâàðèàíòíè îáåêòè, êîèòî
èìàò ñâîéñòâà, àíàëîãè÷íè íà ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà Êàðàòåîäîðè: âúð-
õó åäèíè÷íèÿ êðúã ñúâïàäàò ñ ðàçñòîÿíèåòî èëè ìåòðèêàòà íà Ïîàíêàðå
è óäîâëåòâîðÿâàò îáîáùåíà ëåìà íà Øâàðö-Ïèê. Çà ïðîèçâîëíà îáëàñò
â Cn, Ðeéôåí âúâåæäà ïñåâäîìåòðèêà, êàòî íà ïðîèçâîëåí äîïèðàòåëåí
âåêòîð pz,Xq â òî÷êà îò îáëàñòòà , ñå ñúïîñòàâÿ òî÷íàòà ãîðíà ãðàíè-
öà íà ìíîæåñòâîòî îò ñòîéíîñòè íà ìåòðèêàòà íà Ïîàíêàðå, âúðõó äî-
ïèðàòåëíèòå âåêòîðè pfpzq, f 1pzqXq (îáðàça íà pz,Xq ïðè äèôåðåíöèàëà
íà f), êàòî f ïðîáÿãâà âñè÷è õîëîìîðôíè ôóíêöèè, äåôèíèðàíè âúðõó
îáëàñòòà, ïðèåìàùè ñòîéíîñòè â åäèíè÷íèÿ êðúã (âæ. [58]). Òàçè ïñåâäî-
ìåòðèêà å êîìïëåêñíà ïîëóíîðìà âúðõó âñÿêî äîïèðàòåëíî ïðîñòðàíñòâî
â òî÷êèòå íà îáëàñòòà è ïðåäñòàâëÿâà ìíîãîìåðåí àíàëîã íà ìåòðèêàòà
íà Ïîàíêàðå. ×ðåç ëåìàòà íà Ùâàðö-Ïèê (çà ìåòðèêàòà íà Ïîàíêàðå) ñå
óñòàíîâÿâà, ÷å àêî G � Cn è H � Cm, ñà äâå îáëàñòè ñ ïñåâäîìåòðèêè
íà Ðeéôåí δG è δH , è F : GÑ H e õîëîìîðôíî èçîáðàæåíèå, òî

δHpF pzq, F 1pzqXq ¤ δGpz,Xq
çà âñè÷êè pz,Xq P G � Cn (îáîáùåíà ëåìà íà Øâàðö-Ïèê çà ïñåâäî-
ìåòðèêà). Îò òîâà ñâîéñòâî ñå ïîëó÷àâà èíâàðèàíòíîñòòà ïðè áèõîëî-
ìîðôíè èçîáðàæåíèÿ. Îêàçâà ñå ñúùî, ÷å ïñåâäîìåòðèêàòà íà Ðeéôåí è
ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà Êàðàòåîäîðè ñà ñâúðçàíè ïî ìåæäó ñè. Ïî-òî÷íî,
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ïñåâäîìåòðèêàòà íà Ðeéôåí å ïðîèçâîäíà íà ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà Êà-
ðàòåîäîðè, íî èìà ïðèìåðè, êîèòî ïîêàçâàò, ÷å èíòåãðèðàíàòà �è ôîðìà
íå ñúâïàäà ñ ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà Êàðàòåîäîðè.

Ïðåç 1966 ã. Ñ. Êîáàÿøè âúâåæäà èíâàðèàíòíî ïñåâäîðàçñòîÿíèå,
ñâúðçàíî ñ âñÿêà îáëàñò â Cn, èçõîæäàéêè îò ðàçñòîÿíèåòî íà Ïîàíêàðå è
ñúâêóïíîñòòà íà âñè÷êè õîëîìîðôíè èçîáðàæåíèÿ îò åäèíè÷íèÿ êðúã â
îáëàñòòà (àíàëèòè÷íè äèñêîâå) (âæ. [37]). Çà îïèñàíèåòî íà òîâà ïñåâäî-
ðàçñòîÿíèå å óäîáíî äà ñå èçïîëçâà ôóíêöèÿòà, êîÿòî íà âñåêè äâå òî÷êè
îò äàäåíà îáëàñò â Cn ñúïîñòàâÿ òî÷íàòà äîëíà ãðàíèöà íà ìíîæåñòâî-
òî îò ðàçñòîÿíèÿ íà Ïîàíêàðå, ìåæäó ïðîîáðàçèòå íà äâåòå òî÷êè, ïðè
âñè÷êè àíàëèòè÷íè äèñêîâå, â ÷èåòî ìíîæåñòâî îò ñòîéíîñòè ñå ñúäúð-
æàò äâåòå òî÷êè (ôóíêöèÿ íà Ëåìïåðò). Ñúùåñòâóâàíåòî íà àíàëèòè÷íè
äèñêîâå, ñ èñêàíîòî ñâîéñòâî, â íàé-îáùè ëèíèè, ñå ïîëó÷àâà îò òåîðåìà-
òà íà Âàéåðùðàñ çà ðàâíîìåðíî ïðèáëèæåíèå íà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ
âúðõó êîìïàêòåí èíòåðâàë ñ ïîëèíîì, è îò òåîðåìàòà íà Ðèìàí çà êîí-
ôîðìíîòî èçîáðàæåíèå. Ôóíêöèÿòà íà Ëåìïåðò å íåîòðèöàòåëíà ñèìåò-
ðè÷íà ôóíêöèÿ, êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà îáîáùåíàòà ëåìà íà Øâàðö-Ïèê,
è çà åäèíè÷íèÿ êðúã ñúâïàäà ñ ðàçñòîÿíèåòî íà Ïîàíêàðå. Â ÷àñòíîñò,
òÿ å îùå åäèí èíâàðèàíòåí îáåêò, êîéòî ìîæå äà ñå ñâúðæå ñ ïðîèçâîëíà
îáëàñò â Cn, è êîéòî ïðåäñòàâëÿâà ñàìîñòîÿòåëåí èíòåðåñ. Ñúùåñòâó-
âàò ïðèìåðè íà îáëàñòè, êîèòî ïîêàçâàò, ÷å ôóíêöèÿòà íà Ëåìïåðò íå
óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà è ñëåäîâàòåëíî, â îáùèÿ
ñëó÷àé, òÿ íå å ïñåâäîðàçñòîÿíèå. Òÿ íå å íåïðåêúñíàòà ïî îòäåëíèòå
ïðîìåíëèâè, íî å ïîëóíåïðåêúñíàòà îòãîðå. Îò äðóãà ñòðàíà èìà øèðîê
êëàñ îò îáëàñòè, çà êîèòî ôóíêöèÿòà íà Ëåìïåðò å íåïðåêúñíàòà, òîâà ñà
Ìîíòåëåâèòå îáëàñòè, ò. å. òåçè, çà êîèòî ïðîñòðàíñòâàòà îò àíàëèòè÷íè
äèñêîâå ñà íîðìàëíè ïðîñòðàíñòâà. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å çà âñÿêà ðåäèöà
îò àíàëèòè÷íè äèñêîâå èìà äâå âúçìîæíîñòè: ðåäèöàòà èìà ðàâíîìåðíî
ñõîäÿùà âúðõó âñåêè êîìïàêò ïîäðåäèöà, èëè èìà ðàâíîìåðíî ðàçõîäÿ-
ùà âúðõó âñåêè êîìïàêò ïîäðåäèöà, ò. å. ïîäðåäèöà, çà êîÿòî îáðàçèòå
íà ïðîèçâîëåí êîìïàêò â åäèíè÷íèÿ êðúã, îò èçâåñòíî ìÿñòî íàòàòúê íå
ïðåñè÷àò ïðîèçâîëåí ïðåäâàðèòåëíî ôèêñèðàí êîìïàêò â îáëàñòòà.

Ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà Êîáàÿøè çà äàäåíà îáëàñò â Cn ñå äåôèíèðà,
óäîáíî ÷ðåç ôóíêöèÿòà íà Ëåìïåðò l, êàòî íà âñåêè äâå òî÷êè z, w îò
îáëàñòòà, ñå ñúïîñòàâè òî÷íàòà äîëíà ãðàíèöà íà ìíîæåñòâîòî îò ñóìè

lpz, z1q � � � � � lpzn, wq,
êîèòî ñå ïîëó÷àâàò ïðè âñåêè èçáîð íà n òî÷êè z1, . . . , zn îò îáëàñòòà, çà

9



âñÿêî åñòåñòâåíî n. Òàêà, äåôèíèðàíàòà ôóíêöèÿ å íåïðåêúñíàòî ïñåâ-
äîðàçñòîÿíèå, êîåòî óäîâëåòâîðÿâà îáîáùåíàòà ëåìà íà Øâàðö-Ïèê, è
êîåòî âúðõó åäèíè÷íèÿ êðúã ñúâïàäà ñ ðàçñòîÿíèåòî íà Ïîàíêàðå. Ïðè
òîâà, ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà Êîáàÿøè å ìàêñèìàëíîòî ïñåâäîðàçñòîÿíèå,
êîåòî ñå ìàæîðèðà îò ôóíêöèÿòà íà Ëåìïåðò. Ñúùåñòâóâàò ïðèìåðè íà
îáëàñòè, çà êîèòî ôóíêöèÿòà íà Ëåìïåðò íå ñúâïàäà ñ ïñåâäîðàçñòîÿíè-
åòî íà Êîáàÿøè (âæ. [31], Çàáåëåæêà 3.5.11).

Ïðåç 1971 ã. Õ. Ðîéäåí âúâåæäà ïñåâäîìåòðèêà, çà âñÿêà îáëàñò â Cn,
èçõîæäàéêè îò ìåòðèêàòà íà Ïîàíêàðå è ñúâêóïíîñòòà íà àíàëèòè÷íè-
òå äèñêîâå â îáëàñòòà (âæ. [59]). Òÿ ñå îòíàñÿ êúì ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî
íà Êîáàÿøè òàêà, êàêòî ïñåâäîìåòðèêàòà íà Ðåéôåí, êúì ïñåâäîðàçñ-
òîÿíèåòî íà Êàðàòåîäîðè. Îïðåäåëÿ ñå êàòî ôóíêöèÿòà, êîÿòî íà äî-
ïèðàòåëåí âåêòîð X â òî÷êà z îò îáëàñòòà, ñúïîñòàâÿ òî÷íàòà äîëíà
ãðàíèöà íà ìíîæåñòâîòî îò ñòîéíîñòè íà ìåòðèêàòà íà Ïîàíêàðå, ïðåñ-
ìåòíàòà â äîïèðàòåëíèòå âåêòîðè pλ, µq âúðõó åäèíè÷íèÿ êðúã, çà êîèòî
pϕpλq, ϕ1pλqµq � pz,Xq, ò. å. â ïðîîáðàçèòå íà pz,Xq, ïðè äèôåðåíöèà-
ëèòå íà âñè÷êè àíàëèòè÷íè äèñêîâå, â ÷èåòî ìíîæåñòâî îò ñòîéíîñòè
ñå ñúäúðæà z. Òàçè ïñåâäîìåòðèêà óäîâëåòâîðÿâà îáîáùåíàòà ëåìà íà
Øâàðö-Ïèê è ñúâïàäà ñ ìåòðèêàòà íà Ïîàíêàðå âúðõó åäèíè÷íèÿ êðúã.
Èìà ïðèìåðè íà îáëàñòè, êîèòî ïîêàçâàò, ÷å ïñåâäîìåòðèêàòà íà Ðîéäåí,
â îáùèÿ ñëó÷àé, íå å íîðìà âúðõó äîïèðàòåëíèòå ïðîñòðàíñòâà â òî÷êè-
òå íà îáëàñòòà, òúé êàòî íå å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà
(âæ.[31], Ïðèìåð 3.5.9). Ñúùî òàêà, òÿ íå å íåïðåêúñíàòà ïî îòäåëíèòå
ïðîìåíëèâè, íî å ïîëóíåïðåêúñíàòà îòãîðå. Èìà âðúçêà ìåæäó ïñåâäî-
ìåòðèêàòà íà Ðîéäåí è ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà Êîáàÿøè, à èìåííî ÷å
èíòåãðèðàíàòà ôîðìà íà ïñåâäîìåòðèêàòà íà Ðîéäåí å ïñåâäîðàçñòîÿíè-
åòî íà Êîáàÿøè. Îò äðóãà ñòðàíà, ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà Ðîéäåí íå å
ïðîèçâîäíà íà ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà Êîáàÿøè .

Äîïúëíèòåëíè èñòîðè÷åñêè ñâåäåíèÿ è âðúçêè ìåæäó èçáðîåíèòå ïî-
ãîðå è äðóãè îáåêòè, ìîãàò äà ñå íàìåðÿò â [60]. Çà äîïúëíèòåëíè ñâåäå-
íèÿ è èçñëåäâàíèÿ âúðõó ñïîìåíàòèòå è äðóãè áèõîëîìîðôíè èíâàðèàí-
òè âæ. [38], [31], [47].

Ñåãà ùå èçáðîèì íÿêîè íàé-îñíîâíè ôàêòè, êîèòî êàñàÿò ãîðåñïîìå-
íàòèòå èíâàðèàíòíè îáåêòè. Âñè÷êè äîêàçàòåëñòâà ìîãàò äà ñå íàìåðÿò
â [31]. Ñ ïîìîùòà íà òåîðåìàòà íà Ìîíòåë, êîÿòî ãëàñè, ÷å îò âñÿêà
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà ñúâêóïíîñò îò õîëîìîðôíè âúðõó äàäåíà îáëàñò
ôóíêöèè, ìîæå äà ñå èçáåðå ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà âúðõó âñåêè êîìïàêò
ïîäðåäèöà, ñå óñòàíîâÿâà, ÷å ñúùåñòâóâàò îãðàíè÷åíè õîëîìîðôíè ôóí-
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êöèè, êîèòî ðåàëèçèðàò ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà Êàðàòåîäîðè è ïñåâäî-
ìåòðèêàòà íà Ðåéôåí (ò. å. ñúùåñòâóâàò åêñòðåìàëíè ôóíêöèè). Îêàçâà
ñå, ÷å çà ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà Êîáàÿøè è ïñåâäîìåòðèêàòà íà Ðîéäåí,
ñúùåñòâóâàíåòî íà åêñòðåìàëíè àíàëèòè÷íè äèñêîâå (êîìïëåêñíè ãåîäå-
çè÷íè) íå å íàëèöå çà âñè÷êè îáëàñòè, íî å âàëèäíî çà âñè÷êè Ìîíòåëåâè
îáëàñòè. Ñúùî òàêà, ñðåä âñè÷êè âúçìîæíè ñúâêóïíîñòè îò ïñåâäîðàç-
ñòîÿíèÿ è ïñåâäîìåòðèêè, êîèòî ìîãàò äà ñå âúâåäàò âúðõó îáëàñòèòå
â Cn, ñúâïàäàùè âúðõó åäèíè÷íèÿ êðúã ñ ðàçñòîÿíèåòî è ìåòðèêàòà íà
Ïîàíêàðå, è óäîâëåòâîðÿâàùè îáîáùåíàòà ëåìà íà Øâàðö-Ïèê (ñâèâàùè
ñúâêóïíîñòè), ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà Êàðàòåîäîðè è ïñåâäîìåòðèêàòà íà
Ðåéôåí ñà ìèíèìàëíè, à òåçè íà Êîáàÿøè è Ðîéäåí ñà ìàêñèìàëíè. Òà-
êà çà âñÿêà îáëàñò, ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà Êàðàòåîäîðè ñå ìàæîðèðà îò
òîâà íà Êîáàÿøè, à ïñåâäîìåòðèêàòà íà Ðåéôåí ñå ìàæîðèðà îò òàçè
íà Ðîéäåí. Äîêàçâà ñå, ÷å çà ïðîèçâîëíà îáëàñò, ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî è
ïñåâäîìåòðèêàòà íà Áåðãìàí ìàæîðèðàò ñúîòâåòíî ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî
è ïñåâäîìåòðèêàòà íà Êàðàòåîäîðè è Ðàéôåí. Îò äðóãà ñòðàíà, èìà ïðè-
ìåðè íà îáëàñòè, êîèòî ïîêàçâàò ÷å â îáùèÿò ñëó÷àé, ïñåâäîìåòðèêèòå
íà Áåðãìàí è Êîáàÿøè ñà íåñðàâíèìè (âæ. [14], [18]). Âúïðåêè òîâà,
èìà èçñëåäâàíèÿ è ðåçóëòàòè, ñïîðåä êîèòî â êëàñà íà ñòðîãî ïñåâäî-
èçïúêíàëèòå îáëàñòè, òåçè èíâàðèàíòè ìîãàò äà ñå ñðàâíÿâàò. Ùå îò-
áåëåæèì îùå, ÷å ñúùåñòâóâàò ìíîãî äðóãè ìåæäèííè ñâèâàùè ñúâêóï-
íîñòè îò èíâàðèàíòíè ïñåâäîðàçñòîÿíèÿ è ïñåâäîìåòðèêè, êîèòî ïðåäñ-
òàâëÿâàò ñàìîñòîÿòåëåí èíòåðåñ. Íàé-èçâåñòíèòå ñà ïñåâäîìåòðèêèòå íà
Àçóêàâà è Ñèáîíè, è ñà âúçíèêíàëè âúâ âðúçêà ñ âúïðîñà, çà êîè îá-
ëàñòè ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà Êîáàÿøè å ðàçñòîÿíèå. Òåçè èíâàðèàíòè
ñúùî ñå äåôèíèðàò åêñòðåìàëíî, íî âìåñòî õîëîìîðôíè èçîáðàæåíèÿ ñå
ðàçãëåæäàò ðàçëè÷íè ñúâêóïíîñòè îò ïëþðèñóáõàðìîíè÷íè ôóíêöèè ñ
êîíêðåòíè ñâîéñòâà. Îáëàñòèòå, çà êîèòî ãîðåïîñî÷åíèòå ïñåâäîðàçñòîÿ-
íèÿ è ïñåâäîìåòðèêè ñà ðàçñòîÿíèÿ, è ìåòðèêè ñå íàðè÷àò õèïåðáîëè÷íè
(ïî îòíîøåíèå íà ñúîòâåòíèÿ èíâàðèàíò). Êîãàòî ïñåâäîðàçñòîÿíèÿòà íà
Êàðàòåîäîðè, Áåðãìàí è Êîáàÿøè ñà ðàçñòîÿíèÿ, êàçâàìå ÷å îáëàñòòà å
ñúîòâåòíî c, b è k õèïåðáîëè÷íà, à êîãàòî ïñåâäîìåòðèêèòå íà Ðåéôåí,
Áåðãìàí è Ðîéäåí ñà ìåòðèêè, êàçâàìå ÷å îáëàñòòà å ñúîòâåòíî γ, β è
κ õèïåðáîëè÷íà. Çà ðàâíèííè îáëàñòè c è γ õèïåðáîëè÷íîñòòà ñà åê-
âèâàëåíòíè. Òîâà âàæè è çà îáëàñòèòå â ïî-âèñîêà ðàçìåðíîñò, êîèòî ñà
áèõîëîìîðôíè íà îãðàíè÷åíè îáëàñòè. Ïðè òîâà, çà ðàâíèííèòå îáëàñòè,
êîèòî íå ñà c è γ õèïåðáîëè÷íè, ñúîòâåòíèòå èíâàðèàíòè ñà òúæäåñòâåíî
íóëà, êîåòî íå å òàêà çà îáëàñòèòå â ïî-âèñîêà ðàçìåðíîñò. Îò äðóãà ñòðà-
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íà, â ïî-âèñîêà ðàçìåðíîñò íå ñà èçâåñòíè íèêàêâè äðóãè ñúîòíîøåíèÿ
ìåæäó c è γ õèïåðáîëè÷íîñò. Ïðîòèâíî íà òîâà, k è κ õèïåðáîëè÷íîñòòà
ñà åêâèâàëåíòíè â ïðîèçâîëíà ðàçìåðíîñò. Çà k õèïåðáîëè÷íîñòòà èìà
ìíîãî õàðàêòåðèçèðàöèè. Õèïåðáîëè÷íîñòòà ïî îòíîøåíèå íà ïñåâäîðàç-
ñòîÿíèåòî íà Êîáàÿøè å åêâèâàëåíòíà ñ òîâà òîïîëîãèÿòà, ïîðîäåíà îò
ðàçñòîÿíèåòî, äà ñúâïàäà ñ åâêëèäîâàòà òîïîëîãèÿ. Òîâà íå å òàêà çà
ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà Êàðàòåîäîðè, ò. å. ñúùåñòâóâàò c õèïåðáîëè÷íè
îáëàñòè, çà êîèòî òîïîëîãèÿòà, ïîðîäåíà îò ðàçñòîÿíèåòî íà Êàðàòåîäî-
ðè, íå ñúâïàäà ñ åâêëèäîâàòà òîïîëîãèÿ. Âúïðåêè òîâà, èìà øèðîê êëàñ
îò îáëàñòè, çà êîèòî äâàòà âèäà õèïåðáîëè÷íîñò ñà åêâèâàëåíòíè, è çà
êîèòî òîïîëîãèèòå, ïîðîäåíè îò ðàçñòîÿíèÿòà, ñúâïàäàò ñ åâêëèäîâàòà
òîïîëîãèÿ: Äîêàçâà ñå, ÷å âñÿêà k õèïåðáîëè÷íà áàëàíñèðàíà îáëàñò å
îãðàíè÷åíà, à çà âñÿêà îáëàñò, áèõîëîìîðôíà íà îãðàíè÷åíà îáëàñò, òî-
ïîëîãèÿòà, ïîðîäåíà îò ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà Êàðàòåîäîðè, ñúâïàäà ñ
åâêëèäîâàòà òîïîëîãèÿ, ñëåäîâàòåëíî îáëàñòà å c õèïåðáîëè÷íà. Îò äðó-
ãà ñòðàíà, òúé êàòî ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà Êàðàòåîäîðè íå íàäìèíàâà
òîâà íà Êîáàÿøè, âñÿêà c õèïåðáîëè÷íà îáëàñò å k õèïåðáîëè÷íà. Òà-
êà çà áàëàíñèðàíèòå îáëàñòè, k õèïåðáîëè÷íoñòòà å åêâèâàëåíòíà ñ c
õèïåðáîëè÷íîñòòà. Åäèí øèðîê êëàñ îò k õèïåðáîëè÷íè îáëàñòè, å òî-
çè íà Ìîíòåëåâèòå îáëàñòè. Çà k õèïåðáîëè÷íèòå îáëàñòè èìà òåîðåìè
çà ëîêàëèçàöèÿ. Ùå îòáåëåæèì, ÷å èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿâàò è âúïðîñèòå
ñâúðçàíè ñ ïúëíîòàòà, îòíîñíî ãîðåñïîìåíòèòå èíâàðèàíòíè ðàçñòîÿíèÿ,
êîèòî òóê íÿìà äà çàñÿãàìå. Ñâåäåíèÿ çà òÿõ ìîãàò äà ñå íàìåðÿò â [31].

Âúâ âðúçêà ñ èçó÷àâàíåòî íà ãåîìåòðè÷íèòå è àíàëèòè÷íè ñâîéñò-
âà íà îãðàíè÷åíèòå îáëàñòè â Cn (âæ. [39, 40]), ïðåç 2012 ã. Ô. Äåíã,
Ê. Ãóàí è Ë. Æàíã âúâåæäàò ïîíÿòèå çà ïðèòèñêàùà ôóíêöèÿ, âúðõó
ïðîèçâîëíà îãðàíè÷åíà îáëàñò â Cn (âæ. [10]). Â ñâîÿòà ñòàòèÿ òå óñ-
òàíîâÿâàò ðåäèöà ñâîéñòâà íà òåçè ôóíêöèè è èçñëåäâàò âðúçêàòà èì
ñ ãåîìåòðè÷íèòå è àíàëèòè÷íèòå ñòóêðóòè, êîèòî ìîãàò äà ñå âúâåäàò
âúðõó îãðàíè÷åíèòå îáëàñòè. Çà îãðàíè÷åíà îáëàñò G � Cn, ïðèòèñêà-
ùàòà ôóíêöèÿ SG ñå îïðåäåëÿ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Ïðè äàäåíè z P G
è õîëîìîðôíî âëàãàíå f : G Ñ Bp0, 1q, òàêîâà ÷å fpzq � 0, ïîëàãàìå
SGpz, fq � suptr ¡ 0|Bp0, rq � fpGqu, êúäåòî Bp0, rq îçíà÷àâà êúëáî â
Cn ñ öåíòúð 0 è ðàäèóñ r. Ñòîéíîñòòà íà ïðèòèñêàùàòà ôóíêöèÿ SG
â òî÷êàòà z ñå îïðåäåëÿ, êàòî SGpzq � sup

f
SGpz, fq, êúäåòî f ïðîáÿãâà

âñè÷êè õîëîìîðôíè âëàãàíèÿ íà îáëàñòòà â åäèíè÷íîòî êúëáî, çà êîèòî
fpzq � 0. Îò îïðåäåëåíèåòî ñëåäâà, ÷å SG å áèõîëîìîðôíåí èíâàðèàíò,
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ò. å. àêî G,D � Cn ñà äâå îãðàíè÷åíè îáëàñòè è f : G Ñ D å áèõîëî-
ìîðôíî èçîáðàæåíèå, òî SDpfpzqq � sGpzq, çà âñè÷êè z P G. Õîëîìîðô-
íî õîìîãåííèòå ðåãóëÿðíè îáëàñòè, äåôèíèðàíè â [39, 40], ñà âñúùíîñò
îãðàíè÷åíèòå îáëàñòè, ÷èèòî ïðèòèñêàùè ôóíêöèè èìàò ïîëîæèòåëíè
äîëíè ãðàíèöè. Ñðåä òÿõ ñå ñúäúðæàò ðåäèöà èíòåðåñíè îáåêòè êàòî îã-
ðàíè÷åíè õîìîãåííè îáëàñòè (ò. å îáëàñòè ÷èèòî ãðóïè îò àâòîìîðôèçìè
äåéñòâàò òðàíçèòèâíî) Òåéõìþëåðîâè ïðîñòðàíñòâà, îãðàíè÷åíè îáëàñ-
òè, íàêðèâàùè êîìïàêòíè Êåëåðîâè ìíîãîîáðàçèÿ, è ñòðîãî èçïúêíàëè
îáëàñòè ñ äâóêðàòíî ãëàäêà ãðàíèöà (âæ. [63]). Ëåñíî å äà ñå âèäè, ÷å
ïðèòèñêàùàòà ôóíêöèÿ íà åäèíè÷íîòî êúëáî å êîíñòàíòàòà 1.

Åñòåñòâåí âúïðîñ å äàëè ïðèòèñêàùàòà ôóíêöèÿ íà åäíà îãðàíè÷åíà
îáëàñòG, êîÿòî íå å áèõîëîìîðôíà íà åäèíè÷íîòî êúëáî, ìîæå äà ïðèåìå
ñòîéíîñò 1 â íÿêîÿ òî÷êà z îò îáëàñòòà. Òîçè âúïðîñ å ñâúðçàí ñúñ ñúùåñ-
òâóâàíåòî íà åêñòðåìàëíî èçîáðàæåíèå, êîåòî ðåàëèçèðà òî÷íàòà ãîðíà
ãðàíèöà â îïðåäåëåíèåòî íà SGpzq, ò. å. ñúñ ñúùåñòâóâàíåòî íà õîëîìîð-
ôíî âëàãàíå f : G Ñ Bp0, 1q, çà êîåòî fpzq � 0 è Bp0, SGpzqq � fpGq. Â
[10] ñå äîêàçâà, ÷å òàêèâà åêñòðåìàëíè èçîáðàæåíèÿ ñúùåñòâóâàò. Êàòî
ñëåäñòâèå ñå äîêàçâà, ÷å SG ïðèåìà ñòîéíîñò 1 â îáëàñòòà, òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî G å áèõîëîìîðôíà íà åäèíè÷íîòî êúëáî. Îò äðóãà ñòðàíà
ñúùåñòâóâàò îáëàñòè, ÷èèòî ïðèòèñêàùè ôóíêöèè èìàò ñóïðåìóì 1, íî
íå ñà áèõîëîìîðôíè íà êúëáîòî.

Åäíî ñâîéñòâî íà ïðèòèñêàùèòå ôóíêöèè å òÿõíàòà íåïðåêúñíàòîñò,
êîÿòî ìîæå äà ñå óñòàíîâè ÷ðåç ñâèâàùîòî ñâîéñòâî íà ìåòðèêèòå íà
Êîáàÿøè. Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà ïðèòèñêàùèòå ôóíêöèè, ìîæå äà ñå
âèäè, ÷å åäíà îãðàíè÷åíà îáëàñò å õîëîìîðôíî õîìîãåííà ðåãóëÿðíà îá-
ëàñò (â ñìèñúë íà [39, 40]) àêî íàêðèâà êîìïàêòíî êîìïëåêñíî ìíîãîîá-
ðàçèå. Ñâîéñòâàòà íà ïðèòèñêàùèòå ôóíêöèè ìîãàò äà îòðàçÿâàò íÿêîè
ãåîìåòðè÷íè è àíàëèòè÷íè ñâîéñòâà íà îãðàíè÷åíèòå îáëàñòè. Â íÿêîè
ñïåöèàëíè ñëó÷àè ãðàíè÷íîòî ïîâåäåíèå íà ïðèòèñêàùàòà ôóíêöèÿ, íà
äàäåíà îáëàñò âëå÷å îïðåäåëåíà ãðàíè÷íà îöåíêè íà ìåðòèêàòà íà Êàðà-
òåîäîðè, îò êîÿòî ñëåäâà íåéíàòà ïúëíîòà. Çà îãðàíè÷åíà îáëàñò, ÷èÿòî
ïðèòèñêàùà ôóíêöèÿ äîïóñêà ïîëîæèòåëíà äîëíà ãðàíèöà (ðàçãëåæäàíà
êàòî õîëîìîðôíî õîìîãåííà ðåãóëÿðíà îáëàñò) å èçâåñòíî (âæ. [39, 40]),
÷å ìåòðèêèòå íà Êàðàòåîäîðè, Êîáàÿøè è Áåðãìàí ñà åêâèâàëåíòíè (â
ñìèñúë, ÷å ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà c ¡ 0, òàêâà ÷å c�1m1G ¤ m2G ¤ cm1G),
è âñè÷êè òå ñà ïúëíè (âæ. [63]). Òúé êàòî îò ïúëíîòàòà íà ìåòðèêàòà íà
Êàðàòåîäîðè ñëåäâà ïñåâäîèçïúêíàëîñò íà îáëàñòòà (âæ. [31]), õîëîìîð-
ôíî õîìîãåííèòå ðåãóëÿðíè îáëàñòè ñà ïñåâäîèçïúêíàëè. Ïðèòèñêàùèòå
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ôóíêöèè íà ðàâíèííè îáëàñòè èìàò õóáàâè ñâîéñòâà. Çà êðàéíî ñâúðçà-
íè ðàâíèííè îáëàñòè å äîáðå èçÿñíåíî ãðàíè÷íîòî ïîâåäåíèå íà òåõíèòå
ïðèòèñêàùè ôóíêöèè. Êàòî ðåçóëòàò îò òîâà ñå ïîëó÷àâà íåîáõîäèìî
è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà òîâà åäíà êðàéíî ñâúðçàíà îáëàñò äà áúäå õî-
ëîìîðôíî õîìîãåííà ðåãóëÿðíà îáëàñò. Îò äðóãà ñòðàíà, çà ïðèòèñêà-
ùàòà ôóíêöèÿ íà îãðàíè÷åíà ðàâíèííà îáëàñò ñ ãëàäêà ãðàíèöà èìàìå
lim
zÑBG

SGpzq � 1. Ïðåäâèä íåïðåêúñíàòîñòòà íà SG, îò ïîñëåäíîòî ðàâåí-

ñòâî ñëåäâà, ÷å âñè÷êè îãðàíè÷åíè ðàâíèííè îáëàñòè ñ ãëàäêà ãðàíèöà
ñà õîëîìîðôíî õîìîãåííè ðåãóëÿðíè. Êàòî ðåçóëòàò îò òîçè ôàêò, ìî-
ãàò äà ñå óñòàíîâÿò íÿêîè âàæíè ðåçóëòàòè çà ðàâíèííè îáëàñòè. Íàï-
ðèìåð, ÷å ìåòðèêèòå íà Êàðàòåîäîðè, Êîáàÿøè è Áåðãìàí ñà ïúëíè è
åêâèâàëåíòíè, èëè ÷å îãðàíè÷åíèòå ðàâíèííè îáëàñòè ñ ãëàäêà ãðàíèöà
ñà õèïåðèçïúêíàëè, ò. å. òå äîïóñêàò îãðàíè÷åíè ñóáõàðìîíè÷íè èç÷åð-
ïâàùè ôóíêöèè. Â ÷àñòíîñò îò ôàêòà, ÷å SG Ñ 1 îêîëî ãðàíèöàòà íà
îáëàñòòà, ñëåäâà ÷å SG äîïóñêà íåïðåêúñíàòî ïðîäúëæåíèå âúðõó çàòâà-
ðÿíåòî íà G, êîãàòî ãðàíèöàòà å ãëàäêà. Íå å èçâåñòíî äàëè òîâà å òàêà
çà íåðàâíèííè îáëàñòè ñ ãëàäêà ãðàíèöà, ñ èçêëþ÷åíèå íà òåçè, êîèòî
ñå ïîëó÷àâàò êàòî ïðîèçâåäåíèÿ íà ðàâíèííè îáëàñòè ñ ãëàäêà ãðàíèöà,
òúé êàòî ïðîèçâåäåíèå íà äâå õîëîìîðôíî õîìîãåííè ðåãóëÿðíè îáëàñòè
å ïàê òàêàâà îáëàñò.

Ïî-ïîäðîáíè ñâåäåíèÿ è ðåçóëòàòè ñâúðçàíè ñ ïðèòèñêàùàòà ôóíê-
öèÿ, êàêòî è íåéíè ïðèëîæåíèÿ ìîãàò äà ñå íàìåðÿò â [11, 18, 19, 22, 23,
35, 36].

Â íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ùå ñå èíòåðåñóâàìå îñíîâíî îò âúïðîñè-
òå, ñâúðçàíè ñ ãðàíè÷íîòî ïîâåäåíèå íà èíâàðèàíòíè ïñåâäîðàçñòîÿíèÿ,
ïñåâäîìåòðèêè è ïðèòèñêàùè ôóíêöèè, îêîëî ãðàíè÷íè òî÷êè íà îáëàñ-
òè, ñ îïðåäåëåíè ñâîéñòâà íà ãðàíèöèòå. Èñòîðè÷åñêè, ïúðâèÿò ðåçóëòàò,
êàñàåù ãðàíè÷íîòî ïîâåäåíèå íà èíâàðèàíò, ñå îòíàñÿ çà ÿäðîòî íà Áåðã-
ìàí K, îêîëî òî÷êà a îò ãðàíèöàòà íà îãðàíè÷åíà ñòðîãî ïñåâäîèçïúêíà-
ëà îáëàñò G. Ïðåç 1965 ã. Õüîðìàíäåð äîêàçâà, ÷å êîãàòî z êëîíè êúì a,
Kpz, zqdistpz, BGq, êëîíè êúì ïðîèçâåäåíèåòî íà n!

4πn è ñîáñòâåíèòå ñòîé-
íîñòè íà ôîðìàòà íà Ëåâè â a íà äåôèíèðàùàòà ôóíêöèÿ, èíäóöèðàíà
îò ðàçñòîÿíèåòî äî ãðàíèöàòà �è (âæ. [30]). Îñíîâíàòà èäåÿ íà äîêàçàòåë-
ñòâîòî íà òîçè ôàêò å ñðàâíÿâàíåòî íà ÿäðàòà íà Áåðãìàí, íà îáëàñòòà
è áëèçêèÿ äî íåÿ, êîìïëåêñåí åëèïñîèä, îêîëî a, èíäóöèðàí îò ñòðîãî
ïîëîæèòåëíàòà ôîðìà íà Ëåâè íà G â a. Òîçè åëèïñîèä å áèõîëîìîðôåí
íà åäèíè÷íîòî êúëáî. Èçîáùî êàçàíî, êúëáîòî ìîæå äà ñëóæè çà óíèâåð-
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ñàëåí ìîäåë íà îáëàñòèòå, îêîëî òåõíèòå ñòðîãîïñåâäîèçïúêíàëè òî÷êè.
Åäíî îáîáùåíèå íà òîçè ðåçóëòàò, ïîëó÷åíî îò Ôåôåðìàí ïðåç 1974 ã.
(âæ. [21]), íàìèðà ïðèëîæåíèå â èçÿñíÿâàíåòî íà ãðàíè÷íèòå ñâîéñòâà
íà áèõîëîìîðôíèòå èçîáðàæåíèÿ, ìåæäó ñòðîãî ïñåâäîèçïúêíàëè îáëàñ-
òè, ñ áåçêðàéíî ãëàäêà ãðàíèöà. Ïî-òî÷íî, Ôåôåðìàí äîêàçâà, ÷å âñÿêî
áèõîëîìîðôíî èçîáðàæåíèå ìåæäó ñòðîãî ïñåâäîèçïúêíàëè îáëàñòè, ñ
áåçêðàéíî ãëàäêà ãðàíèöà, ìîæå äà ñå ïðîäúëæè äî áåçêðàéíî ãëàäúê
äèôåîìîðôèçúì ìåæäó çàòâîðåíèòå èì îáâèâêè. Çà äà äîêàæå ñâîÿòà
òåîðåìà, Ôåôåðìàí ñúùåñòâåíî óñèëâà ðåçóëòàòà íà Õüîðìàíäåð. Èç-
ïîëçâàéêè èäåÿòà íà Õüîðìàíäåð, Ê. Äèäðèõ (1970 ã.) è È. Ãðåúì (1974
ã.) íàìèðàò, ïàê â òåðìèíèòå íà ðàçñòîÿíèåòî äî ãðàíèöàòà è ôîðìàòà íà
Ëåâè, òî÷íîòî ãðàíè÷íî ïîâåäåíèå, ñúîòâåòíî íà ìåòðèêàòà íà Áåðãìàí
è ìåòðèêèòå íà Êàðàòåîäîðè-Ðåéôåí è Êîáàÿøè-Ðîéäåí, íà ñòðîãî ïñâå-
äîèçïúêíàëè îáëàñòè (âæ. [12, 29]). Ïî-êúñíî Ä. Ìà 1991 ã. è À. Åôèìîâ
1994 ã. ïðåöèçèðàò ðåçóëòàòà íà Ãðåúì â ðàçëè÷íè íàñîêè (âæ. [42, 20]).
Ùå îòáåëåæèì, ÷å çàäà÷èòå çà ïðîäúëæàâàíå íà áèõîëîìîðôíè è ñîáñ-
òâåíè õîëîìîðôíè èçîáðàæåíèÿ, èìàò îòíîøåíèå êúì òåîðåìàòà íà Êà-
ðàòåîäîðè, êîÿòî ãëàñè, ÷å âñÿêî áèõîëîìîðôíî èçîáðàæåíèå ìåæäó äâå
ðàâíèííè îáëàñòè, îãðàíè÷åíè îò æîðäàíîâè êðèâè, ìîæå äà ñå ïðîäúë-
æè äî õîìåîìîðôèçúì ìåæäó çàòâîðåíèòå èì îáâèâêè. Òâúðäåíèåòî íå
å âÿðíî, àêî ãðàíèöèòå íà îáëàñòèòå íå ñà Æîðäàíîâè êðèâè. Åñòåñòâåí
å âúïðîñúò ìîæå ëè, è ïðè êàêâè óñëîâèÿ çà ãðàíèöèòå íà îáëàñòèòå, äà
ñå ïðåíåñå òåîðåìàòà íà Êàðàòåîäîðè â ïî-âèñîêà ðàçìåðíîñò. Îêàçâà ñå,
÷å òîâà å âúçìîæíî çà ñòðîãî ïñåâäîèçïúêíàëèòå îáëàñòè. Òîçè ðåçóëòàò
å äîêàçàí çà ïðúâ ïúò ïðåç 1971 ã. îò Ã. Ìàðãóëèñ (âæ. [43]). Ïðè òîâà,
òâúðäåíèåòî íå å âÿðíî, àêî ïðåäïîëîæåíèåòî çà ñòðîãà ïñåâäîèçïúê-
íàëîñò ñå çàìåíè ñ ïñåâäîèçïúêíàëîñò. Òîâà èëþñòðèðà ñúùåñòâåíîòî
ðàçëè÷èå ìåæäó ïñâåäîèçïúêíàëèòå è ñòðîãî ïñåâäîèçïúêíàëèòå îáëàñ-
òè, êîåòî ñå ïðîÿâÿâà îùå íà íèâî ñîáñòâåíè õîëîìîðôíè èçîáðàæåíèÿ.
Íàïðèìåð, åäèíè÷íèÿò ïîëèäèñê, êîéòî å ïñåâäîèçïúêíàëà îáëàñò, êîÿòî
íå å ñòðîãî ïñåâäîèçïúêíàëà, ìîæå äà ñå èçîáðàçè âúðõó ñåáå ñè ÷ðåç ñîá-
ñòâåíî õîëîìîðôíî èçîáðàæåíèå, êîåòî íå å áèõîëîìîðôíî, (íàïðèìåð
èçîáðàæåíèåòî pz1, . . . , znq ÞÑ pzk11 , . . . , zknn q, êúäåòî k1, . . . kn ñà åñòåñòâåíè
÷èñëà). Îò äðóãà ñòðàíà, êàêòî Ñ. Ïèí÷óê äîêàçâà ïðåç 1974 ã. (âæ. [54]),
âñÿêî ñîáñòâåíî õîëîìîðôíî èçîáðàæåíèå, ìåæäó ñòðîãî ïñåâäîèçïúêíà-
ëè îáëàñòè, êîåòî ñå ïðîäúëæàâà äî íåïðåêúñíàòî-äèôåðåíöèðóåìî èçîá-
ðàæåíèå, âúðõó çàòâîðåíàòà îáâèâêà íà äåôèíèöèîííîòî ñè ìíîæåñòâî,
å ëîêàëíî áèõîëîìîðôíî.
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Èìà íÿêîëêî äîáðå èçâåñòíè îáîáùåíèÿ íà òåîðåìàòà íà Êàðàòåîäî-
ðè, â ïî-âèñîêà ðàçìåðíîñò, â çàâèñèìîñò îò âèäà íà ãðàíèöèòå íà ñòðîãî
ïñåâäî èçïúêíàëèòå îáëàñòè, êàêòî è îò âèäà íà ñàìèòå îáëàñòè. Ñúùåñ-
òâóâà è ðåçóëòàò, â êîéòî ïðåäïîëîæåíèåòî çà ñòðîãà ïñåâäîèçïúêíàëîñò
å çàìåíåíî ñ ïñåâäîèçïúêíàëîñò è óñëîâèå çà ðúñòà íà ìåòðèêàòà íà Êî-
áàÿøè íà îáëàñòòà. Ïî-òî÷íî, àêî D è G ñà îãðàíè÷åíè ïñåäâîèçïúêíàëè
îáëàñòè â Cn è ñúùåñòâóâà ε P p0, 1q, òàêîâà ÷å

κDpz,Xq ¥ |X|
distpz, BDqε ,

êîãàòî z å áëèçî äî ãðàíèöàòà íà D, òî âñÿêî ñîáñòâåíî õîëîìîðôíî èçîá-
ðàæåíèå f : GÑ D ñå ïðîäúëæàâà äî íåïðåêúñíàòî ïî Õüîëäåð èçîáðà-
æåíèå (ñ ïîêàçàòåë ε), ìåæäó çàòâîðåíèòå îáâèâêè íà äâåòå îáëàñòè (âæ.
[2, 4, 34]). Òîçè ðåçóëòàò å âàëèäåí è â ÷àñòíèÿ ñëó÷àé, êîãàòî D å ñòðîãî
ïñåâäîèçïúêíàëà, èëè êîãàòî å ïñåâäîèçïúêíàëà, ñ ðåàëíî àíàëèòè÷íà
ãðàíèöà (âæ. [13]). Ñúùèÿò ðåçóëòàò å âàëèäåí, àêî D å ñòðîãî ïñåâäî-
èçïúêíàëà, ñ ÷àñòè÷íî ãëàäêà ãðàíèöà [57]. Ïî-íàòàòúøíèòå ðåçóëòàòè
ñå îòíàñÿò çà ïî-ñïåöèàëíè òèïîâå îáëàñòè, êàòî êúëáà [1], îáëàñòè íà
Ðåéíõàðò [5, 33], îáëàñòè ñ ìíîãî ñèìåòðèè [3], îáëàñòè íà Õàðòîãñ â C2

ñ àíàëèòè÷íà ãðàíèöà [15]. Èìà è ðåçóëòàòè çà áèõîëîìîðôíè èçîáðà-
æåíèÿ ìåæäó îïðåäåëåí òèï íåïñåâäîèçïúêíàëè îáëàñòè, ñ ðåàëíî àíà-
ëèòè÷íè ãðàíèöè [16, 25]. Îñâåí ãîðåñïîìåíàòèòå ñòàòèè, èìà îáøèðíà
ëèòåðàòóðà, êîÿòî òðåòèðà âúïðîñè, ñâúðçàíè ñ ãëàäêè ïðîäúëæåíèÿ íà
ñîáñòâåíè õîëîìîðôíè èçîáðàæåíèÿ ìåæäó ïñåâäîèçïúêíàëè îáëàñòè ñ
ãëàäêà ãðàíèöà [7, 6, 17, 21]. Òåçè ðåçóëòàòè ñà óñòàíîâåíè, êàòî ñà èçïîë-
çâàíè îöåíêè çà ãðàíè÷íîòî ïîâåäåíèå íà èíâàðèàíòè âúðõó ñúîòâåòíèòå
îáëàñòè.

Åäèí èçâåñòåí ðåçóëòàò, êàñàåù ãðàíè÷íî ïîâåäåíèå íà èíâàðèàíò,
êúì êîéòî íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ èìà îòíîøåíèå, å îöåíêà îòãîðå íà
ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà Êîáàÿøè, îêîëî C1,ε, ε P p0, 1q ãëàäêà ãðàíè÷íà
òî÷êà, íà ïðîèçâîëíà îáëàñò G � Cn. Ïî-òî÷íî â ñòàòèÿòà [24] îò 1987
ã. Ô. Ôîðñòðåíè÷ è É. Ðîçå óñòàíîâÿâàò, ÷å çà ãðàíè÷íàòà òî÷êà îò ïî-
ñî÷åíèÿ âèä, ñúùåñòâóâàò îêîëíîñò U è ÷èñëî c ¡ 0, òàêèâà ÷å çà âñåêè
äâå òî÷êè z, w P GX U , å âÿðíî ÷å

kGpz, wq ¤ 1

2
log

�
1

distpz, BGq


� 1

2
log

�
1

distpw, BGq


�
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�1

2
log

�
1

distpz, BGq � |z � w|


� 1

2
log

�
1

distpw, BGq � |z � w|


� c.

Òàçè îöåíêà ñå ïðèëàãà ïðè óñòàíîâÿâàíåòî íà ãëàâíèÿò ðåçóëòàò íà ñòà-
òèÿòà, êîéòî ãëàñè, ÷å àêî a å C1,ε ãëàäêà ãðàíè÷íà òî÷êà íà îáëàñò
G P Cn, âúðõó êîÿòî ñúùåñòâóâà íåïðåêúñíàòà, îòðèöàòåëíà ïëþðèñóá-
õàðìîíè÷íà ôóíêöèÿ ρ, óäîâëåòâîðÿâàùà â íÿêîÿ îêîëíîñò íà a íåðàâåí-
ñòâîòî ρpzq ¥ �c distpz, BGq, çà íÿêîå ÷èñëî c ¡ 0, è ñúùåñòâóâà ñòðîãîï-
ñåâäîèçïúêíàëà òî÷êà b íà îáëàñò D P Cn, êîÿòî å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå
çà ìíîæåñòâîòî îò ñòîéíîñòè îêîëî a íà ñîáñòâåíî õîëîìîðôíî èçîáðà-
æåíèå f : G Ñ D, òî òîâà èçîáðàæåíèå f ñå ïðîäúëæàâà íåïðåêúñíàòî
ïðåç òî÷êàòà a.

Åäíà îò ãëàâíèòå öåëè íà íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ å îáîáùåíèå íà ãî-
ðåñïîìåíàòàòà îöåíêàòà â äâå ïîñîêè. Ïúðâî, êîíñòàíòàòà c äà ôèãóðèðà
êàòî ìíîæèòåë ïðåä |z � w| (êîåòî ñå ñúãëàñóâà ñúñ ñëó÷àÿ z � w), è äà
ìîæå äà ñå èçáèðà ïðîèçîëíî. Âòîðî, ïðåäïîëîæåíèåòî çà C1,ε ãëàäêîñò
íà ãðàíè÷íàòà òî÷êà, äà ñå çàìåíè ñ ïî-ñëàáîòî ïðåäïîëîæåíèå çà Äèíè
ãëàäêîñò. Ïî-êîíêðåòíî, â Ãëàâà 2, (âæ. Òåîðåìà 2.4.3) å óñòàíîâåíî, ÷å
àêî G � Cn å îáëàñò è a P BG å Äèíè ãëàäêà ãðàíè÷íà òî÷êà, òî çà âñÿêî
c ¡ 1�

?
2
2
ñúùåñòâóâà îêîëíîñò U íà a, òàêàâà ÷å çà âñè÷êè z, w P GXU

èìàìå (*) 2kGpz, wq ¤ log

�
1 � c |z�w|?

distpz,BGq distpw,BGq


2

. Àêî G å îãðàíè÷å-

íà, òî ñúùåñòâóâà c ¡ 1 �
?
2
2
, òàêà ÷å ãîðíîòî íåðàâåíñòâîòî âàæè çà

âñè÷êè z, w P G. Ðåàëèçèðàíèòå ìåòîäè, ñëåäâàò èäåèòå îò ñòàòèÿòà [24].
Óñòàíîâåíî å ÷å òàçè îöåíêà, îñòàâà â ñèëà è çà Äèíè ãëàäêè îáëàñòè
â Rn, êàòî óäâîåíîòî ïñåâäîðàçñòîÿíèå íà Êîáàÿøè ñå çàìåíè ñ ò. íàð.
êâàçèõèïåðáîëè÷íî ðàçñòîÿíèå, êîåòî çà ïðîèçâîëíà îáëàñò G � Rn, ñå
äåôèíèðà êàòî èíòåãðèðàíàòà ôîðìà íà ìåòðèêàòà δpz,Xq � |X|

distpz,BGq
è ñå îçíà÷àâà ñ hG. Ïî-ñïåöèôè÷íèòå ñâîéñòâà íà êâàçèõèïåðáîëè÷íîòî
ðàçñòîÿíèå ñà èçó÷àâàíè îñíîâíî îò Ô. Ãåðèíã ïðåç 70-òå è 80-òå ãîäè-
íè íà ìèíàëèÿ âåê (âæ. [28, 27, 44, 45]) è èìà ìíîæåñòâî ïðèëîæåíèÿ
â òåîðèÿòà íà êâàçèêîíôîðìíèòå è êâàçèðåãóëÿðíèòå èçîáðàæåíèÿ. Êà-
òî ïðèëîæåíèå íà îöåíêàòà (*), â äèñåðòàöèÿòà ñå äîêàçâà òâúðäåíèå
çà ïðîäúëæàâàíå íà ñîáñòâåíè õîëîìîðôíè èçîáðàæåíèÿ ìåæäó Äèíè
ãëàäêè îáëàñòè, êîåòî å àíàëîã íà ñïîìåíàòèÿ ïî-ãîðå ðåçóëòàò íà Ôîð-
ñòðåíè÷ è Ðîçå îò [24]. Ïî-òî÷íî, àêî G P Cn, å Äèíè ãëàäêà îãðàíè÷åíà
îáëàñò, âúðõó êîÿòî ñúùåñòâóâà îòðèöàòåëíà ïëþðèñóáõàðìîíè÷íà ôóí-
êöèÿ ρ, óäîâëåòâîðÿâàùà íåðàâåíñòâîòî ρpzq ¥ � distpz, BGq, è D � Cn å
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Äèíè ãëàäêà èçïúêíàëà, îãðàíè÷åíà îáëàñò, çà êîÿòî êîìïëåêñíîòî äî-
ïèðàòåëíî ïðîñòðàíñòâî, âúâ âñÿêà òî÷êà b P BD, ïðåñè÷à ãðàíèöàòà íà
îáëàñòòà ñàìî â òî÷êàòà b, òî âñÿêî ñîáñòâåíî õîëîìîðôíî èçîáðàæåíèå
f : G Ñ D, ñå ïðîäúëæàâà äî íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå îò G âúðõó D
(âæ. Òåîðåìà 2.5.4).

Â Ãëàâà 2 ñå ñúäúðæàò ðåçóëòàòè, ñâúðçàíè ñ ãðàíè÷íîòî ïîâåäåíèå
íà êâàçèõèïåðáîëè÷íîòî ðàçñòîÿíèå è ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà Êîáàÿøè,
âúðõó îáëàñòè â Cn ñ C1 ãëàäêà ãðàíèöà. Ïî-òî÷íî, àêî G � Cn å îáëàñò

è a P BG e C1 ãëàäêà ãðàíè÷íà òî÷êà, òî lim sup
z,wÑa

kGpz, wq
hGpz, wq ¤

1

2
, à àêî G

å îãðàíè÷åíà, òî lim sup
zÑBG

kGpz, wq
hGpz, wq ¤

1

2
, ðàâíîìåðíî îòíîñíî w P G (âæ.

Òåîðåìè 2.3.2 è 2.3.3). Ñúùî òàêà, èçÿñíåíî å è ãðàíè÷íîòî ïîâåäåíèå
íà êâàçèõèïåðáîëè÷íîòî ðàçñòîÿíèå âúðõó îáëàñòè â Rn, ñ C1 ãëàäêà
ãðàíèöà. Ïî-êîíêðåòíî, óñòàíîâåíî å ÷å àêî G � Rn e îáëàñò è a P BG å

C1 ãëàäêà ãðàíè÷íà òî÷êà, òî lim
z,wÑa

hGpz, wq
sGpz, wq � 1, êúäåòî

sGpz, wq � 2 sinh�1 |z � w|
2
a

distpz, BGq distpw, BGq ,

(âæ. Òåîðåìà 2.2.4). Ôóíêöèÿòà sG å èíâàðèàíòíà îòíîñíî Ìüîáèóñîâè-
òå òðàíñôîðìàöèè â Rn

. Ïðè òîâà, êîãàòî G å ïîëóïðîñòðàíñòâî â Rn,
ôóíêöèÿòà sG ñúâïàäà ñ êâàçèõèïåðáîëè÷íîòî ðàçñòîÿíèå íà ïîëóïðîñ-
òðàíñòâîòî. Àêî G � Rn å îãðàíè÷åíà îáëàñò ñ C1 ãëàäêà ãðàíèöà, òî

lim
zÑBG
wÑa

hGpz, wq
sGpz, wq � 1, ðàâíîìåðíî îòíîñíî w P G (âæ. Òåîðåìà 2.2.5).

Îöåíêè çà ãðàíè÷íîòî ïîâåäåíèå íà ïñåâäîìåòðèêèòå íà Êàðàòåîäî-
ðè, Êîáàÿøè è Áåðãìàí, îêîëî ãðàíèöàòà íà îãðàíè÷åíè, ñòðîãî ïñåâ-
äîèçïúêíàëè îáëàñòè â Cn, ñ C3 è C4 ãëàäêà ãðàíèöà, ñà ïîëó÷åíè îò
Ìà [41] (1992 ã.), Ôó [26] (1995 ã.), Äèäåðèõ è Ôîðíàåñ [14] (2015 ã.) Çà
ñëó÷àÿ íà C2,ε ãëàäêà ãðàíèöà èìà ðåçóëòàò íà Íèêîëîâ [46], îò 2015
ã., ñïîðåä êîéòî ôóíêöèÿòà íà Ëåìïåðò è ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà Êàðà-
òåîäîðè èìàò ñúùîòî ãðàíè÷íî ïîâåäåíèå, êàêòî ïñâåäîðàçñòîÿíèåòî íà
Áåðãìàí ðàçäåëåíî ñ

?
n� 1. Òåçè ðåçóëòàòè ñà âàëèäíè è ïðè n � 1 è

ìîãàò äà ñå ôîðìóëèðàò çà ñúîòâåòíèòå ìåòðèêè. Òå ãëàñÿò, ÷å àêî mG

å êîÿ äà å îò ìåòðèêèòå íà Êàðàòåîäîðè, Êîáàÿøè èëè Áåðãìàí (ðàçäå-
ëåíà ñ

?
2), íà îãðàíè÷åíà ðàâíèííà îáëàñò G, è dist å ðàçñòîÿíèåòî äî
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ãðàíèöàòà íà G, òî ôóíêöèÿòà mG � 1
2 dist

å îãðàíè÷åíà, àêî ãðàíèöàòà
íà G å C4 ãëàäêà, à ôóíêöèÿòà 2mG dist�1

dist
ε
2

å îãðàíè÷åíà, àêî ãðàíèöàòà

íà G å C2,ε ãëàäêà (ε P p0, 1s). Â ñëó÷àÿ íà ðàâíèííè îãðàíè÷åíè îá-
ëàñòè, â íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ñå èçñëåäâà ãðàíè÷íîòî ïîâåäåíèå íà
ãîðåñïîìåíàòèòå îáåêòè, ïðè ïî-ñëàáè ïðåäïîëîæåíèÿ çà ãëàäêîñò íà
ãðàíèöàòà. Ïî-òî÷íî, â Ãëàâà 3 ñå äîêàçâà, ÷å àêî G � C å îáëàñò è
a P BG å C2 ãëàäêà ãðàíè÷íà òî÷êà, òî mGpzq � 1

2 distpzq Ñ 1
4
κpaq, êúäå-

òî κpaq å êðèâèíàòà íà ãðàíèöàòà íà îáëàñòòà â òî÷êàòà a (âæ. Òåîðåìà
3.2.1). Çà ñëó÷àÿ íà C1,ε ãëàäêà ãðàíè÷íà òî÷êà (ïðè ε P p0, 1s) å óñ-
òàíîâåíî, ÷å mGpzq � 1

2dGpzq � OpdGpzqε�1q, z Ñ a (âæ. Òåîðåìà 3.3.1).
Ïîñî÷åíè ñà ïðèìåðè íà îáëàñòè (ïðè ε P p0, 1q è ε � 1), êîèòî ïî-
êàçâàò, ÷å ïîëó÷åíàòà îöåíêà å îïòèìàëíà (âæ. Ïðèìåðè 3.3.2, 3.3.3).
Àíàëîãè÷åí ðåçóëòàò å âàëèäåí â ñëó÷àÿ íà C2,ε ãëàäêà ãðàíè÷íà òî÷êà
(ïðè ε P p0, 1q) (âæ. Òåîðåìà 3.4.1). Èçÿñíåíî å è ãðàíè÷íîòî ïîâåäåíèå
íà ïñåâäîðàçñòîÿíèÿòà íà Êîáàÿøè, Êàðàòåîäîðè èëè Áåðãìàí (ðàçäå-
ëåíî ñ

?
2), îêîëî C1 è Äèíè ãëàäêè ãðàíè÷íè òî÷êè. Ïî-òî÷íî, àêî pG

îçíà÷àâà êîå äà å îò òåçè ïñåâäîðàçñòîÿíèÿ, è a P BG å Äèíè ãëàäêà
òî÷êà, òî lim

zÑaPBG
pGpz, wq � sGpz, wq � 0, à àêî a å C1 ãëàäêà òî÷êà, òî

lim
zÑaPBG

pGpz, wq
sGpz, wq � 1. Â ñëó÷àé, ÷å G å îãðàíè÷åíà, ñ C1 ãëàäêà ãðàíèöà,

òî lim
zÑBG

pGpz, wq
sGpz, wq � 1, ðàâíîìåðíî îòíîñíî w P G (âæ. òåîðåìè 3.5.1, 3.5.5).

Ùå îòáåëåæèì, ÷å ðåçóëòàòèòå îò Ãëàâà 3 ñà ïîëó÷åíè ñ ïîìîùòà
íà ëîêàëèçàöèÿ, êîÿòî âàæè èçêëþ÷èòåëíî ñàìî çà ðàâíèííè îáëàñòè
(âæ. Òâúðäåíèÿ 3.1.6, 3.1.7). Ëîêàëèçàöèîííèòå òåîðåìè, êîèòî âàæàò çà
îáëàñòè ñ ïðîèçâîëíà ðàçìåðíîñò, íå ïîçâîëÿâàò äà ïîëó÷èì òåçè ðåçóë-
òàòè, òúé êàòî òå äàâàò ïî-ãðóáè îöåíêè, êîèòî íå íè âúðøàò ðàáîòà.
Ñúùî òàêà, ðåçóëòàòúò îò Òåîðåìà 3.2.1 å îñíîâíàòà ìîòèâàöèÿ â ðàáî-
òàòà íà Å. Ô. Âîëä [62] çà ïîäîáðåíèå íà îöåíêè íà èâàðíèàíòíè ìåòðèêè
âúðõó ñòðîãîïñåâäîèçïúêíàëè îáëàñòè â ìíîãîìåðèå.

Â ïîñëåäíàòà ÷àñò íà äèñåðòàöèÿòà ñå èçñëåäâà ãðàíè÷íîòî ïîâåäåíèå
íà ïðèòèñêàùèòå ôóíêöèè SG âúðõó ðàâíèííè îáëàñòè G, ñ Äèíè ãëàäêà
è C1 ãëàäêà ãðàíèöà. Ïî-òî÷íî â Ãëàâà 3, Òåîðåìà 3.6.4, ñå äîêàçâà, ÷å àêî

G � C å îáëàñò ñ Äèíè ãëàäêà ãðàíèöà, òî
1 � SG

dist
å îãðàíè÷åíà îòãîðå,

îêîëî âñÿêà ãðàíè÷íà òî÷êà íà îáëàñòòà. Aêî ãðàíèöàòà å C1 ãëàäêà, òî
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1 � SGpzq
distpz, BGqα Ñ 0, ïðè z Ñ a P BG, çà âñÿêî α   1.

Ïóáëèêàöèè è äîêëàäè, ñâúðçàíè ñ äèñåðòà-

öèÿòà

Ðåçóëòàòèòå, îïèñàíè â äèñåðòàöèÿòà ñà ïóáëèêóâàíè â ñòàòèèòå [48, 49,
50] îò ñïèñúêà ñ öèòèðàíà ëèòåðàòóðà.

Ðåçóëòàòèòå â [48] ñà äîêëàäâàíè íà Äîêòîðàíòñêàòà êîíôåðåíöèÿ ïî
ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà íà ÈÌÈ-ÁÀÍ ïðåç îêòîìâðè 2015 ã. è ïðåä
îáùèÿò ñåìèíàð íà ñåêöèÿ

”
Àíàëèç ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ“ êúì ÈÌÈ-

ÁÀÍ, ïðåç íîåìâðè 2015 ã. Ðåçóëòàòèòå îò [49] ñà äîêëàäâàíè ïðåä îáùè-
ÿò ñåìèíàð íà ñåêöèÿ

”
Àíàëèç, ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ“, êúì ÈÌÈ-ÁÀÍ,

ïðåç äåêåìâðè 2015 ã. è íà Ñòóäåíòñêàòà êîíôåðåíöèÿ ïî ìàòåìàòèêà íà
ÔÌÈ êúì ÑÓ ïðåç ìàé 2016 ã. Ðåçóëòàòèòå îò [50] ñà äîêëàäâàíè ïðåä
îáùèÿò ñåìèíàð íà ñåêöèÿ

”
Àíàëèç ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ“ êúì ÈÌÈ-

ÁÀÍ ïðåç äåêåìâðè 2016 ã. è íà ìåæäóíàðîäíàòà êîíôåðåíöèÿ
”
Invariant

Metrics and Squeezing Functions and Mapping Problems“ â Îñëî, Íîðâåãèÿ
ïðåç ìàðò 2017 ã.

Ðåçóëòàòèòå ñà öèòèðàíè îáùî 6 ïúòè.

Àâòîðñêà ñïðàâêà

Ïî ìíåíèå íà àâòîðà, îñíîâíèòå ïðèíîñè â äèñåðòàöèÿòà ñà:

• Îïðåäåëÿíå íà ãðàíè÷íîòî ïîâåäåíèå íà ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà Êî-
áàÿøè è êâàçèõèïåðáîëè÷íîòî ðàçñòîÿíèå îêîëî C1 ãëàäêè ãðàíè÷-
íè òî÷êè íà îáëàñòè â Cn (Òåîðåìè 2.2.4, 2.3.2).

• Oöåíêè îòãîðå íà ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà Êîáàÿøè è Êâàçèõèïåðáî-
ëè÷íîòî ðàçñòîÿíèå îêîëî Äèíè ãëàäêè ãðàíè÷íè òî÷êè íà îáëàñòè
â Cn (Òåîðåìà 2.4.3).

• Ïðèëîæåíèå íà îöåíêàòà íà ïñåâäîðàçñòîÿíèåòî íà Êîáàÿøè îò Òå-
îðåìà 2.4.3, çà ïðîäúëæàâàíå íà ñîáñòâåíè õîëîìîðôíè èçîáðàæå-
íèÿ ìåæäó îáëàñòè ñ îïðåäåëåíè ñâîéñòâà íà ãðàíèöèòå (Òåîðåìà
2.5.4).
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• Íàìèðàíå íà àñèìïòîòèêàòà íà ìåòðèêèòå íà Êàðàòåîäîðè è Êî-
áàÿøè, ìåòðèêàòà è ÿäðîòî íà Áåðãìàí, âúðõó ðàâíèííè îáëàñòòè,
ïîñðåäñòâîì ðàçñòîÿíèåòî äî ãðàíèöàòà è ãåîìåòðèÿòà íà ãðàíèöà-
òà, îêîëî C2, C1,ε (ε P p0, 1s) è C2,ε, (ε P p0, 1q) ãëàäêè ãðàíè÷íè
òî÷êè (Òåîðåìè 3.2.1, 3.3.1, 3.4.1).

• Ïðèìåðè, êîèòî ïîêàçâàò, ÷å ðåçóëòàòèòå îò Òåîðåìà 3.3.1 íå ìîãàò
äà ñå ïîäîáðÿò, ò. å. íàìåðåíè ñà îáëàñòè, çà êîèòî ãðàíè÷íîòî ïî-
âåäåíèå íà èíâàðèàíòèòå, îò Òåîðåìà 3.3.1, ñå ðåàëèçèðà (Ïðèìåðè
3.3.2, 3.3.3).

• Îïðåäåëÿíå íà ãðàíè÷íîòî ïîâåäåíèå íà ðàçñòîÿíèÿòà íà Êàðàòåî-
äîðè, Êîáàÿøè, Áåðãìàí, îêîëî Äèíè ãëàäêè è C1 ãëàäêè ãðàíè÷íè
òî÷êè íà ðàâíèííè îáëàñòè (Òåîðåìè 3.5.1, 3.5.4).

• Îöåíêà îòäîëó íà ïðèòèñêàùàòà ôóíêöèÿ, âúðõó ðàâíèííè îáëàñ-
òè, îêîëî Äèíè ãëàäêè ãðàíè÷íè òî÷êè è àñèìïòîòè÷íà îöåíêà íà
ïðèòèñêàùàòà ôóíêöèÿ, îêîëî C1 ãëàäêè ãðàíè÷íè òî÷êè (Òåîðåìà
3.6.4).

Áëàãîäàðíîñòè

Èçêàçâàì ñâîÿòà íàé-äúëáîêà áëàãîäàðíîñò êúì íàó÷íèÿ ìè ðúêîâîäè-
òåë ïðîô. äìí Íèêîëàé Íèêîëîâ, çà öÿëîñòíàòà ïîäêðåïà, êîÿòî ìè å
îêàçâàë ïðåç ïîñëåäíèòå íÿêîëêî ãîäèíè. Áëàãîäàðåíèå íà íåãî èìàõ
ïðåêðàñíàòà âúçìîæíîñò äà íàâëÿçà â åäíà òðóäíà îáëàñò íà ìàòåìàòè-
êàòà, êîÿòî å ïðåäìåò íà àêòèâíè èçñëåäâàíèÿ, è äà äîñòèãíà äî íÿêîè
îò íåéíèòå íàé-ñúâðåìåííè ðåçóëòàòè.
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