
ÈÍÑÒÈÒÓÒ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ È
ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ ÍÀ ÁÀÍ

Äèàíà Êèðèëîâà Íåäåë÷åâà

ÒÅÎÐÅÌÈ ÇÀ ÍÅßÂÍÀÒÀ ÔÓÍÊÖÈß
ÇÀ ÎÁÎÁÙÅÍÈ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

À Â Ò Î Ð Å Ô Å Ð À Ò

íà äèñåðòàöèÿ çà ïîëó÷àâàíå íà îáðàçîâàòåëíà è íàó÷íà
ñòåïåí � Äîêòîð�

Íàó÷åí ðúêîâîäèòåë: ÷ë.êîð.ïðîô. ä.ì.í. Þ. Ðåâàëñêè

Ðåöåíçåíòè:

Ñîôèÿ, 2015 ã.



ÈÍÑÒÈÒÓÒ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ È
ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ ÍÀ ÁÀÍ

Äèàíà Êèðèëîâà Íåäåë÷åâà

ÒÅÎÐÅÌÈ ÇÀ ÍÅßÂÍÀÒÀ ÔÓÍÊÖÈß
ÇÀ ÎÁÎÁÙÅÍÈ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

À Â Ò Î Ð Å Ô Å Ð À Ò

íà äèñåðòàöèÿ çà ïîëó÷àâàíå íà îáðàçîâàòåëíà è íàó÷íà

ñòåïåí � Äîêòîð�

Ñîôèÿ, 2015 ã.



Äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ñúäúðæà 106 ñòðàíèöè, îò êîèòî 96 ñòðà-
íèöè îñíîâåí òåêñò, îôîðìåíè â óâîä, 3 ãëàâè, àíåêñ, îáùè èçâîäè
è ñïèñúê íà èçïîëçâàíàòà ëèòåðàòóðà îò 27 çàãëàâèÿ, îò êîèòî 1 íà
êèðèëèöà è 26 íà ëàòèíèöà.

Çàùèòàòà íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ùå ñå ñúñòîè íà ...............
ã. îò ....... ÷. â .......... íà îòêðèòî çàñåäàíèå íà æóðè, ñôîðìèðàíî
ñúñ çàïîâåä �ê......./........ ã. íà Äèðåêòîðà íà ÈÌÈ íà ÁÀÍ. Ìàòå-
ðèàëèòå ïî çàùèòàòà (äèñåðòàöèÿòà, ðåöåíçèèòå è ñòàíîâèùàòà) ñà
íà ðàçïîëîæåíèå íà èíòåðåñóâàùèòå ñå âúâ ..., ñòàÿ ... íà ÈÌÈ íà
ÁÀÍ.



Öåë, àêòóàëíîñò è ìîòèâèðîâêà íà òåìàòà

Â ìíîãî âúïðîñè îò åñòåñòâîçíàíèåòî ñå ñòèãà äî ñèòóàöèè, â êî-
èòî ñå òúðñè ðåøåíèå íà íÿêàêâî ôóíêöèîíàëíî óðàâíåíèå ñ âêëþ-
÷åíè â íåãî ïàðàìåòðè. Âàæåí âúïðîñ ïðè òàêàâà çàäà÷à å äàëè ðå-
øåíèåòî íà òîâà óðàâíåíèå ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî ôóíêöèÿ íà
òåçè ïàðàìåòðè è, àêî ìîæå, êàêâè ñâîéñòâà ùå ïðèòåæàâà åäíà òà-
êàâà ôóíêöèÿ. Òàêà ñå äîñòèãà äî êëàñè÷åñêàòà òåîðåìà çà íåÿâíàòà
ôóíêöèÿ, êîÿòî â èñòîðè÷åñêè ïëàí å ïîëó÷åíà ïúðâî çà ôóíêöèè
íà åäíà ïðîìåíëèâà, ñëåä òîâà çà ôóíêöèè íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè,
çà äà ñå äîñòèãíå äî óðàâíåíèÿ â áåçêðàéíîìåðíè ïðîñòðàíñòâà.

Ïúðâèÿò âúïðîñ, êîéòî âúçíèêâà, ðàçãëåæäàéêè êëàñè÷åñêàòà
òåîðåìà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ, å êàê äà áúäàò îòñëàáåíè ñòàíäàð-
òíèòå ïðåäïîëîæåíèÿ çà äèôåðåíöèðóåìîñò. Íà âòîðî ìÿñòî - êàê
èäåèòå, çàëîæåíè â äîêàçàòåëñòâîòî íà êëàñè÷åñêàòà òåîðåìà çà íå-
ÿâíàòà ôóíêöèÿ, ìîãàò äà áúäàò ïðèëîæåíè è çà ïî-îáùè çàäà÷è,
à íå ñàìî çà óðàâíåíèÿ. Íàïðèìåð, ïðè ðåøàâàíåòî íà îïòèìèçàöè-
îííè çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿ ñå ñòèãà äî ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìè îò
íåðàâåíñòâà ñ ïàðàìåòúð, ïðè êîåòî ðåøåíèåòî ñå îêàçâà, ÷å íå å äè-
ôåðåíöèðóåìî, à ïðèòåæàâà íÿêàêâè ïî-ñëàáè ñâîéñòâà - íàïðèìåð
å ëèïøèöîâî. Òàêà â èñòîðè÷åñêè ïëàí ñå äîñòèãà äî òàêà íàðå÷åíè-
òå âàðèàöèîííè íåðàâåíñòâà, à ïî-êúñíî è äî ïîíÿòèåòî îáîáùåíî
óðàâíåíèå.

Êàòî ïîëåçåí èíñòðóìåíò âúâ âàðèàöèîííèÿ àíàëèç ñå èçïîë-
çóâà àïàðàòúò íà ìíîãîçíà÷íèòå èçîáðàæåíèÿ, êîåòî ïîçâîëÿâà äà
ñå âúâåäàò ðàçøèðåíèÿ íà ïîíÿòèÿòà íåïðåêúñíàòîñò, äèôåðåíöè-
ðóåìîñò è ðåãóëÿðíîñò, êàòî ïðè òîâà ñå èçïîëçóâàò ðàçëè÷íè ìî-
äèôèêàöèè íà òåçè ïîíÿòèÿ.

Îáîáùåíèòå óðàâíåíèÿ îò âèäà

íàìåðåòå x ∈ X òàêà, ÷å 0 ∈ f(x) + F (x), (1)

êúäåòî f : X → Y å åäíîçíà÷íî èçîáðàæåíèå, F : X ⇒ Y å ìíî-
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ãîçíà÷íî èçîáðàæåíèå, à ïðîñòðàíñòâàòà X è Y ñà áàíàõîâè, ñà âú-
âåäåíè îò S. M. Robinson â êðàÿ íà 20 âåê êàòî îáù èíñòðóìåíò çà
îïèñâàíå, àíàëèçèðàíå è ðåøàâàíå íà ðàçëè÷íè ïðîáëåìè ïî åäèí
óíèôèöèðàí íà÷èí. Ïî-ðàííè ðåçóëòàòè â òàçè íàñîêà ñà äàäåíè â
[25]. Êîãàòî F = {0}, (1) å óðàâíåíèå; êîãàòî F å ïîëîæèòåëíèÿò
îðòàíò íà Rn, (1) å ñèñòåìà íåðàâåíñòâà; êîãàòî F å íîðìàëåí êîíóñ
çà èçïúêíàëî è çàòâîðåíî ìíîæåñòâî, (1) ïðåäñòàâëÿâà âàðèàöèîííî
íåðàâåíñòâî.

Îáîáùåíèòå óðàâíåíèÿ ñëóæàò êàòî àáñòðàêòåí ìîäåë çà ðåøà-
âàíåòî íà ìíîæåñòâî âàðèàöèîííè çàäà÷è êàòî: çàäà÷è íà ëèíåéíîòî
è íåëèíåéíîòî îïòèìèðàíå; ñèñòåìè íåëèíåéíè óðàâíåíèÿ; íåîáõî-
äèìè óñëîâèÿ îò ïúðâè ðåä íà íåëèíåéíîòî îïòèìèðàíå è ò.í. Òå
ñúùî ñà øèðîêî èçïîëçâàíè ïðè ðåøàâàíå íà çàäà÷è â îáëàñòòà íà
òåõíèêàòà è èêîíîìèêàòà. Ïîâå÷å èíôîðìàöèÿ, îòíîñíî òåçè ïðè-
ëîæåíèÿ è ìíîãî äðóãè, å íàëè÷íà â [16] è [9].

Îñíîâíî ïîíÿòèå ïðè ïîëó÷àâàíåòî íà òåîðåìè çà íåÿâíàòà
ôóíêöèÿ çà îáîáùåíè óðàâíåíèÿ å ïîíÿòèåòî èçîáðàæåíèå íà ðåøå-
íèåòî, êîåòî â îáùèÿ ñëó÷àé å ìíîãîçíà÷íî èçîáðàæåíèå, ïðè êîåòî
íà âñÿêà ñòîéíîñò íà ïàðàìåòúðà ñå ñúïîñòàâÿò âñè÷êè ñúîòâåòíè
ðåøåíèÿ (àêî èìà âñå ïàê òàêèâà). Âúïðîñúò, êîéòî âúçíèêâà, å äàëè
òîâà èçîáðàæåíèå íà ðåøåíèåòî ìîæå äà áúäå ãðàôè÷íî ëîêàëèçè-
ðàíî òàêà, ÷å äà ñå ïîëó÷è åäíîçíà÷íà ôóíêöèÿ, êîÿòî âñúùíîñò å
òúðñåíàòà íåÿâíà ôóíêöèÿ.

Çà äà íàìåðè ðåøåíèå íà (1), â [5] è [6] A. L. Dontchev ðàçãëåæäà
Íþòîíîâ òèï ìåòîä îò âèäà

0 ∈ f(xk) +∇f(xk)(xk+1 − xk) + F (xk+1), k = 0, 1, . . . ,

êúäåòî ∇f(xk) å ïðîèçâîäíàòà ïî Ôðåøå íà f â òî÷êà xk, è äîêàçâà
íåãîâàòà ñõîäèìîñò è óñòîé÷èâîñò.

Â [6] è [11] A. L. Dontchev è R.T. Rocka�elar ðàçãëåæäàò ïàðà-
ìåòðèçèðàíî îáîáùåíî óðàâíåíèå îò âèäà

äà ñå íàìåðè x ∈ X òàêà, ÷å 0 ∈ f(p, x) + F (x)

è çàåäíî ñ íåãî èçîáðàæåíèå íà ðåøåíèåòî

S : p 7→ {x|f(p, x) + F (x) 3 0} çà p ∈ P.
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Çà ôèêñèðàíà ñòîéíîñò íà ïàðàìåòúðà p îò áàíàõîâîòî ïðîñòðàíñò-
âî P, Dontchev è Rocka�elar èçáèðàò íà÷àëíà òî÷êà x0 è ïîñòðîÿâàò
èòåðàöèîííà ðåäèöà {xk}∞k=0, çà k = 0, 1, 2, ..., êàòî èçáèðàò xk+1 äà
å ðåøåíèå íà ïîìîùíîòî îáîáùåíî óðàâíåíèå

0 ∈ fk(p, xk+1) + F (xk+1),

êúäåòî
fk(p, x) = f(p, xk) +∇xf(p, xk)(x− xk).

A. L. Dontchev è R.T. Rocka�elar äîêàçâàò ñõîäèìîñòòà íà òîçè
ìåòîä, êàêòî è òåîðåìà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ çà òîçè ìåòîä. Òîçè
èòåðàöèîíåí ïðîöåñ âñúùíîñò ïðåäñòàâëÿâà ñòàíäàðòíèÿò ìåòîä íà
Íþòîí çà ðåøàâàíå íà íåëèíåéíè óðàâíåíèÿ, êîãàòî F å íóëåâîòî
èçîáðàæåíèå.

Ìåòîäúò íà Íþòîí å îñíîâíî ñðåäñòâî çà äîêàçâàíå íà ðàçëè÷-
íè òåîðåìè îò òèïà íà òåîðåìèòå çà îáðàòíàòà ôóíêöèÿ. Ìåòîä îò
Íþòîíîâ òèï ñúùî å èçïîëçâàí è îò Lyusternik è Graves çà äà ïîëó-
÷àò òåîðåìè, ñâúðçàíè ñ ìåòðè÷íî ðåãóëÿðíè ôóíêöèè. Îñâåí òîâà
"îáîáùåíèå"íà ìåòîäà íà Íþòîí âîäè äî àêòóàëíè ïðîäúëæåíèÿ íà
òåçè òåîðåìè, çà ìíîãîçíà÷íè èçîáðàæåíèÿ (ïî îòíîøåíèå íà ìåò-
ðè÷íà ðåãóëÿðíîñò) [7], [1]. Ìåòîäà íà Íþòîí çà íåãëàäêè óðàâíåíèÿ
è îáîáùåíè óðàâíåíèÿ å ïîäðîáíî ðàçãëåäàí â êíèãèòå íà Klatte è
Kummer [20] è Facchinei è Pang[17]. Robinson[26] äîêàçâà, ÷å ìåòî-
äúò íà Íþòîí å ïðèëîæèì çà ðåøàâàíå íà íåëèíåéíè óðàâíåíèÿ
f(x) = 0, ïðè êîèòî ôóíêöèÿòà ïðèòåæàâà ïîòî÷êîâà àïðîêñèìà-
öèÿ A è ïðè óñëîâèå, ÷å ðåøàâàíåòî íà óðàâíåíèåòî A(x, z) = 0
ïî îòíîøåíèå íà z è ïðè çàäàäåíî x å âúçìîæíî îò èç÷èñëèòåëíà
ãëåäíà òî÷êà. Â òîçè ñëó÷àé, ïðè çàäàäåíà íà÷àëíà òî÷êà x0, ïðèòå-
æàâàùà îïðåäåëåíè ñâîéñòâà, ñå ïîëó÷àâà ðåäèöà xn çà n = 0, 1 . . . ,
êàòî âñÿêà ñëåäâàùà èòåðàöèÿ ñå ïîëó÷àâà êàòî ðåøåíèå íà óðàâ-
íåíèåòî A(xn, xn+1) = 0. Èçïîëçóâàéêè òàçè èäåÿ, Robinson äîêàç-
âà òåîðåìà çà ëîêàëíà ñõîäèìîñò íà ìåòîäà íà Íþòîí îò òèïà íà
Êàíòîðîâè÷. Çà îáîáùåíè óðàâíåíèÿ òîâà ïîíÿòèå ñå èçïîëçóâà îò
Äîí÷åâ (1996ã.)[7]. Çà ôóíêöèè, ïðèòåæàâàùè ÐÂÀ-àïðîêñèìàöèÿ â
[7] å äîêàçàíà òåîðåìà çà ñõîäèìîñò íà èòåðàöèîííèÿ ïðîöåñ çà ðå-
øàâàíå íà íåãëàäêè îáîáùåíè óðàâíåíèÿ. Ïðè òåçè ðàçãëåæäàíèÿ
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âìåñòî ðåøàâàíåòî íà óðàâíåíèåòî (1) ñå ðåøàâà óðàâíåíèåòî

0 ∈ A(xk, xk+1) + F (xk+1), k = 0, 1, . . . . (2)

Geo�roy, Pi�etrus [17] äîêàçâàò ñõîäèìîñò íà èòåðàöèîííèÿ ïðîöåñ
(2), ïðè óñëîâèå, ÷å f(x) ïðèòåæàâà (n, α)-ïîòî÷êîâà àïðîêñèìàöèÿ
A(u, v). Ïðè äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà, ñúùåñòâåíî å èçïîëçó-
âàíà ëåìàòà çà íåïîäâèæíàòà òî÷êà, äàäåíà â Dontchev, Hager [13].

Ñ öåë äà íàìåðè ðåøåíèå íà (1) Ð. Ìàðèíîâ [21] ðàçãëåæäà âúï-
ðîñà çà ëîêàëíàòà ñõîäèìîñò è óñòîé÷èâîñòòà íà ìåòîä íà õîðäèòå

0 ∈ f(xk) + A(xk+1 − xk) + F (xk+1),

êúäåòî f : X → Y å ôóíêöèÿ, ÷èÿòî ïðîèçâîäíà ïî Ôðåøå å
L−ëèïøèöîâà ôóíêöèÿ, à A å ëèíååí íåïðåêúñíàò îïåðàòîð, äå-
ôèíèðàí â áàíàõîâîòî ïðîñòðàíñòâî X ñúñ ñòîéíîñòè â áàíàõîâî-
òî ïðîñòðàíñòâî Y. Ëåñíî ñå çàáåëÿçâà, ÷å â ñëó÷àÿ, êîãàòî A =
∇f(x0), ìåòîäà íà õîðäèòå ñå ðåäóöèðà äî ìîäèôèöèðàíèÿ ìåòîä
íà Íþòîí

0 ∈ f(xk) +∇f(x0)(xk+1 − xk) + F (xk+1).

Êàòî ïðåäèìñòâî íà ìåòîäà íà õîðäèòå ìîæå äà ñå ïîñî÷è ôàêòà, ÷å
íå ñå íàëàãà ïðåñìÿòàíåòî íà ïðîèçâîäíàòà ïî Ôðåøå íà ôóíêöèÿòà
f, êîåòî â íÿêîè ñëó÷àè ìîæå äà ñå îêàæå òðóäíà çàäà÷à.

Â [18] M. H. Geo�roy è A. Pi�etrus ñúïîñòàâÿò íà

0 ∈ f(x) + g(x) + F (x),

ìåòîäà íà ñåêóùèòå

0 ∈ f(xk) + g(xk) + (∇f(xk) + [xk−1, xk; g])(xk+1 − xk) + F (xk+1),

êúäåòî f è g ñà ôóíêöèè, F å ìíîãîçíà÷íî èçîáðàæåíèå, ∇f(x) å
ïðîèçâîäíàòà ïî Ôðåøå íà f â x è [x, y; g] å ðàçäåëåíàòà ðàçëèêà îò
ïúðâè ðåä, ñúîòâåòñòâàùà íà g â òî÷êèòå x è y è äîêàçâàò ñõîäè-
ìîñòòà íà òîçè ìåòîä.

Öåëòà íà íàñòîÿùàòà ðàáîòà å ðåøàâàíåòî íà îáùàòà çàäà÷à
îò âèäà:

äà ñå íàìåðè x ∈ X òàêà, ÷å 0 ∈ f(p, x) + F (x) è
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äà ñå íàìåðè x ∈ X òàêà, ÷å 0 ∈ f(p, x) + g(p, x) + F (x),

êúäåòî f è g ñà ôóíêöèè, à F å ìíîãîçíà÷íî èçîáðàæåíèå.

Îáåêò íà èçñëåäâàíå ñà ãîðåñïîìåíàòèòå èòåðàöèîííè ìå-
òîäè (ìåòîä îò Íþòîíîâ òèï, âêëþ÷âàù ïîòî÷êîâà àïðîêñèìàöèÿ;
ìåòîä íà õîðäèòå; ìåòîä íà ñåêóùèòå), ñ òàçè ðàçëèêà, ÷å â äè-
ñåðòàöèÿòà å äîêàçàíà ñõîäèìîñòòà íà òåçè ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà
îáîáùåíè óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòúð. Äîêàçàíè ñà òåîðåìè çà íåÿâíàòà
ôóíêöèÿ çà èçîáðàæåíèÿòà íà ðåøåíèÿòà íà òåçè óðàâíåíèÿ. Ïðè
äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìèòå â äèñåðòàöèÿòà ñà èçïîëçâàíè òåõíè-
êè, ðàçðàáîòåíè îò A. L. Dontchev è R.T. Rocka�elar â [11] çà ìåòîä
íà Íþòîí, êàòî òåçè òåõíèêè ñà ìîäèôèöèðàíè çà âñåêè îò ðàçã-
ëåæäàíèòå ìåòîäè.
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Îáçîð íà äèñåðòàöèÿòà

Äèñåðòàöèÿòà ñå ñúñòîè îò óâîä, òðè ãëàâè è çàêëþ÷åíèå.
Óâîäúò âúâåæäà â òåìàòèêàòà è ïðåäñòàâÿ íàé-îáùî àêòóàë-

íîòî ñúñòîÿíèå íà èçñëåäâàíèÿòà â îáëàñòòà. Èçÿñíÿâà êîè ñà îñ-
íîâíèòe öåëè è îáåêòè íà äèñåðòàöèÿòà è ïðåäñòàâÿ íàêðàòêî ñú-
äúðæàíèåòî íà îòäåëíèòå ãëàâè.

Ãëàâà 1.
Òåðìèíè, îçíà÷åíèÿ è ïðåäâàðèòåëíè ðåçóëòàòè

Â ïúðâàòà ãëàâà ñå âúâåæäàò îáùèòå îçíà÷åíèÿ, âúçïðèåòè â
äèñåðòàöèÿòà, è ñå ïðåäñòàâÿ îñíîâíàòà ñèñòåìà îò ïîíÿòèÿ è òâúð-
äåíèÿ, íåîáõîäèìè çà èçëîæåíèåòî. Äåôèíèöèèòå è òâúðäåíèÿòà ñà
âçàèìñòâàíè îò ìîíîãðàôèÿòà [11].

Íåêà X, Y è P ñà áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà. Çà íîðìàòà âúâ âñÿêî
îò òåçè ïðîñòðàíñâà ùå èçïîëçâàìå åäíî è ñúùî îçíà÷åíèå || · ||.

Ìíîãîçíà÷íîòî èçîáðàæåíèå F : X ⇒ Y ñå íàðè÷à ìåòðè÷íî
ðåãóëÿðíî â x çà y, êîãàòî x ∈ F (y) è ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà k ≥ 0
çàåäíî ñ îêîëíîñòè U íà x è V íà y òàêà, ÷å

d(x, F−1(y)) ≤ kd(y, F (x)), (x, y) ∈ U × V.

Èíôèìóìà íà âñè÷êè òàêèâà êîíñòàíòè k, âçåòè ïî âñåâúçìîæíèòå
èçáîðè íà îêîëíîñòèòå U è V, çà êîèòî ãîðíîòî íåðàâåíñòâî å èç-
ïúëíåíî ñå íàðè÷à ìîäóë íà ìåòðè÷íà ðåãóëÿðíîñò íà F â x
çà y è ñå îçíà÷àâà ñ reg(F ;x|y). Ëèïñàòà íà ìåòðè÷íà ðåãóëÿðíîñò
ñå îçíà÷àâà ñ reg(F ;x|y) =∞.

Íåêà A è C ñà äâå ïîäìíîæåñòâà íà X. Àêî îçíà÷èì îòêëî-

íåíèåòî îò ìíîæåñòâîòî A äî ìíîæåñòâîòî C ñ

e(C,A) := sup{d(x,A) : x ∈ C}, êúäåòî d(x,A) = dist(x,A).
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Ìíîãîçíà÷íîòî èçîáðàæåíèå F−1 : Y ⇒ X ñå íàðè÷à ïñåâäî-
ëèïøèöîâî ñ êîíñòàíòà k îêîëî (x, y) ∈ gphF, àêî ñúùåñòâóâàò
îêîëíîñòè V íà y è U íà x òàêà, ÷å

e(F−1(y1) ∩ U, F−1(y2)) ≤ k‖y1 − y2‖

çà âñÿêî y1, y2 ∈ V. Èíôèìóìà íà âñè÷êè òàêèâà êîíñòàíòè k, âçåòè
ïî âñåâúçìîæíèòå èçáîðè íà îêîëíîñòèòå U è V, çà êîèòî ãîðíîòî
íåðàâåíñòâî å èçïúëíåíî ñå íàðè÷à ëèïøèöîâ ìîäóë íà F â y0
çà x0 è ñå îçíà÷àâà ñ lip(F−1; y|x).

Â [10], ãîðíîòî ñâîéñòâî å íàðå÷åíî Îáåí íåïðåêúñíàòîñò, à
èçîáðàæåíèÿòà, óäîâëåòâîðÿâàùè òîâà ñâîéñòâî, ñà íàðå÷åíè Îáåí
íåïðåêúñíàòè. Penot [23] ïîêàçâà, ÷å ïîíÿòèåòî ìåòðè÷íà ðåãó-
ëÿðíîñò íà ìíîãîçíà÷íîòî èçîáðàæåíèå F å åêâèâàëåíòíî íà ïî-
íÿòèåòî ïñåâäîëèïøèöîâîñò íà îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå F−1, êàòî
reg(F ;x|y) = lip(F−1; y|x).

Ãðàôè÷íà ëîêàëèçàöèÿ íà F : X ⇒ Y â x çà y, êúäåòî
y ∈ F (x) å ìíîãîçíà÷íî èçîáðàæåíèå, ÷èÿòî ãðàôèêà â X × Y å
(U × V ) ∩ gphF, çà íÿêîè îêîëíîñòè U íà x è V íà y.

Èçîáðàæåíèåòî F : X ⇒ Y, çà êîåòî (p, x) ∈ gphF, ñå íàðè-
÷à ñèëíî ìåòðè÷íî ðåãóëÿðíî â x çà y, àêî íåãîâîòî îáðàòíî
èçîáðàæåíèå F−1 èìà åäíîçíà÷íà ëèïøèöîâà ëîêàëèçàöèÿ îêîëî y
çà x.

7



Ãëàâà 2.

Èòåðàöèîííè ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà
ïàðàìåòðèçèðàíè îáîáùåíè óðàâíåíèÿ.
Ñåêâåíöèàëíè òåîðåìè çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ.

Íåêà X, Y è P ñà áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà, êàòî f : P ×X → Y
å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ, F : X ⇒ Y å ìíîãîçíà÷íî èçîáðàæåíèå è
gphF å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî.

Ìåòîä îò Íþòîíîâ òèï âêëþ÷âàù ïîòî÷êîâà àïðîêñè-
ìàöèÿ

Ôóíêöèÿòà A : Q × Ω × Ω → Y ñå íàðè÷à ïîòî÷êîâà àï-

ðîêñèìàöèÿ, âúðõó îòâîðåíèòå ïîäìíîæåñòâà Ω íà X è Q íà P,
ñïðÿìî x ðàâíîìåðíî ïî p çà ôóíêöèÿòà f : P ×Ω→ Y, àêî ñúùåñ-
òâóâà êîíñòàíòà k òàêà, ÷å ñëåäíèòå óñëîâèÿ ñà èçïúëíåíè çà âñÿêî
u, v ∈ Ω è p, p′ ∈ Q :

(a) ‖f(p, v)− A(p, u, v)‖ ≤ 1

2
k‖u− v‖2;

(b) ôóíêöèÿòà A(p, u, ·)−A(p′, v, ·) å ëèïøèöîâà âúðõó Ω ñ ëèïøè-
öîâà êîíñòàíòà k (‖u− v‖+ ‖p− p′‖) .
Ôóíêöèÿòà A å ïîòî÷êîâà àïðîêñèìàöèÿ ñ êîíñòàíòà k, ñïðÿìî x
ðàâíîìåðíî ïî p â òî÷êàòà (p, x), àêî ñúùåñòâóâàò îêîëíîñòè ñúîò-
âåòíî Ω è Q çà x è p òàêèâà, ÷å ãîðíèòå óñëîâèÿ äà ñà èçïúëíåíè.

Çà äà íàìåðèì ðåøåíèå íà ïàðàìåòðèçèðàíîòî îáîáùåíî óðàâ-
íåíèå

0 ∈ f(p, x) + F (x), (3)

ðàçãëåæäàìå ìåòîäà

0 ∈ A(p, xk, xk+1) + F (xk+1), (4)

êúäåòî ôóíêöèÿòà f å ëèïøèöîâà ñïðÿìî p ðàâíîìåðíî ïî x â îêîë-
íîñò íà òî÷êàòà (p, x), ôóíêöèÿòà A : P ×X ×X → Y å ïîòî÷êîâà

8



àïðîêñèìàöèÿ íà f ñïðÿìî x ðàâíîìåðíî ïî p â òî÷êàòà (p, x) è
(p, x) å ðåøåíèå íà (3). Ïîêàçâàìå, ÷å òîçè ìåòîä å ñõîäÿù êúì
ñòîéíîñòòà s(p) íà ëèïøèöîâàòà ëîêàëèçàöèÿ íà èçîáðàæåíèåòî íà
ðåøåíèåòî

S : p 7→ {x|f(p, x) + F (x) 3 0} çà p ∈ P. (5)

Çà äà íàìåðèì ïðèáëèæåíî ðåøåíèå íà (3), èçáèðàìå íà÷àëíà
òî÷êà x0 è îò ìåòîäà (4) ïîëó÷àâàìå ðåøåíèÿ, êîèòî îáðàçóâàò áåç-
êðàéíà ðåäèöà ξ = {x1, x2, . . . , xk, . . .} íà áàíàõîâîòî ïðîñòðàíñòâî
l∞(X) ñ åëåìåíòè xk ∈ X, k = 1, 2, . . .. Íîðìàòà â l∞(X) å

‖ξ‖∞ = sup
k≥1
‖xk‖.

Äåôèíèðàìå èçîáðàæåíèå Ξ : X × P ⇒ l∞(X), ÷ðåç

Ξ : (u, p) 7→{
ξ ∈ l∞(X) |

∞⋂
k=0

A(p, xk, xk+1) + F (xk+1) 3 0 ñ x0 = u

}
,

(6)

÷èèòî ñòîéíîñòè çà äàäåíà òî÷êà (u, p) ñà ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè
ðåäèöè {xk}∞k=1, ïîëó÷åíè îò (4) çà ñòîéíîñòòà p íà ïàðàìåòúðà,
çàïî÷âàéêè îò u. Àêî x å ðåøåíèå íà (3) çà p, êîíñòàíòíàòà ðåäèöà
ξ = {x, x, . . . , x, . . .} óäîâëåòâîðÿâà ξ ∈ Ξ(p, x).

A.L. Dontchev è R.T. Rocka�elar äîêàçâàò ðàâíîìåðíàòà ñõîäè-
ìîñò íà ìåòîäà íà Íþòîí â [6] è [11]. Ñëåäâàùàòà òåîðåìà ïðåäñòàâÿ
àíàëîãè÷åí ðåçóëòàò çà ñëó÷àÿ, êîãàòî f íå ïðèòåæàâà ïðîèçâîäíà
ïî Ôðåøå, íî èìà ïîòî÷êîâà àïðîêñèìàöèÿ.

Òåîðåìà 1. (Ðàâíîìåðíà ñõîäèìîñò). Çà îáîáùåíîòî óðàâíå-
íèå (3) ñ èçîáðàæåíèå íà ðåøåíèåòî S â (5), íåêà x ∈ S(p) è A

å ïîòî÷êîâà àïðîêñèìàöèÿ çà f â (p, x). Íåêà l̂ipp(f ; (p, x)) < ∞ è
èçîáðàæåíèåòî

G(x) = A(p, x;x) + F (x),

å ñèëíî ðåãóëÿðíî â x çà 0 ñ ëèïøèöîâà ëîêàëèçàöèÿ σ íà îáðàò-
íîòî èçîáðàæåíèå G−1 â 0 çà x.
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Òîãàâà çà âñÿêà êîíñòàíòà γ > 1
2k lip(σ; 0), ñúùåñòâóâàò

îêîëíîñòè Q íà p è U íà x òàêà, ÷å çà âñÿêî p ∈ Q è u ∈ U ñú-
ùåñòâóâà òî÷íî åäíà ðåäèöà ξ(u, p) ñ êîìïîíåíòè x1, . . . , xk, . . . ,
âñè÷êè ïðèíàäëåæàùè íà U è ïîëó÷åíè îò ìåòîä (4), çàïî÷âàéêè
îò u çà ñòîéíîñòòà p íà ïàðàìåòúðà. Òàçè ðåäèöà å ñõîäÿùà êúì
ñòîéíîñòòà s(p) íà ëèïøèöîâàòà ëîêàëèçàöèÿ s íà S â p çà x.
Ñõîäèìîñòòà å êâàäðàòè÷íà ñ êîíñòàíòà γ, ò.å.

‖xk+1 − s(p)‖ ≤ γ‖xk − s(p)‖2, k ≥ 0. (7)

Ñ äðóãè äóìè, èçîáðàæåíèåòî Ξ â (6) èìà åäíîçíà÷íà ãðàôè÷íà
ëîêàëèçàöèÿ ξ â (p, x) çà ξ. Îñâåí òîâà, çà u áëèçî äî x è p áëèçî
äî p ñòîéíîñòòà ξ(u, p) íà òàçè ëîêàëèçàöèÿ å ðåäèöà ñõîäÿùà
êúì ðåøåíèåòî s(p) çà p, êàêòî å ïîêàçàíî â (7).

Ñëåäâàùàòà òåîðåìà å àíàëîã íà òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóí-
êöèÿ çà ìåòîäà íà Íþòîí, äîêàçàíà â [6] è [11] îò A. L. Dontchev
è R.T. Rocka�elar. Â äèñåðòàöèÿòà òåîðåìàòà å äîêàçàíà çà ñëó÷àÿ,
êîãàòî f íå ïðèòåæàâà ïðîèçâîäíà ïî Ôðåøå, íî èìà ïîòî÷êîâà àï-
ðîêñèìàöèÿ.

Òåîðåìà 2. (Tåîðåìà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ) Íåêà ïðåäïîëî-
æåíèÿòà íà Òåîðåìà 1 ñà èçïúëíåíè. Òîãàâà åäíîçíà÷íàòà ëîêàëè-
çàöèÿ ξ íà èçîáðàæåíèåòî Ξ â (p, x) çà ξ å ëèïøèöîâà â îêîëíîñò
íà (p, x), êàòî

l̂ipu(ξ; (x, p)) = 0 l̂ipp(ξ; (x, p)) ≤ lip(σ; 0).l̂ipp(f ; (p, x)).

Ìåòîä íà õîðäèòå.

Íåêà L(X, Y ) å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ëèíåéíè íåïðåêúñíàòè
îïåðàòîðè, äåôèíèðàíè â íîðìèðàíîòî ïðîñòðàíñòâî X, ñúñ ñòîé-
íîñòè â íîðìèðàíîòî ïðîñòðàíñòâî Y.

Ðàçãëåæäàìå ïàðàìåòðèçèðàíîòî îáîáùåíî óðàâíåíèå (3) ñ
èçîáðàæåíèå íà ðåøåíèåòî (5). Çà äà íàìåðèì ðåøåíèå íà òîâà óðàâ-
íåíèå, ðàçãëåæäàìå ìåòîäà

0 ∈ f(p, xk) + A(xk+1 − xk) + F (xk+1), (8)
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êúäåòî A ∈ L(X, Y ), ôóíêöèÿòà f å íåïðåêúñíàòî Ôðåøå äèôå-
ðåíöèðóåìà ñïðÿìî x ôóíêöèÿ ñ ïðîèçâîäíà ∇xf(p, x), f(p, x) è
∇xf(p, x) ñà íåïðåêúñíàòè, f å ëèïøèöîâà ñïðÿìî p ðàâíîìåðíî ïî
x îêîëî (p, x), ∇xf å ëèïøèöîâà ñïðÿìî x ðàâíîìåðíî ïî p â îêîë-
íîñò íà (p, x), Îñíîâíîòî ïðåäèìñòâî íà ìåòîäà íà õîðäèòå å, ÷å
íÿìà íóæäà îò ïðåñìÿòàíåòî íà ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà f .

Ðàçãëåæäàìå ìåòîä (8) ñ äàäåíà íà÷àëíà òî÷êà x0. Îò ìåòî-
äà íà õîðäèòå ïîëó÷àâàìå ðåøåíèÿ, êîèòî îáðàçóâàò áåçêðàéíà ðå-
äèöà ξ = {x1, x2, . . . , xk, . . .} íà áàíàõîâîòî ïðîñòðàíñòâî l∞(X)
ñ åëåìåíòè xk ∈ X, k = 1, 2, . . .. Äåôèíèðàìå èçîáðàæåíèåòî
Ξ : X × P ⇒ l∞(X), ÷ðåç

Ξ : (u, p) 7→{
ξ ∈ l∞(X) |

∞⋂
k=0

f(p, xk) + A(xk+1 − xk) + F (xk+1) 3 0 ñ x0 = u

}
,
(9)

÷èèòî ñòîéíîñòè çà äàäåíà òî÷êà (u, p) ñà ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè
ðåäèöè {xk}∞k=1, ïîëó÷åíè îò (8) çà ñòîéíîñòòà p íà ïàðàìåòúðà,
çàïî÷âàéêè îò u. Àêî x å ðåøåíèå íà (3) çà p, êîíñòàíòíàòà ðåäèöà
ξ = {x, x, . . . , x, . . .} óäîâëåòâîðÿâà ξ ∈ Ξ(p, x).

Òåîðåìà 3. (Ðàâíîìåðíà ñõîäèìîñò íà ìåòîä íà õîðäèòå).
Ðàçãëåæäàìå îáîáùåíîòî óðàâíåíèå (3) ñ èçîáðàæåíèå íà ðåøå-
íèåòî S â (5), êàòî x ∈ S(p). Íåêà

l̂ipp(f ; (p, x)) + l̂ipx(∇xf ; (p, x)) <∞

è èçîáðàæåíèåòî

G(x) = f(p, x) +∇xf(p, x)(x− x) + F (x), çà êîåòî G(x) 3 0,

å ñèëíî ðåãóëÿðíî â x çà 0 ñúñ ñúîòâåòíàòà ëèïøèöîâà ëîêàëè-
çàöèÿ σ íà îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå G−1 â 0 çà x è îïåðàòîðúò
A ∈ L(X, Y ) å òàêúâ, ÷å 3. lip(σ, 0)‖∇xf(p, x)− A‖ < 1.

Òîãàâà çà âñÿêî γ òàêîâà, ÷å

1

3
> γ > lip(σ, 0)‖∇xf(p, x)− A‖,

11



ñúùåñòâóâàò îêîëíîñòè Q íà p è U íà x òàêà, ÷å çà âñÿêî
p ∈ Q è u ∈ U ñúùåñòâóâà òî÷íî åäíà ðåäèöà ξ(u, p) ñ åëåìåí-
òè x1, . . . , xk, . . . , ïðèíàäëåæàùè íà U, ïîëó÷åíè îò ìåòîä (8), ñ
íà÷àëíà òî÷êà u çà ñòîéíîñòòà p íà ïàðàìåòúðà. Òàçè ðåäèöà å
ñõîäÿùà êúì ñòîéíîñòòà s(p) íà ëèïøèöîâàòà ëîêàëèçàöèÿ s íà
èçîáðàæåíèåòî íà ðåøåíèåòî S â p çà x. Îñâåí òîâà ñõîäèìîñò-
òà å q-ëèíåéíà ñ êîíñòàíòà γ, ò.å.

‖xk+1 − s(p)‖ ≤ γ‖xk − s(p)‖, k ≥ 0. (10)

Ñ äðóãè äóìè, èçîáðàæåíèåòî Ξ â (9) ïðèòåæàâà åäíîçíà÷íà ãðà-
ôè÷íà ëîêàëèçàöèÿ ξ â (p, x) çà ξ è çà ñòîéíîñòè íà u è p ñúîò-
âåòíî áëèçî äî x è p, ñòîéíîñòòà ξ(u, p) íà òàçè ëîêàëèçàöèÿ å
ðåäèöà, êîÿòî å ñõîäÿùà êúì ðåøåíèåòî s(p) çà p, êàêòî å ïîêà-
çàíî â (10).

Â ñëåäâàùàòà òåîðåìà å äîêàçàíî, ÷å åäíîçíà÷íàòà ëîêàëèçà-
öèÿ ξ íà èçîáðàæåíèåòî Ξ â (p, x) çà ξ å ëèïøèöîâà îêîëî (p, x).

Òåîðåìà 4. (Tåîðåìà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ çà ìåòîä íà õîð-
äèòå) Íåêà óñëîâèÿòà íà ïðåäíàòà òåîðåìà ñà â ñèëà.

Òîãàâà åäíîçíà÷íàòà ëîêàëèçàöèÿ ξ íà èçîáðàæåíèåòî Ξ â
(p, x) çà ξ å ëèïøèöîâà îêîëî (p, x), îñâåí òîâà ñà â ñèëà ñëåäíèòå
óñëîâèÿ

l̂ipu(ξ; (x, p)) ≤ 1

2
l̂ipp(ξ; (x, p)) ≤

l̂ipp(f ; (p, x))

‖∇xf(p, x)− A‖
.

Ìåòîä íà ñåêóùèòå.

Îïåðàòîð îò ïðîñòðàíñòâîòî L(P ×X, Y ), îçíà÷åí ñ [p, x0, y0; g]
ñå íàðè÷à ÷àñòíà ðàçäåëåíà ðàçëèêà îò ïúðâè ðåä ñïðÿìî x
ðàâíîìåðíî ïî p çà îïåðàòîðà g : P × X → Y îêîëî (p, x, y), àêî
ñúùåñòâóâàò îêîëíîñòè Q íà p, U íà x è y òàêà, ÷å äà ñà â ñèëà
ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

(a) [p, x0, y0; g](y0 − x0) = g(p, y0) − g(p, x0), çà x0 6=
y0, x0, y0 ∈ U è p ∈ Q;

(b) Àêî g å Ôðåøå äèôåðåíöèðóåìà â x0 ∈ U, òî [p, x0, x0; g] =
g′x(p, x0).
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Êàçâàìå, ÷å îïåðàòîð îò ïðîñòðàíñòâîòî L(P×X,L(P×X, Y )),
îçíà÷åí ñ [p, x0, y0, z0; g] ñå íàðè÷à ÷àñòíà ðàçäåëåíà ðàçëèêà îò
âòîðè ðåä ñïðÿìî x ðàâíîìåðíî ïî p, ñúîòâåòñòâàùà íà îïåðàòîðà
g : P × X → Y îêîëî (p, x, y, z), àêî ñúùåñòâóâàò îêîëíîñòè Q íà
p, U íà x, y è z è ñà â ñèëà ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

(a) [p, x0, y0, z0; g](z0−x0) = [p, y0, z0; g]− [p, x0, y0; g] çà ðàçëè÷-
íèòå òî÷êè x0, y0, z0 ∈ U è p ∈ Q;

(b) Àêî g å äâóêðàòíî äèôåðåíöèðóåìà â x0 ∈ U, òî
[p, x0, x0, x0; g] = g′′xx(p, x0)/2.

Ðàçãëåæäàìå îáîáùåíîòî óðàâíåíèå îò âèäà

0 ∈ f(p, x) + g(p, x) + F (x) (11)

ñ èçîáðàæåíèå íà ðåøåíèåòî

S : p 7→ {x|f(p, x) + g(p, x) + F (x) 3 0} çà p ∈ P. (12)

Íåêà (p, x) å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî (11). Ôóíêöèÿòà f å Ôðåøå
äèôåðåíöèðóåìà ñïðÿìî x îêîëî (p, x) ñ ∇xf íåïðåêúñíàòà. Ôóíê-
öèÿòà g e Ôðåøå äèôåðåíöèðóåìà ñïðÿìî x â (p, x), íî îêîëî îêîëî
(p, x) ìîæå äà íå å. Îñâåí òîâà f è g ñà ëèïøèöîâè ñïðÿìî p ðàâ-
íîìåðíî ïî x â îêîëíîñò íà (p, x) è ∇xf å ëèïøèöîâà ñïðÿìî x
ðàâíîìåðíî ïî p îêîëî (p, x). Ðàçãëåæäàìå èòåðàöèîííèÿò ìåòîä

0 ∈ f(p, xk)+g(p, xk)+
(
∇xf(p, xk)+[p, xk−1, xk; g]

)
(xk+1−xk)+F (xk+1),

(13)
k = 2, 3, ..., êúäåòî x0 è x1 ñà ðàçëè÷íè, ïðåäâàðèòåëíî èçáðàíè
òî÷êè â îêîëíîñò íà x. Çà ðàçäåëåíàòà ðàçëèêà [·, x′, x′′; g] ïðåäïî-
ëàãàìå, ÷å å íåïðåêúñíàòà â p ðàâíîìåðíî ïî x′ è x′′ îêîëî òî÷êàòà
(p, x, x). Çà ðàçäåëåíàòà ðàçëèêà îò âòîðè ðåä íà ôóíêöèÿòà g, ñå
ïðåäïîëàãà, ÷å â îêîëíîñò íà (p, x, x, x) å â ñèëà ‖[p, x, y, z; g]‖ ≤
K, K ∈ R.

Çà äà íàìåðèì ðåøåíèå íà óðàâíåíèå (11), èçáèðàìå íà÷àëíè
òî÷êè x0 è x1 è ðàçãëåæäàìå ìåòîä (13). Ðàçãëåæäàìå ìåòîäà êàòî
âêëþ÷âàíå, ðåøåíèÿòà íà êîåòî îáðàçóâàò áåçêðàéíà ðåäèöà ξ =
{x2, x3, . . . , xk, . . .} íà áàíàõîâîòî ïðîñòðàíñòâî l∞(X) ñ åëåìåíòè

13



xk ∈ X, k = 2, 3, . . .. Äåôèíèðàìå èçîáðàæåíèåòî Ξ : X×X×P ⇒
l∞(X) ÷ðåç

Ξ : (u, v, p) 7→

{
ξ ∈ l∞(X) |

∞⋂
k=1

f(p, xk) + g(p, xk)

+(∇xf(p, xk) + [p, xk−1, xk; g])(xk+1 − xk) + F (xk+1) 3 0

ñ x0 = u è x1 = v

}
,

(14)

÷èèòî ñòîéíîñòè çà äàäåíà òî÷êà (u, v, p) ñà ìíîæåñòâîòî îò âñè÷-
êè ðåäèöè {xk}∞k=2, ïîëó÷åíè îò ìåòîäà (13) çà ñòîéíîñòòà p íà
ïàðàìåòúðà, ñòàðòèðàéêè îò u è v. Êîíñòàíòíàòà ðåäèöà ξ =
{x, x, . . . , x, . . .} óäîâëåòâîðÿâà ξ ∈ Ξ(p, x, x).

Òåîðåìà 6. (Ðàâíîìåðíà ñõîäèìîñò íà ìåòîä íà ñåêóùèòå).
Ïî îòíîøåíèå íà îáîáùåíîòî óðàâíåíèå (11) ñ èçîáðàæåíèå íà
ðåøåíèåòî S â (12), íåêà x ∈ S(p). Íåêà ðàçäåëåíàòà ðàçëèêà
[·, x′, x′′; g] å íåïðåêúñíàòà â p ðàâíîìåðíî ïî x′ è x′′ îêîëî òî÷-
êàòà (p, x, x) è

l̂ipp(g; (p, x)) + l̂ipp(f ; (p, x)) + l̂ipx(∇xf ; (p, x)) <∞,

èçîáðàæåíèåòî

G(x) = f(p, x) + g(p, x) +∇xf(p, x)(x− x) + F (x)

å ñèëíî ðåãóëÿðíî â x çà 0 ñ åäíîçíà÷íà ëèïøèöîâà ëîêàëèçàöèÿ σ
íà îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå G−1 â 0 çà x è íåêà ñúùåñòâóâà ïîëî-
æèòåëíà êîíñòàíòà K òàêàâà, ÷å çà âñÿêî x, y è z îò îêîëíîñò
íà x äà å èçïúëíåíî ‖[p, x, y, z; g]‖ ≤ K.

Òîãàâà çà âñÿêî

γ > lip(σ; 0).

(
K +

1

2
l̂ipx(∇xf ; (p, x))

)
,

ñúùåñòâóâàò îêîëíîñòè Q íà p è U íà x òàêà, ÷å çà âñÿêî p ∈ Q
è u, v ∈ U ñúùåñòâóâà òî÷íî åäíà ðåäèöà ξ(u, v, p) ñ åëåìåíòè
x2, . . . , xk, . . . , âñè÷êè ïðèíàäëåæàùè íà U è ïîëó÷åíè îò ìåòîä
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(13) çà ñòîéíîñòòà p íà ïàðàìåòúðà ïðè íà÷àëíè òî÷êè u è v
. Ðåäèöàòà å ñõîäÿùà êúì ñòîéíîñòòà s(p) íà ëèïøèöîâàòà ëî-
êàëèçàöèÿ s íà èçîáðàæåíèåòî íà ðåøåíèåòî S â p çà x. Îñâåí
òîâà

‖xk+1−s(p)‖ ≤ γ‖xk−s(p)‖.max {‖xk − s(p)‖, ‖xk−1 − s(p)‖} , (15)

çà âñÿêî k ≥ 1. Ñ äðóãè äóìè, èçîáðàæåíèåòî Ξ â (14) ïðèòåæà-
âà åäíîçíà÷íà ëîêàëèçàöèÿ ξ â (p, x, x) çà ξ, êàòî çà u è v áëèçî
äî x, è p áëèçî äî p ñòîéíîñòòà ξ(u, v, p) íà ëîêàëèçàöèÿòà å ðå-
äèöà, êîÿòî å ñõîäÿùà êúì ðåøåíèåòî s(p) çà ñòîéíîñòòà p íà
ïàðàìåòúðà, êàêòî å ïîêàçàíî â (15).

Â ñëåäâàùàòà òåîðåìà å äîêàçàíî, ÷å åäíîçíà÷íàòà ëîêàëèçà-
öèÿ ξ íà èçîáðàæåíèåòî Ξ â (p, x) çà ξ å ëèïøèöîâà îêîëî (p, x).

Òåîðåìà 7. (Tåîðåìà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ çà ìåòîä íà ñåêó-
ùèòå) Íåêà ñà èçïúëíåíè ïðåäïîëîæåíèÿòà íà Òåîðåìà 6. Îñâåí
òîâà ñà èçïúëíåíè äîïúëíèòåëíî óñëîâèÿòà:

lip(∇xf ; (p, x)) + lip([g]; (p, x, x)) <∞.

Òîãàâà åäíîçíà÷íàòà ëîêàëèçàöèÿ ξ íà èçîáðàæåíèåòî Ξ â (p, x, x)
çà ξ å ëèïøèöîâî îêîëî (p, x, x), êàòî

l̂ipv(ξ(p, x, x)) = 0

l̂ipp(ξ; (p, x, x)) ≤ lip(σ; 0)
(

l̂ipp(f ; (p, x)) + l̂ipp(g; (p, x))
)
.
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Ãëàâà 3.

Êàëèáðîâú÷íè ôóíêöèè
è òåîðåìè çà íåÿâíîòî èçîáðàæåíèå.

Ðàçãëåæäàìå ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî (P, π) çà p è ïúëíî ìåò-
ðè÷íî ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) çà x. Íåêà (Y, σ) å ëèíåéíî ìåòðè÷íî
ïðîñòðàíñòâî ñ èíâàðèàíòíà îòíîñíî òðàíñëàöèèòå ìåò-

ðèêà, ò.å.

σ(y + z, y′ + z) = σ(y, y′), çà âñÿêî y, y′, z ∈ Y.

Ïîäìíîæåñòâîòî C íà ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî å çàò-
âîðåíî, àêî îò d(x;C) = 0 ⇒ x ∈ C. Ñúùî òàêà, ìíîæåñòâîòî C
ùå íàðè÷àìå ëîêàëíî çàòâîðåíî â òî÷êà x ∈ C, àêî ñúùåñòâóâà
îêîëíîñò U íà x òàêà, ÷å ñå÷åíèåòî C ∩U å çàòâîðåíî. Çàòâîðåíîòî
êúëáî ñ öåíòúð x è ðàäèóñ a, ùå îçíà÷àâàìå ñ Ba(x),

Òåîðåìà çà íåÿâíîòî èçîáðàæåíèå çà Îáåí íåïðåêúñ-
íàòè ìíîãîçíà÷íè èçîáðàæåíèÿ.

Ìîäóë ôóíêöèÿ ùå íàðè÷àìå âñÿêà ðàñòÿùà ôóíêöèÿ w :
[0,∞)→ [0,∞), êîÿòî å íåïðåêúñíàòà è w(0) = 0.

Âúâåæäàìå ïî-îáùèòå ïîíÿòèÿ ëèïøèöîâîñò è Îáåí-
íåïðåêúñíàòîñò îòíîñíî ìîäóë-ôóíêöèÿ, ïðè êîèòî âìåñòî
êîíñòàíòà ñå èçïîëçâà ìîäóë ôóíêöèÿ.

Ôóíêöèÿòà f : X → Y ñå íàðè÷à ëèïøèöîâà ñ ìîäóë ôóí-

êöèÿ µ â Br(x0), àêî å èçïúëíåíî ñëåäíîòî óñëîâèå:

σ(f(x1), f(x2)) ≤ µ(ρ(x1, x2))

çà âñÿêî x1, x2 ∈ Br(x0).

Ìíîãîçíà÷íîòî èçîáðàæåíèå F : Y ⇒ X ñå íàðè÷à Îáåí íåï-

ðåêúñíàòî ñ ìîäóë ôóíêöèÿ â y0 çà x0, êúäåòî x0 ∈ F−1(y0),
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àêî ñúùåñòâóâàò ìîäóë ôóíêöèÿ λ è ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè a è b
òàêà, ÷å çà âñÿêî y1, y2 ∈ Bb(y0)

e(F (y1) ∩ Ba(x0), F (y2)) ≤ λ(σ(y1, y2)).

Îçíà÷àâàìå ñ ϕn n-òàòà èòåðàöèÿ íà ôóíêöèÿòà ϕ : J → J,
êúäåòî J å èíòåðâàë â R+ ñúäúðæàù 0, ϕ0(t) = t.

Íåíàìàëÿâàùàòà ôóíêöèÿ ϕ : J → J ñå íàðè÷à Áèàí÷èíè-
Ãðàíäîëôè êàëèáðîâú÷íà ôóíêöèÿ [3] âúðõó J , êúäåòî J å èí-
òåðâàë â R+ ñúäúðæàù 0, àêî å íåïðåêúñíàòà â íóëàòà è

s(t) =
∞∑
n=0

ϕn(t) <∞, çà âñÿêî t ∈ J.

Òóê òðÿáâà äà îòáåëåæèì, ÷å Ptak [24] íàðè÷à ôóíêöèÿòà ϕ : J →
J, óäîâëåòâîðÿâàùà ãîðíîòî óñëîâèå ñòåïåí íà ñõîäèìîñò â J ,
êàòî ϕ óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíîòî ôóíêöèîíàëíî óðàâíåíèå

s(t) = t+ s(ϕ(t)).

Ñëåäâàùàòà òåîðåìà å îáîáùåíèå íà ïðèíöèïà çà ñâèâàùîòî
èçîáðàæåíèå, ðàçãëåäàí â [11] îò A. L. Dontchev and R.T. Rocka�elar,
çà ìíîãîçíà÷íè èçîáðàæåíèÿ. Ðàçëèêàòà å, ÷å â äèñåðòàöèÿòà
ñà èçïîëçâàíè ïî-îáùè ïðåäïîëîæåíèÿ ñúäúðæàùè Áèàí÷èíè-
Ãðàíäîëôè êàëèáðîâú÷íè ôóíêöèè âìåñòî ïñåâäî-ñâèâàùè ìíîãîç-
íà÷íè èçîáðàæåíèÿ.

Òåîðåìà 8. (Òåîðåìà çà íåïîäâèæíàòà òî÷êà çà ìíîãîçíà÷íè
èçîáðàæåíèÿ ñ Áèàí÷èíè-Ãðàíäîëôè êàëèáðîâú÷íè ôóíêöèè ) Íåêà
(X, ρ) å ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è x ∈ X, Φ : X ⇒ X å
ìíîãîçíà÷íî èçîáðàæåíèå è êîíñòàíòàòà a > 0 å òàêàâà, ÷å çà
âñÿêî x ∈ Ba(x), Φ(x) å íåïðàçíî çàòâîðåíî ìíîæåñòâî â X. Íåêà
ôóíêöèÿòà ϕ : J → J, êúäåòî J å èíòåðâàë â R+ ñúäúðæàù 0, å
ðàñòÿùà Áèàí÷èíè-Ãðàíäîëôè êàëèáðîâú÷íà ôóíêöèÿ, çà êîÿòî

s(t) =
∞∑
n=0

ϕn(t) <∞ çà âñÿêî t ∈ J.
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Ïðåäïîëàãàìå, ÷å ñúùåñòâóâà r ∈ J \{0} òàêà, ÷å äà ñà â ñèëà
ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

(a) d(x,Φ(x)) < r, s(r) ≤ a;
(b) e(Φ(u) ∩ Ba(x),Φ(v)) ≤ ϕ(ρ(u, v)) u, v ∈ Ba(x).

Òîãàâà Φ ïðèòåæàâà íåïîäâèæíà òî÷êà â Bs(r)(x), ò.å. ñúùåñò-
âóâà òî÷êà x ∈ Bs(r)(x) òàêàâà, ÷å x ∈ Φ(x).

Ñëåäâàùàòà òåîðåìà å îáîáùåíèå íà òåîðåìàòà çà îáðàòíî-
òî èçîáðàæåíèå (Òåîðåìà 5E.1, ñòð.280, [11]), äîêàçàíà îò A. L.
Dontchev è R.T. Rocka�elar.

Òåîðåìà 9. (Òåîðåìà çà îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå) Íåêà (X, ρ)
å ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî, (Y, σ) å ëèíåéíî ìåòðè÷íî ïðîñ-
òðàíñòâî ñ èíâàðèàíòíà îòíîñíî òðàíñëàöèèòå ìåòðèêà σ è
F : X ⇒ Y å ìíîãîçíà÷íî èçîáðàæåíèå. Íåêà gphF å ëîêàëíî çàò-
âîðåíî ìíîæåñòâî îêîëî (x, y) ∈ gphF. Ôóíêöèÿòà g : X → Y å
ëèïøèöîâà ñ ìîäóë ôóíêöèÿ ψ â x. Íåêà F−1 å Îáåí íåïðåêúñíàòî
îêîëî (y, x) ñ ìîäóë ôóíêöèÿ ϕ è ðàñòÿùàòà ôóíêöèÿ ϕ(ψ(t)), t ∈
J, êúäåòî J å èíòåðâàë â R+ ñúäúðæàù 0, å Áèàí÷èíè-Ãðàíäîëôè
êàëèáðîâú÷íà ôóíêöèÿ, êàòî

s(t) =
∞∑
n=0

ϕn(t) <∞, çà âñÿêî t ∈ J lim
t ↓ 0

s(t) = 0.

Òîãàâà èçîáðàæåíèåòî (g + F )−1 å Îáåí íåïðåêúñíàòî îêîëî (y +
g(x), x) ñ ìîäóë ôóíêöèÿ ν(t) = s(ϕ(t)).

Íåêà f : P ×X → Y å ôóíêöèÿ è (p, x) ∈ P ×X. Ôóíêöèÿòà
h : X → Y ñå íàðè÷à ñòðîãà îöåíêà çà f ñïðÿìî x ðàâíîìåðíî
ïî p â (p, x) ñ ìîäóë ôóíêöèÿ µ, àêî h(x) = f(p, x) è ñúùåñòâóâàò
ìîäóë ôóíêöèÿ µ è îêîëíîñòè U íà x è Q íà p òàêèâà, ÷å çà âñÿêî
x′, x′′ ∈ U è p ∈ Q èìàìå

σ(r(p, x′), r(p, x′′)) ≤ µ(ρ(x′, x′′)),

êúäåòî r(p, x) = f(p, x)− h(x).

Â [11] A. L. Dontchev è R.T. Rocka�elar ïðåäïîëàãàò, ÷å F å
ìåòðè÷íî ðåãóëÿðíî, à g å ëèïøèöîâà ôóíêöèÿ, ñ äàäåíè íåîòðèöà-
òåëíè êîíñòàíòè è äîêàçâàò ìåòðè÷íàòà ðåãóëÿðíîñò íà (g + F )−1.
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Â Òåîðåìà 9 íèå ïðåäïîëîæèõìå òåçè ñâîéñòâà íà F è g ñ ìîäóë
ôóíêöèè è äîêàçàõìå îáîáùåíèå íà òåõíèÿ ðåçóëòàò. Ñëåäâàùàòà
òåîðåìà å îáîáùåíèå íà òåîðåìàòà çà íåÿâíîòî èçîáðàæåíèå (Òåîðå-
ìà 5E.3, ñòð.286, [11]), äîêàçàíà îò A. L. Dontchev è R.T. Rocka�elar.

Òåîðåìà 10. (Òåîðåìà çà íåÿâíîòî èçîáðàæåíèå) Íåêà (X, ρ)
å ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî, (Y, σ) å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî
ñ èíâàðèàíòíà îòíîñíî òðàíñëàöèèòå ìåòðèêà σ è (P, π) å ìåò-
ðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Íåêà f : P × X → Y è F : X ⇒ Y. Ðàçã-
ëåæäàìå îáîáùåíîòî óðàâíåíèå 0 ∈ f(p, x) + F (x) ñ èçîáðàæåíèå
íà ðåøåíèåòî S : p 7→ {x|f(p, x) + F (x) 3 0} çà p ∈ P, êàòî
x ∈ S(p). Íåêà h : X → Y å ñòðîãà îöåíêà çà f ñïðÿìî x, ðàâíî-
ìåðíî ïî p â (p, x) ñ ìîäóë ôóíêöèÿ ψ, ìíîæåñòâîòî gph(h+F ) å
ëîêàëíî çàòâîðåíî â (x, 0) è èçîáðàæåíèåòî (h+F )−1 å Îáåí íåï-
ðåêúñíàòî â 0 çà x ñ ìîäóë ôóíêöèÿ ϕ. Íåêà ðàñòÿùàòà ôóíêöèÿ
k(t) = ϕ(ψ(t)), t ∈ J, êúäåòî J å èíòåðâàë â R+ ñúäúðæàù 0, å
Áèàí÷èíè-Ãðàíäîëôè êàëèáðîâú÷íà ôóíêöèÿ, êàòî

s(t) =
∞∑
n=0

kn(t) <∞ çà âñÿêî t ∈ J lim
t ↓ 0

s(t) = 0.

è ôóíêöèÿòà f å ëèïøèöîâà ñïðÿìî p, ðàâíîìåðíî ïî x îêîëî (p, x),
ñ ìîäóë ôóíêöèÿ χ.

Òîãàâà S å Îáåí íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå â p çà x ñ ìîäóë
ôóíêöèÿ s ◦ ϕ ◦ χ.

Òåîðåìà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ è ñèëíà ìåòðè÷íà ðå-

ãóëÿðíîñò â ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàíî å îáîáùåíèå íà ïðèíöèïà çà ñâèâàùèòå èçîáðàæå-
íèÿ çà åäíîçíà÷íè èçîáðàæåíèÿ, êàòî îòíîâî ñà èçïîëçâàíè ïî-
îáùè ïðåäïîëîæåíèÿ ñúäúðæàùè Áèàí÷èíè-Ãðàíäîëôè êàëèáðî-
âú÷íè ôóíêöèè âìåñòî ïñåâäî-ñâèâàùè ìíîãîçíà÷íè èçîáðàæåíèÿ.

Òåîðåìà 11. (Òåîðåìà çà íåïîäâèæíàòà òî÷êà ñ Áèàí÷èíè-
Ãðàíäîëôè ôóíêöèè çà åäíîçíà÷íè èçîáðàæåíèÿ) Íåêà (X, ρ) å ïúë-
íî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî, x ∈ X, Φ : X → X å íåïðåêúñíàòà
ôóíêöèÿ. Íåêà ôóíêöèÿòà ϕ : J → J, êúäåòî J å èíòåðâàë â R+,
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ñúäúðæàù 0, å ðàñòÿùà Áèàí÷èíè-Ãðàíäîëôè êàëèáðîâú÷íà ôóíê-
öèÿ, ò.å.

s(t) =
∞∑
n=0

ϕn(t) <∞, çà âñÿêî t ∈ J.

Ïðåäïîëàãàìå, ÷å ñúùåñòâóâà êîíñòàíòàòà a > 0 è r ∈ J òàêà,
÷å äà ñà â ñèëà ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

(a) ρ(x,Φ(x)) ≤ r, s(r) ≤ a;
(b) ρ(Φ(u),Φ(v)) ≤ ϕ(ρ(u, v)), u, v ∈ Ba(x).

Òîãàâà Φ ïðèòåæàâà åäèíñòâåíà íåïîäâèæíà òî÷êà â Bs(r)(x),
ò.å. ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà òî÷êà x ∈ Bs(r)(x) òàêàâà, ÷å x =
Φ(x).

Èçîáðàæåíèåòî F : X ⇒ Y, çà êîåòî (p, x) ∈ gphF, ñå íàðè÷à
ñèëíî ìåòðè÷íî ðåãóëÿðíî ñ ìîäóë ôóíêöèÿ â x çà y, àêî
íåãîâîòî îáðàòíî èçîáðàæåíèå F−1 èìà åäíîçíà÷íà ëèïøèöîâà ëî-
êàëèçàöèÿ îêîëî y çà x ñ ìîäóë ôóíêöèÿ.

Ñëåäâàùàòà òåîðåìà å îáîáùåíèå íà òåîðåìàòà çà îáðàòíàòà
ôóíêöèÿ (Òåîðåìà 5F.1, ñòð.292, [11]), äîêàçàíà îò A. L. Dontchev è
R.T. Rocka�elar.

Òåîðåìà 12. (Òåîðåìà çà îáðàòíàòà ôóíêöèÿ ñúñ ñèëíà ìåò-
ðè÷íà ðåãóëÿðíîñò) Íåêà (X, ρ) å ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî,
(Y, σ) å ëèíåéíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî ñ èíâàðèàíòíà îòíîñíî
òðàíñëàöèèòå ìåòðèêà σ è F : X ⇒ Y å ìíîãîçíà÷íî èçîáðàæå-
íèå, (x, y) ∈ gphF, U å îêîëíîñò íà x, V å îêîëíîñò íà y. Ôóíê-
öèÿòà g : X → Y å ëèïøèöîâà ñ ìîäóë ôóíêöèÿ µ âúðõó U. Íåêà
y 7→ F−1(y) ∩ U å ëèïøèöîâà ôóíêöèÿ âúðõó V ñ ìîäóë ôóíêöèÿ
k è ôóíêöèÿòà ϕ(t) = k(µ(t)), t ∈ J, êúäåòî J å èíòåðâàë â R+,
ñúäúðæàù 0, å Áèàí÷èíè-Ãðàíäîëôè êàëèáðîâú÷íà ôóíêöèÿ, êàòî

s(t) =
∞∑
n=0

ϕn(t) <∞, çà âñÿêî t ∈ J lim
t ↓ 0

s(t) = 0.

Íåêà k−1 − µ å ìîíîòîííî ðàñòÿùà ôóíêöèÿ.
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Òîãàâà ñúùåñòâóâàò îêîëíîñòè U ′ íà x è V ′ íà y òàêèâà,
÷å èçîáðàæåíèåòî y → (g + F )−1(y) ∩ U ′ å ëèïøèöîâà ôóíêöèÿ â
g(x) + V ′ ñ ìîäóë ôóíêöèÿ (k−1 − µ)−1.

Ñëåäâàùàòà òåîðåìà å îáîáùåíèå íà òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà
ôóíêöèÿ (Òåîðåìà 5F.4, ñòð.294, [11]), äîêàçàíà îò A. L. Dontchev è
R.T. Rocka�elar.

Òåîðåìà 13. (Òåîðåìà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ ñúñ ñèëíà ìåò-
ðè÷íà ðåãóëÿðíîñò) Íåêà (X, ρ) å ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñò-
âî, (Y, σ) å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî ñ èíâàðèàíòíà îòíîñíî òðàí-
ñëàöèèòå ìåòðèêà σ è (P, π) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Íåêà
f : P × X → Y è F : X ⇒ Y. Ðàçãëåæäàìå îáîáùåíîòî óðàâ-
íåíèå 0 ∈ f(p, x) + F (x) ñ èçîáðàæåíèå íà ðåøåíèåòî

S : p 7→ {x|f(p, x) + F (x) 3 0} çà p ∈ P,

êàòî x ∈ S(p). Íåêà f(·, x) å íåïðåêúñíàòà â p è h : X → Y å ñòðî-
ãà îöåíêà çà f ñïðÿìî x ðàâíîìåðíî ïî p â (p, x) ñ ìîäóë ôóíêöèÿ
ψ(·). Íåêà èçîáðàæåíèåòî h + F å ñèëíî ìåòðè÷íî ðåãóëÿðíî â x
çà 0 ñ ìîäóë ôóíêöèÿ ϕ(·). Íåêà ôóíêöèÿòà k(t) = ϕ ◦ψ(t), t ∈ J,
êúäåòî J å èíòåðâàë â R+ ñúäúðæàù 0, å Áèàí÷èíè-Ãðàíäîëôè
êàëèáðîâú÷íà ôóíêöèÿ,êàòî

s1(t) =
∞∑
n=0

kn(t) <∞, çà âñÿêî t ∈ J lim
t ↓ 0

s1(t) = 0.

Òîãàâà S ïðèòåæàâà åäíîçíà÷íà ëîêàëèçàöèÿ s îêîëî p çà x.
Îñâåí òîâà, àêî få ëèïøèöîâà ñïðÿìî p ðàâíîìåðíî ïî x â (p, x) ñ
ìîäóë ôóíêöèÿ χ(·) è ϕ−1(·)−ψ(·) å ìîíîòîííî ðàñòÿùà ôóíêöèÿ,
òî s å ëèïøèöîâà ôóíêöèÿ îêîëî p çà x ñ ìîäóë ôóíêöèÿ (ϕ−1 −
ψ)−1 ◦ χ(·).
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Çàêëþ÷åíèå (Àâòîðñêà ñïðàâêà)

Ïðèíîñèòå â íàñòî÷ùàòà äèñåðòàöèÿ ñà ïîìåñòåíè âúâ âòîðà è
òðåòà ãëàâà è ñà ïóáëèêóâàíè â íàó÷íàòà ëèòåðàòóðà. Ïðè äîêàçà-
òåëñòâîòî íà òåîðåìèòå â äèñåðòàöèÿòà ñà èçïîëçâàíè òåõíèêè ðàç-
ðàáîòåíè îò A. L. Dontchev è R.T. Rocka�elar â [11]. Â äèñåðòàöèÿòà
ñà ðàçãëåäàíè ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà ïàðàìåòðèçèðàíè îáîáùåíè
óðàâíåíèÿ, êàòî çà âñåêè îò ðàçãëåäàíèòå ìåòîäè å äîêàçàíà ðàâíî-
ìåðíà ñõîäèìîñò, íà áàçàòà íà êîÿòî å äîêàçàíà òåîðåìà çà íåÿâíàòà
ôóíêöèÿ çà èçîáðàæåíèåòî íà ðåøåíèåòî íà òåçè óðàâíåíèÿ. Âñåêè
åäèí îò òåçè ìåòîäè å ðàçðàáîòåí ïðåäâàðèòåëíî â ëèòåðàòóðàòà, íî
çà îáîáùåíè óðàâíåíèÿ áåç ïàðàìåòúð.

Â ãëàâà 2 å äîêàçàíà êâàäðàòè÷íà ñõîäèìîñò íà ìåòîä îò Íþ-
òîíîâ òèï, âêëþ÷âàù ïîòî÷êîâà àïðîêñèìàöèÿ. Ìåòîäúò ñå èçïîë-
çâà çà ðåøàâàíå íà ïàðàìåòðèçèðàíè îáîáùåíè óðàâíåíèÿ, â êîè-
òî ó÷àñòâà ëèïøèöîâà ñïðÿìî ïàðàìåòúðà ôóíêöèÿ è ìíîãîçíà÷íî
èçîáðàæåíèå. Çà èçîáðàæåíèåòî íà ðåøåíèåòî íà òàêèâà óðàâíåíèÿ
ñå äîêàçâà, ÷å ïðèòåæàâà åäíîçíà÷íà ëèïøèöîâà ëîêàëèçàöèÿ. Íàï-
ðàâåíè ñà îöåíêè íà ëèïøèöîâèÿ ìîäóë íà òàçè ëîêàëèçàöèÿ, êàêòî
ñïðÿìî ïðîìåíëèâàòà, òàêà è ïî ïàðàìåòúðà. Ïðåäèìñòâîòî íà òîçè
ìåòîä â ñðàâíåíèå ñ ìåòîä íà Íþòîí å, ÷å ìîæå äà áúäå ïðèëàãàí è
çà íåãëàäêè ôóíêöèè, íî ïðèòåæàâàùè ïîòî÷êîâà àïðîêñèìàöèÿ è
íåçàâèñèìî îò òåçè ïî-ñëàáè èçèñêâàíèÿ çà ôóíêöèÿòà, ñõîäèìîñòòà
îòíîâî å êâàäðàòíà.

Âòîðèÿò ðàçãëåäàí ìåòîä å ìåòîä íà õîðäèòå çà ðåøàâàíå íà
ïàðàìåòðèçèðàíè îáîáùåíè óðàâíåíèÿ. Â ìåòîäà ó÷àñòâàò: - ôóí-
êöèÿ, êîÿòî å íåïðåêúñíàòî Ôðåøå äèôåðåíöèðóåìà ñïðÿìî ïðî-
ìåíëèâàòà è ëèïøèöîâà ñïðÿìî ïàðàìåòúðà; - ëèíååí íåïðåêúñíàò
îïåðàòîð, êîéòî å íà èçâåñòíî ðàçñòîÿíèå îò ïðîèçâîäíàòà ïî Ôðå-
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øå. Äîêàçâà ñå, ÷å ìåòîäà å ñõîäÿù êúì åäíîçíà÷íàòà ëîêàëèçàöèÿ
íà èçîáðàæåíèåòî íà ðåøåíèåòî íà îáîáùåíîòî óðàâíåíèå. Çà òàçè
ëîêàëèçàöèÿ ñå äîêàçâà, ÷å å ëèïøèöîâà è ñà íàïðàâåíè îöåíêè íà
ëèïøèöîâèòå ìîäóëè íà ëîêàëèçàöèÿòà. Êàòî ïðåäèìñòâî íà òîçè
ìåòîä ìîæå äà ñå ïîñî÷è, ÷å çà ðàçëèêà îò ìåòîä íà Íþòîí íå ñå
íàëàãà èç÷èñëÿâàíå íà ïðîèçâîäíàòà ïî Ôðåøå âúâ âñÿêà èòåðàöèÿ,
à ñå èçïîëçâà åäèí è ñúù îïåðàòîð.

Â ãëàâà 2 å ïðåäñòàâåí è ìåòîä íà ñåêóùèòå çà ðåøàâàíå ïàðà-
ìåòðèçèðàíè îáîáùåíè óðàâíåíèÿ, â êîéòî ó÷àñòâàò äâå ôóíêöèè è
åäíî ìíîãîçíà÷íî èçîáðàæåíèå. Åäíàòà îò ôóíêöèèòå å äèôåðåíöè-
ðóåìà ïî Ôðåøå ñïðÿìî ïðîìåíëèâàòà â îêîëíîñò íà ðåøåíèåòî, à
äðóãàòà å äèôåðåíöèðóåìà ïî Ôðåøå ñàìî â ðåøåíèåòî, íî ìîæå è
äà íå å â îêîëíîñò íà ðåøåíèåòî. Âòîðàòà ôóíêöèÿ ó÷àñòâà â ìåòîäà
ñúñ ñâîÿòà ðàçäåëåíà ðàçëèêà îò ïúðâè ðåä. Çà òîçè ìåòîä å äîêà-
çàíà òåîðåìà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ. Ìåòîäúò å ïîëåçåí â ñëó÷àèòå,
êîãàòî ôóíêöèÿòà å ñóìà îò íåãëàäêà è ãëàäêà ôóíêöèÿ, êàòî çà
ãëàäêàòà ôóíêöèÿ å ïðèëîæåí ïî-áúðçî ñõîäÿùèÿ ìåòîä íà Íþòîí,
à çà íåãëàäêàòà ôóíêöèÿ ñå èçïîëçâà àïðîêñèìàöèÿ ñ ðàçäåëåíàòà
ðàçëèêà îò ïúðâè ðåä.

Â ãëàâà 3 å äîêàçàíî îáîáùåíèå íà ïðèíöèïà çà ñâèâàùîòî èçîá-
ðàæåíèå, ðàçãëåäàí â [11] îò A. L. Dontchev and R.T. Rocka�elar,
çà ìíîãîçíà÷íè èçîáðàæåíèÿ, ñ òàçè ðàçëèêà, ÷å èçïîëçâàìå ïî-
îáùè ïðåäïîëîæåíèÿ ñúäúðæàùè Áèàí÷èíè-Ãðàíäîëôè êàëèáðî-
âú÷íè ôóíêöèè âìåñòî ïñåâäî-ñâèâàùè ìíîãîçíà÷íè èçîáðàæåíèÿ.
Èçïîëçâàéêè òîçè ïðèíöèï, å äîêàçàíà òåîðåìà çà îáðàòíîòî èçîá-
ðàæåíèå è òåîðåìà çà íåÿâíîòî èçîáðàæåíèå, êàòî ñå èçïîëçâà îáîá-
ùåíèå íà ïîíÿòèåòî Îáåí íåïðåêúñíàòîñò ñ ïîìîùòà íà ìîäóë ôóí-
êöèè. Òîâà ðàçøèðÿâà êëàñúò íà çàäà÷èòå, çà êîèòî òåîðåìèòå ìîãàò
äà ñå ïðèëîæàò. Äàâà ñå ïðèìåð çà ôóíêöèÿ, êîÿòî å êàëèáðîâú÷-
íà, íî íå å ñâèâàùî èçîáðàæåíèå. Äàäåí å ïðèìåð çà ëèïøèöîâà
ôóíêöèÿ ñ ìîäóë ôóíêöèÿ, êîÿòî íå å ëèïøèöîâà â òðàäèöèîííèÿ
ñìèñúë ñ êîíñòàíòà è ïðèìåð çà ìåòðè÷íî ðåãóëÿðíî ìíîãîçíà÷-
íî èçîáðàæåíèå ñ ìîäóë ôóíêöèÿ, êîåòî íå å ìåòðè÷íî ðåãóëÿð-
íî ñ êîíñòàíòà. Âúâ âòîðèÿ ïàðàãðàô íà òðåòà ãëàâà å íàïðàâåíî
îáîáùåíèå íà ïðèíöèïà çà ñâèâàùîòî èçîáðàæåíèå çà åäíîçíà÷íè
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èçîáðàæåíèÿ, êàòî îòíîâî ñà èçïîëçâàíè ïî-îáùè ïðåäïîëîæåíèÿ
ñúäúðæàùè Áèàí÷èíè-Ãðàíäîëôè êàëèáðîâú÷íè ôóíêöèè âìåñòî
ïñåâäî-ñâèâàùè ìíîãîçíà÷íè èçîáðàæåíèÿ. Îáîáùåíè ñà òåîðåìàòà
çà îáðàòíàòà ôóíêöèÿ è òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ, äîêàçà-
íè îò A. L. Dontchev è R.T. Rocka�elar â [11], êàòî å èçïîëçâàíî
îáîáùåíèå íà ïîíÿòèåòî ñèëíà ìåòðè÷íà ðåãóëÿðíîñò ñ ïîìîùòà íà
ìîäóë ôóíêöèè.
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Áëàãîäàðíîñòè
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òåëíîñò êúì ìîÿ íàó÷åí ðúêîâîäèòåë ÷ë.êîð.ïðîô. ä.ì.í. Þ. Ðå-
âàëñêè, áåç êîéòî òàçè ðàáîòà íå áè áèëà âúçìîæíà, çà òúðïåíèåòî,
ïîäêðåïàòà è èíòåðåñà êúì ìîÿòà ðàáîòà. Âúçïîëçâàì ñå îò âúçìîæ-
íîñòòà äà áëàãîäàðÿ íà ãë. àñ. ä-ð. Ðóìåí Ìàðèíîâ, êîéòî íàñî÷è
èíòåðåñèòå ìè êúì âàðèàöèîííèÿò àíàëèç, çà ìîðàëíàòà ïîäêðåïà
è öåííèòå èäåè. Ñïåöèàëíè áëàãîäàðíîñòè íà êîëåãèòå îò ñåêöèÿ
Èçñëåäâàíå íà îïåðàöèèòå íà ÈÌÈ íà ÁÀÍ çà îòçèâ÷èâîñòòà è èí-
òåðåñà êúì ìîÿòà ðàáîòà. Áëàãîäàðíîñò äúëæà è íà ðúêîâîäñòâîòî
íà ÒÓ-Âàðíà è ñïåöèàëíî íà äîö. ä-ð Ñðåáðà Áëàãîåâà çà ñúçäàäåíà-
òà òâîð÷åñêà àòìîñôåðà â ñåêöèÿ Ìàòåìàòèêà è çà ïðåäîñòàâåíèòå
ôèíàíñîâè è òåõíè÷åñêè ñðåäñòâà.
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