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I. ÎÁÙÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ

Àêòóàëíîñò íà ïðîáëåìà

Íàñòîÿùèÿò äèñåðòàöèîíåí òðóä ñúäúðæà ðåçóëòàòè, ïîëó÷åíè ïðè èçñëåäâàíåòî íà
äèçàéíè â äâîè÷íîòî Õåìèíãîâî ïðîñòðàíñòâî H(n, 2) è åäèíè÷íàòà ñôåðà Sn−1 â n-ìåðíîòî
Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn, êîèòî ñà êëàñè÷åñêè ïðèìåðè ñúîòâåòíî çà êðàéíî è áåçêðàéíî
àíòèïîäàëíî ïîëèíîìèàëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî (ÀÏÌÏ).

Äèçàéíèòå â Õåìèíãîâè ïðîñòðàíñòâà ñà ðàçãëåäàíè çà ïðúâ ïúò îò Ðàî ïðåç 40-
òå ãîäèíè íà XX âåê êàòî êîìáèíàòîðíè ñòðóêòóðè ñ ïðèëîæåíèå â ñòàòèñòèêàòà. Òå ñå
íàðè÷àò îùå îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñúñ ñèëà τ [23] èëè τ - íåçàâèñèìè ìíîæåñòâà [3].

Àêî C å τ -äèçàéí, τ ≥ 1, òî C å τ ′-äèçàéí çà âñÿêî τ ′ ∈ {0, 1, . . . , τ − 1}. Òúé êàòî
H(n, 2) å n-äèçàéí, òî ïðîèçâîëåí τ -äèçàéí â H(n, 2) çà τ < n å àïðîêñèìàöèÿ íà öÿëîòî
ïðîñòðàíñòâî H(n, 2), êàòî ïàðàìåòúðúò τ õàðàêòåðèçèðà ñòåïåíòà íà àïðîêñèìàöèÿ. Òîâà
îáÿñíÿâà óñïåøíîòî ïðèëîæåíèå íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè â ñòàòèñòèêàòà [46], â òåîðèÿòà
íà êîäèðàíåòî è êðèïòîãðàôèÿòà [33].

Åäíà âðúçêà [23, 24, 42] ìåæäó êîäîâåòå, êîðèãèðàùè ãðåøêè, è τ -äèçàéíèòå â H(n, 2)
å ñëåäíàòà: çà âñåêè ëèíååí êîä C ⊂ H(n, 2) å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî τ(C) = d′(C) − 1,
êúäåòî d′(C) å äóàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà C (òîåñò ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà äóàëíèÿ êîä).

Â òîçè ñìèñúë çàäà÷àòà çà èçñëåäâàíå íà ìèíèìàëíè (ïî ìîùíîñò) τ -äèçàéíè å äóàëíà íà
ò.íàð. îñíîâíà çàäà÷à íà òåîðèÿòà íà êîäèðàíåòî çà èçñëåäâàíå íà ìàêñèìàëíè (ïî ìîùíîñò)
êîäîâå ñ ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå ïîíå d è äóàëíî ðàçñòîÿíèå d′ = τ + 1.

Â êíèãàòà "Îðòîãîíàëíè ìàñèâè: òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ" [33], àâòîðèòå Õåäàÿò, Ñëîåí
è Ñòúôêåí îïèñâàò ðåäèöà ñâîéñòâà è êîíñòðóêöèè, ïîêàçâàò âðúçêèòå íà îðòîãîíàëíèòå
ìàñèâè ñ êîìáèíàòîðèêàòà, òåîðèÿòà íà êðàéíèòå ïîëåòà, òåîðèÿòà íà êîäèðàíåòî è êðèï-
òîãðàôèÿòà. Ïîðàäè øèðîêîòî èì ïðèëîæåíèå çà τ -äèçàéíèòå ñà ñúçäàäåíè ðåäèöà web-
áèáëèîòåêè êàòî http://www2.research.att.com/ njas/oadir/index.html è
http://support.sas.com/techsup/technote/ts723.html.

Ñôåðè÷íèòå äèçàéíè ñà ðàçãëåäàíè çà ïðúâ ïúò êàòî àíàëîã íà êëàñè÷åñêèòå êîì-
áèíàòîðíè äèçàéíè îò Äåëñàðò-Ãüîòàëñ-Çàéäåë [25] ïðåç 1977ã. Â ÷èñëåíèòå ìåòîäè òî÷êè-
òå íà ñôåðè÷åí äèçàéí ñúñ ñèëà τ ñå ðàçãëåæäàò êàòî âúðõîâå íà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà
îò ×åáèøåâ òèï (ò.å. ñ åäíàêâè òåãëà) ñ àëãåáðè÷íà ñòåïåí íà òî÷íîñò τ (âèæ íàïðèìåð
[29, 30, 35, 36]). Òîçè ôàêò îáÿñíÿâà èíòåðåñà íà ó÷åíè îò äðóãè îáëàñòè [31, 41, 44, 45]
(íàé-âå÷å ôèçèöè è àñòðîíîìè) êúì ñôåðè÷íèòå äèçàéíè.

Ñôåðè÷íèòå 1-äèçàéíè ñà êîäîâå, ÷èéòî öåíòúð íà òåæåñòòà ñúâïàäà ñ öåíòúðà íà åäè-
íè÷íàòà ñôåðà. Ñôåðè÷íèòå 2-äèçàéíè ñúâïàäàò ñ êîíôèãóðàöèèòå, ðàçãëåæäàíè îò Øëåô-
ëè è íàðè÷àíè îò íåãî eutactic star (âèæ [21, 25, 43, 49]). Âñåêè ñôåðè÷åí äèçàéí âîäè äî
ñúùåñòâóâàíåòî íà òúæäåñòâà îò âèäà

(x21 + · · ·+ x2n)
r =

N∑
i=1

λi(ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn)
2r,

êîåòî (çà ðàöèîíàëíè λi è öåëè aij) èãðàå âàæíà ðîëÿ ïðè ðåøàâàíåòî íà ïðîáëåìà íà
Âàðèíã. Âðúçêàòà ìåæäó ñôåðè÷íèòå äèçàéíè è òúæäåñòâà îò ãîðíèÿ âèä å èçñëåäâàíà îò
Ðåçíèê [47, 48].

Ïîñî÷åíèòå ôàêòè ïîä÷åðòàâàò, ÷å âúïðîñèòå çà ãðàíèöèòå íà ïàðàìåòðèòå, çà êîèòî
äèçàéíè â H(n, 2) è Sn−1 ñúùåñòâóâàò, ñà îò îñîáåíà âàæíîñò. Êëàñè÷åñêèòå ðåçóëòàòè â
òåçè çàäà÷è ñà ïîëó÷åíè ÷ðåç ëèíåéíî ïðîãðàìèðàíå, ÷ðåç èçñëåäâàíå ñòðóêòóðàòà íà ðàçã-
ëåæäàíèòå îáåêòè è ÷ðåç êîíñòðóêòèâíè ïîäõîäè. Ïîëó÷àâàíåòî íà ðàçëè÷íè îãðàíè÷åíèÿ
âîäè äî èçâîäè çà íåñúùåñòâóâàíå èëè êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè.
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Ñ M îçíà÷àâàìå äâîè÷íîòî Õåìèíãîâî ïðîñòðàíñòâî H(n, 2) èëè åäèíè÷íàòà ñôåðà
Sn−1.

Äåôèíèöèÿ 1.2.1. Âñÿêî êðàéíî íåïðàçíî ïîäìíîæåñòâî C ⊂ M ñå íàðè÷à êîä (àêî
M = Sn−1, C ñå íàðè÷à ñôåðè÷åí êîä).

Êîäúò C ⊂ M ñå íàðè÷à àíòèïîäàëåí, àêî C = −C. Íàé-âàæíèòå ïàðàìåòðè íà êîä
C ⊂ M ñà: ðàçìåðíîñò; ìîùíîñò M = |C|; ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå d(C) = min{d(x, y) :
x, y ∈ C, x 6= y} è ìàêñèìàëíî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå çà ñôåðè÷åí êîä) s = s(C) =
max{σM(d(x, y)) : x, y ∈ C, x 6= y}, êúäåòî σM å ñòàíäàðòíàòà ñóáñòèòóöèÿ çà ñúîòâåòíîòî
àíòèïîäàëíî ïîëèíîìèàëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå è ìàêñèìàë-
íîòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå ñà ñâúðçàíè ñ ðàâåíñòâîòî s(C) = σM(d(C)). Êîä C ⊂ Sn−1 ñ
òåçè ïàðàìåòðè îçíà÷àâàìå êàòî (n,M, s)-êîä. Äðóã ïàðàìåòúð çà ñôåðè÷åí êîä C å ìèíè-
ìàëíîòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå (èëè ìèíèìàëåí êîñèíóñ) `(C) = min{σM(d(x, y)) : x, y ∈
C, x 6= y}.

Åêâèâàëåíòíà äåôèíèöèÿ çà äèçàéíè â äâîè÷íîòî Õåìèíãîâî ïðîñòðàíñòâî H(n, 2) å
ñëåäíàòà.

Äåôèíèöèÿ 1.2.14. Êîä C ⊂ H(n, 2), çà êîéòî âñÿêà M × τ ïîäìàòðèöà íà M × n
ìàòðèöàòà íà C ñúäúðæà âñÿêà íàðåäåíà τ -îðêà îò H(τ, 2) òî÷íî |C|2τ ïúòè êàòî ðåäîâå, ñå
íàðè÷à τ -äèçàéí â H(n, 2). Ìàêñèìàëíîòî ÷èñëî τ , çà êîåòî C å τ -äèçàéí ñå íàðè÷à ñèëà íà
äèçàéíà.

Äèçàéí C ⊂ H(n, 2) ñ ìîùíîñò M è ñèëà τ ùå îçíà÷àâàìå ñ τ -(n,M). ×èñëîòî λ = |C|
2τ

ñå íàðè÷à èíäåêñ íà C.

Äåôèíèöèÿ 1.2.22. (Äåëñàðò-Ãüîòàëñ-Çàéäåë [25]) Ñôåðè÷íèÿò êîä C ⊂ Sn−1 ñå íà-
ðè÷à ñôåðè÷åí τ -äèçàéí (τ ≥ 0 å öÿëî ÷èñëî), àêî ðàâåíñòâîòî∫

Sn−1

f(x)dµ(x) =
1

|C|
∑
x∈C

f(x)

å èçïúëíåíî çà âñåêè ïîëèíîì f(x) = f(x1, x2, . . . , xn) îò ñòåïåí, íåíàäìèíàâàùà τ .

Ãîðíàòà äåôèíèöèÿ äàâà âðúçêà ìåæäó ÷èñëåíîòî ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëè âúðõó Sn−1
è ñôåðè÷íèòå äèçàéíè è å åäíà îò ìîòèâàöèèòå çà èçó÷àâàíåòî íà ñôåðè÷íèòå äèçàéíè.

Ñëåäâàùàòà òåîðåìà å îñíîâåí èíñòðóìåíò çà èçñëåäâàíå íà ïàðàìåòðèòå íà êîäîâå è
äèçàéíè â ÀÏÌÏ.

Òåîðåìà 1.2.4. [37] Çà âñåêè ïîëèíîì f(t) =
k∑
i=0

fiQi(t) è çà âñåêè êîä C ⊂M å â ñèëà

ñëåäíîòî ðàâåíñòâî:

| C | f(1) +
∑

x,y∈C,x6=y
f(σM(d(x, y))) = | C |2f0 +

k∑
i=1

fi
ri

ri∑
j=1

|
∑
x∈C

vij(x) |
2
, (0.0.1)

êúäåòî ri = dim(Vi) è {vij(x) : 1 ≤ j ≤ ri}, i = 0, 1, . . . , å îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà âçàèìíî
îðòîãîíàëíèòå êðàéíîìåðíè ïîäïðîñòðàíñòâà Vi, çà êîèòî L2(M) = V0 ⊕ V1 ⊕ · · · ⊕ VN .

Åäíà îò îñíîâíèòå òåõíèêè çà èçñëåäâàíå íà äèçàéíè å ò. íàð. ïîëèíîìèàëåí ïîäõîä.
Òîçè ïîäõîä ñå îñíîâàâà íà ñëåäíîòî íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå êîäúò C ⊂ M äà å
τ -äèçàéí â M, èçïîëçâàíî ÷åñòî êàòî åêâèâàëåíòíà äåôèíèöèÿ (âèæ íàïðèìåð Ôàçåêàø-
Ëåâåíùåéí [28]) çà äèçàéíè.

Òåîðåìà 1.2.5. [37] Íåêà M å ÀÏÌÏ, τ ≥ 1. Êîä C ⊂ M å τ -äèçàéí â M, òîãàâà è
ñàìî òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêî y ∈ M è çà âñåêè ðåàëåí ïîëèíîì îò ñòåïåí íàé-ìíîãî τ å â
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ñèëà: ∑
x∈C

f(σM(d(x, y))) = f0|C|, (0.0.2)

êúäåòî f0 å ïúðâèÿò êîåôèöèåíò â ðàçëàãàíåòî f(t) =
k∑
i=0

fiQi(t) ïî ÇÑÔ íàM.

Çà äèçàéíè âM ñå òúðñÿò ãðàíèöè íà âåëè÷èíàòà

B(n, τ) = min{M = |C| : ñúùåñòâóâà τ -äèçàéí C ⊂M}

ïðè ôèêñèðàíè n è τ . Ãðàíèöè çà B(n, τ) â (êðàéíîòî H(n, 2) è áåçêðàéíîòî Sn−1) ÀÏÌÏ
ñà ïîëó÷åíè â [8, 9, 17, 18, 22, 23, 25, 27].

Â Õåìèíãîâîòî ïðîñòðàíñòâî ãðàíèöàòà íà Äåëñàðò çà τ -äèçàéíè è ãðàíèöàòà íà Ðàî
ñúâïàäàò. Äîáðå èçâåñòíèòå ãðàíèöè íà Rao [46] è Õåìèíã ñà óíèâåðñàëíè ãðàíèöè îò âèäà

D(n, τ) ≤ |C| ≤ 2n

D(n, d(C)− 1)
, (0.0.3)

êúäåòî çà D(n, τ) èìàìå

D(n, τ) =

{∑k
j=0

(
n
j

)
, ïðè τ = 2k,

2
∑k

j=0

(
n−1
j

)
, ïðè τ = 2k − 1.

(0.0.4)

Êîäîâå, êîèòî äîñòèãàò ëÿâàòà èëè äÿñíàòà ñòðàíà íà (0.0.4) ñå íàðè÷àò ñúîòâåòíî ïëúòíè
äèçàéíè è ñúâúðøåíè êîäîâå.

Äîëíà ãðàíèöà çà B(n, τ) çà ñôåðè÷íè τ -äèçàéíè å êëàñè÷åñêàòà ãðàíèöà íà Äåëñàðò-
Ãüîòàëñ-Çàéäåë [25].

B(n, τ) ≥

{(
n+k−1
n−1

)
+
(
n+k−2
n−1

)
, àêî τ = 2k,

2
(
n+k−2
n−1

)
, àêî τ = 2k − 1.

(0.0.5)

ÊîãàòîM = H(n, 2) çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà äîëíà ãðàíèöà íà B(n, τ) e åêâèâàëåíòíà
íà çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà äîëíà ãðàíèöà íà

L(n, τ) = min{λ : ñúùåñòâóâà τ -äèçàéí C ⊂ H(n, 2)},

òúé êàòî ìîùíîñòòà |C| ïðè ôèêñèðàíî τ å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà îò λ.
Èçâåñòíèòå ãðàíèöè çà L(n, τ) ñà ñúáðàíè îò Õåäàÿò, Ñëîåí è Ñòúôêåí â êíèãàòà [33]. Â

Òàáëèöà 1.1 ïðåäñòàâÿìå ÷àñò îò Òàáëèöà 12.1 îò òàçè êíèãà, êîÿòî ñúäúðæà ðàçãëåæäàíèòå
îò íàñ îòâîðåíè ñëó÷àè. Çà âñÿêî n îò 4 äî 14 è âñÿêî τ îò 4 äî 10 ñà äàäåíè ìèíèìàëíèòå

âúçìîæíè èíäåêñè λ = |C|
2τ , çà êîèòî ñúùåñòâóâà τ -äèçàéí.

Îçíà÷åíèåòî λ0 � λ1 â Òàáëèöà 1.1 ïîêàçâà, ÷å âñåêè τ -äèçàéí ñúñ ñúîòâåòíèòå n è τ
òðÿáâà äà èìà èíäåêñ íå ïî-ìàëúê îò λ0, à τ -äèçàéí ñ èíäåêñ λ1 å èçâåñòåí.
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Òàáëèöà 1.1: Äîëíè ãðàíèöè çà L(n, τ)
HHH

HHHn
τ

4 5 6 7 8 9 10

4 1
5 1 1
6 2 1 1
7 sz4 2 1 1
8 4c sz4 2 1 1
9 6�8 4c 4 2 1 1
10 6�8 6�8 sz6�8 4 2 1 1
11 6�8 6�8 8c sz6�8 4 2 1
12 7�8 6�8 12�16 8c 6�8 4 2
13 8 7�8 16 12�16 10�16 6�8 4
14 8 8 16 16 16c 10�16 6�8

Äðóã âàæåí ïàðàìåòúð íà äèçàéíè â H(n, 2) å òåõíèÿò ðàäèóñ íà ïîêðèòèå.

Äåôèíèöèÿ 3.1.1. ×èñëîòî ρ(C) = max
y∈H(n,2)

min
x∈C

d(x, y) ñå íàðè÷à ðàäèóñ íà ïîêðèòèå

íà C.

Àêî ðàáîòèì ñúñ ñêàëàðíèòå ïðîèçâåäåíèÿ, ÷èñëîòî tc = 1 − 2ρ(C)
n = min

y∈H(n,2)
max
x∈C
〈x, y〉

ñúùî íàðè÷àìå ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà C.

Ôàçåêàø-Ëåâåíùåéí [28, Òåîðåìà 2] ïîëó÷àâàò ñëåäíàòà äîëíà ãðàíèöà çà tc (èëè ãîðíà
çà ρ(C)), êîÿòî çàâèñè ñàìî îò ðàçìåðíîñòòà è ñèëàòà íà äèçàéíà: àêî C å (2k − ε)-äèçàéí,
òî

tc ≥ tFL = t0,1−εk , (0.0.6)

êúäåòî t0,1−εk å íàé-ãîëåìèÿò êîðåí íà ñúîòâåòíèÿ ñúñåäåí ïîëèíîì. Òå îòáåëÿçâàò ñúùî, ÷å
çà âñÿêî τ = 1, 2, . . . ñúùåñòâóâàò ïëúòíè τ -äèçàéíè, äîñòèãàùè ãðàíèöàòà (0.0.6).

Ïî àíàëîãèÿ ñúñ ñôåðè÷íèòå äèçàéíè (âæ. [2, 10]) âúâåæäàìå íîâà ÷èñëîâà õàðàêòåðèñ-
òèêà íà êîäîâå è äèçàéíè â H(n, 2) � òåõíèòå ìîìåíòè.

Äåôèíèöèÿ 3.2.1. Çà äàäåí êîä C ⊂ H(n, 2) è çà âñÿêî i ≥ 1, ÷èñëîòî

Mi =
1

ri

ri∑
j=1

(
∑
x∈C

vij(x))
2,

ñå íàðè÷à i-òè ìîìåíò íà C.

Ðàçãëåæäàìå (2k − 1)-äèçàéíè C ⊂ Sn−1 ñ íå÷åòíà ìîùíîñò |C|, çà ïàðàìåòðèòå è ñêà-
ëàðíèòå ïðîèçâåäåíèÿ íà êîèòî ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà:

2 ≤ ρ0|C| < 3, è αk−1 < 2α2
0 − 1, (0.0.7)

(ρ0, α0, αk−1 ñà ïàðàìåòðè âúâåäåíè îò Ëåâåíùåéí [38, 40]).

Áàéíîê [5, 6] äàâà êîíñòðóêöèè íà ñôåðè÷íè 3-äèçàéíè çà âñè÷êè âúçìîæíè ÷åòíè ìîù-
íîñòè è âñè÷êè íå÷åòíè ìîùíîñòè ïî-ãîëåìè èëè ðàâíè íà: 5n/2 çà n ≥ 6; íà 11 çà n = 3, 4;
íà 15 çà n = 5, 6. Îò äðóãà ñòðàíà Áîéâàëåíêîâ-Äàíåâ-Íèêîâà [16] è Áîéâàëåíêîâ-Áóìîâà-
Äàíåâ [12] äîêàçâàò, ÷å íå ñúùåñòâóâàò 3-äèçàéíè ñ íå÷åòíà ìîùíîñò, çà êîèòî ρ0|C| < 2.
Ïî-êúñíî Áîéâàëåíêîâ-Áóìîâà-Äàíåâ [13] äîêàçâàò íåñúùåñòâóâàíåòî íà 3-äèçàéíè ñ íå-
÷åòíà ìîùíîñò â îùå 50 (çà òÿõ ρ0|C| ≥ 2) îò âñè÷êè 144 îòâîðåíè äîòîãàâà ñëó÷àÿ çà
3 ≤ n ≤ 50, ò.å. îñòàâàò 94 îòâîðåíè ñëó÷àÿ. Çà 47 îò òÿõ ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà (0.0.7).
Ïîäîáíà å è ñèòóàöèÿòà ïðè τ = 5.
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Öåëè è çàäà÷è

Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä å ïîñâåòåí íà èçñëåäâàíåòî íà ÷åòèðè îñíîâíè çàäà÷è.

Çàäà÷à 1. Çà ôèêñèðàíè n è τ äà ñå íàìåðè èëè îöåíè âåëè÷èíàòà L(n, τ) â îòâîðåíèòå
ñëó÷àè íà Òàáëèöà 1.1 [33, Research Problem 12.4].

Òàçè çàäà÷à å ðàçãëåäàíà è ðåøåíà â íÿêîëêî ñëó÷àÿ âúâ âòîðà ãëàâà. ×àñò îò ðåçóëòà-
òèòå ñà ïóáëèêóâàíè â [5], à ïîëó÷åíèòå íîâè òî÷íè ñòîéíîñòè íà L(n, τ) ñà ïðåäëîæåíè çà
ïóáëèêóâàíå â [2].

Çàäà÷à 2. Äà ñå èçñëåäâàò è îöåíÿò ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå è ìîìåíòèòå íà äèçàéíè
â H(n, 2).

Íà òàçè çàäà÷à å ïîñâåòåíà òðåòà ãëàâà. Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ñà ïóáëèêóâàíè â [4] è
[6].

Çàäà÷à 3. Çà ñôåðè÷åí τ -äèçàéí ïðè ôèêñèðàíè n è τ è íàëîæåíèòå îãðàíè÷åíèÿ
(0.0.7) äà ñå íàìåðè èëè îöåíè âåëè÷èíàòà B(n, τ).

Çàäà÷à 4. Çà ôèêñèðàíè ðàçìåðíîñò n ≥ 3, ñèëà τ ≥ 2 è ìîùíîñò M äà ñå îïðåäåëè
äàëè ñúùåñòâóâà ñôåðè÷åí τ -äèçàéí ñ M òî÷êè âúðõó Sn−1.

Íà ïîñëåäíèòå äâå çàäà÷è å ïîñâåòåíà ÷åòâúðòà ãëàâà. Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè çà íåñú-
ùåñòâóâàíå íà íÿêîè êëàñîâå ñôåðè÷íè äèçàéíè è íîâèòå1 äîëíè ãðàíèöè çà B(n, τ) ñà
ïóáëèêóâàíè â [1], [3] è [7].

II. ÑÚÄÚÐÆÀÍÈÅ ÍÀ ÄÈÑÅÐÒÀÖÈßÒÀ

Ãëàâà 1. Êîäîâå è äèçàéíè â H(n, 2) è Sn−1

ÍåêàM å êîìïàêòíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî ñ êðàåí äèàìåòúðD = D(M) = max
x,y∈M

d(x, y)

è êðàéíà íîðìàëèçèðàíà ìÿðêà µM(.) (çà êðàòêîñò µ(.)). Íåêà ìÿðêàòà µ(.) ïðèòåæàâà
ñâîéñòâîòî µ(Bx(d)) = µ(d), (0 ≤ d ≤ D), òîåñò íå çàâèñè îò èçáîðà íà òî÷êàòà x ∈ M.
Òóê Bx(d) = {y ∈ M|d(x, y) ≤ d} å çàòâîðåíîòî êúëáî âM ñ öåíòúð òî÷êàòà x è ðàäèóñ d.
Íîðìàëèçèðàíåòî ñå èçðàçÿâà â òîâà, ÷å µ(D) = µ(M) = 1.

Ñ σM(d) îçíà÷àâàìå íåïðåêúñíàòàòà, ñòðîãî íàìàëÿâàùà ôóíêöèÿ (íàðå÷åíà ñóáñòèòó-
öèÿ) îò ìíîæåñòâîòî {d(x, y) | x, y ∈M} â èíòåðâàëà [−1, 1], çà êîÿòî

σM(D) = −1 ≤ σM(d(x, y)) ≤ σM(0) = 1 çà âñÿêî x, y ∈M.

Îáðàòíàòà ôóíêöèÿ îçíà÷àâàìå σ−1M , òîåñò σ−1M (t) = d⇔ t = σM(d).

Äåôèíèöèÿ 1.1.1.Íåêà õèëáåðòîâîòî ïðîñòðàíñòâî L2(M) îò êîìïëåêñíîçíà÷íè ôóí-
êöèè ñ èíòåãðèðóåì êâàäðàò, ñíàáäåíî ñúñ ñòàíäàðòíî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå

〈u, v〉 =
∫
M
u(x)v(x)dµ(x).

1Ïóáëèêàöèèòå ñà ïðåç 2007 è 2009 ã. Ïî-êúñíî Áîéâàëåíêîâ è Ñòîÿíîâà ïîäîáðÿâàò äîëíèòå ãðàíèöè çà
B(n, 5) â íÿêîè ðàçìåðíîñòè [19, 20].



10

ñå ðàçëàãà â êðàéíà (ñD+1 ÷ëåíà, êîãàòîM å êðàéíî) èëè èçáðîèìà (êîãàòîM å áåçêðàéíî)
äèðåêòíà ñóìà íà âçàèìíî îðòîãîíàëíè êðàéíîìåðíè ïîäïðîñòðàíñòâà L2(M) = V0⊕V1⊕. . . .

ÏðîñòðàíñòâîòîM ñå íàðè÷à ïîëèíîìèàëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî (ÏÌÏ), àêî
ñúùåñòâóâàò:

a) ðåäèöà îò ïðîñòðàíñòâà V0, V1 . . . (V0 å ïðîñòðàíñòâî îò êîíñòàíòíè ôóíêöèè). Îç-
íà÷àâàìå ri = dim(Vi) è íåêà {vij(x) : 1 ≤ j ≤ ri}, i = 0, 1, . . . , å îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà
Vi;

á) ðåàëíèòå ïîëèíîìè Qi(t), i = 0, 1, 2, . . . îò ñòåïåí i, íàðå÷åíè çîíàëíè ñôåðè÷íè ôóí-
êöèè (ÇÑÔ),

òàêèâà ÷å, çà âñÿêî x, y ∈M å èçïúëíåíî:

Qi(σM(d(x, y))) =
1

ri

ri∑
j=1

vij(x)vij(y). (0.0.8)

Êðàéíèòå ÏÌÏ ñà P− è Q− ïîëèíîìèàëíè àñîöèàòèâíè ñõåìè [22] è íå ñà íàïúëíî
êëàñèôèöèðàíè. Áåçêðàéíèòå ÏÌÏ ñà êîìïàêòíè, ñâúðçàíè, ñèëíî õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà
[25, 26, 34, 38, 53] è ñà íàïúëíî êëàñèôèöèðàíè îò Wang [53].

Äåôèíèöèÿ 1.1.2. Ïîëèíîìèàëíîòî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâîM ñå íàðè÷à àíòèïîäàë-
íî (ñúêðàòåíî ÀÏÌÏ), àêî çà âñÿêà òî÷êà x ∈ M ñúùåñòâóâà òî÷êà x ∈ M, òàêàâà ÷å
σ(d(x, y)) + σ(d(x, y)) = 0.

Íàé-âàæíèòå ïðèìåðè íà êðàéíè ÀÏÌÏ ñà äâîè÷íîòî Õåìèíãîâî ïðîñòðàíñòâî H(n, 2)
è ïðîñòðàíñòâîòî íà Äæîíñúí J(2w,w). Èçìåæäó áåçêðàéíèòå ÏÌÏ ñàìî Åâêëèäîâèòå
ñôåðè Sn−1 ñà àíòèïîäàëíè.

Ïîëèíîìèòå {Qi(t), i = 0, 1, 2, . . . , N} (êúäåòî N = D + 1, àêî M å êðàéíî è N = ∞,
àêî M å áåçêðàéíî) îáðàçóâàò åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà îðòîãîíàëíà ñèñòåìà â [−1, 1] ñúñ
ñúîòâåòíè òåãëà. Âñåêè ïîëèíîì f(t) îò ñòåïåí k < N ñå çàïèñâà ïî åäèíñòâåí íà÷èí âúâ
âèäà

f(t) =

k∑
i=0

fiQi(t). (0.0.9)

Êîåôèöèåíòèòå fi ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè ïî íÿêîëêî íà÷èíà, â ÷àñòíîñò è îò ñèñòåìàòà
ëèíåéíè óðàâíåíèÿ, êîÿòî ñå ïîëó÷àâà ÷ðåç ñðàâíÿâàíå íà êîåôèöèåíòèòå ïðåä åäíàêâèòå
ñòåïåíè íà t.

Äâîè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî íà Õåìèíã H(n, 2) ñ ìåòðèêàòà íà Õåìèíã å êðàéíî ÀÏÌÏ
([15, 22, 28, 39]) ñ äèàìåòúð D(H(n, 2)) = n. Ñòàíäàðòíàòà ëèíåéíà ñóáñòèòóöèÿ ñå çàäàâà
÷ðåç ðàâåíñòâîòî

〈x, y〉 = σ(d(x, y)) = 1− 2d(x, y)

n
. (0.0.10)

Çîíàëíèòå ñôåðè÷íè ôóíêöèè çà H(n, 2) ñà ïîëèíîìèòå

Q
(n)
i (t) = Q

(n)
i (σ−1(d(x, y))) =

1

ri
K

(n)
i (

n

2
(1− t)),

êúäåòî K
(n)
i (z) =

i∑
j=0

(−1)j
(
z
j

)(
n−z
i−j
)
ñà ïîëèíîìèòå íà Êðàâ÷óê îò ñòåïåí i, à ri =

(
n
i

)
.

Ðåäèöà ñâîéñòâà íà τ -äèçàéíèòå â H(n, 2) [33] ñëåäâàò îò Äåôèíèöèÿ 1.2.14, êàòî ñëåä-
íèòå äâå ñà îñîáåíî âàæíè çà íàñ.

Ñâîéñòâî 1.2.18. Çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n′ ≤ τ , âñÿêàM×n′ ïîäìàòðèöà íà ìàòðè-
öàòà íà τ -(n,M) äèçàéí å ìàòðèöà íà äèçàéí ñ ïàðàìåòðè τ ′-(n′,M), êúäåòî τ ′ = min{n′, τ}.
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Ñâîéñòâî 1.2.19. Äà ïðåíàðåäèì ìàòðèöàòà íà C òàêà ÷å ðåäîâåòå, çàïî÷âàùè ñ íóëè
äà ñà ïðåäè ðåäîâåòå, çàïî÷âàùè ñ åäèíèöè. Ïðè ïðåìàõâàíåòî íà ïúðâèÿ ñòúëá íà òàêà
íàðåäåíàòà ìàòðèöà ñå ïîëó÷àâàò ñúîòâåòíî äâå ìàòðèöè T1 è T2 íà äèçàéíè ñ ïàðàìåòðè
(τ -1)-(n-1, M2 ).

Îò Ñâîéñòâà 1.2.18 è 1.2.19 ëåñíî ñëåäâà ìîíîòîííîñò çà ôóíêöèÿòà L(n, τ).

Òåîðåìà 1.2.21. Çà âñÿêî n è τ ñà âàëèäíè ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà:

a) L(n+ 1, τ) ≥ L(n, τ);
á) L(n+ 1, τ + 1) ≥ L(n, τ).

Â n-ìåðíîòî Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn îçíà÷àâàìå ñ Sn−1 åäèíè÷íàòà ñôåðà, ò.å.
Sn−1 = {x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : x21 + x22 + · · · + x2n = 1}. Èçïîëçâàìå ñòàíäàðòíàòà
ìåòðèêà è ñòàíäàðòíîòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå.

Â òîçè ñëó÷àé ìÿðêàòà µ(.) å ñòàíäàðòíàòà íîðìèðàíà Ëåáåãîâà ìÿðêà. Ñóáñòèòóöèÿ-

òà σ(d(x, y)) ñå çàäàâà ñ ðàâåíñòâîòî σ(d(x, y)) = 1 − d2(x,y)
2 . Äîáðå å èçâåñòíî [1, 52], ÷å

ÇÑÔ ñà ïîëèíîìèòå íà Ãåãåíáàóåð {P (n)
i (t)}∞i=0 (íàðè÷àíè îùå óëòðàñôåðè÷íè ïîëèíîìè) ñ

íîðìàëèçàöèÿ Pni (1) = 1. Òðè÷ëåííàòà ðåêóðåíòíà âðúçêà, êîÿòî äåôèíèðà ïîëèíîìèòå íà
Ãåãåíáàóåð, å

(i+ n− 2)P
(n)
i+1(t) = (2i+ n− 2)tP

(n)
i (t)− iP (n)

i−1(t) (0.0.11)

çà âñÿêî i ≥ 1, êàòî P
(n)
0 (t) = 1 è P

(n)
1 (t) = t.

Ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ óëåñíÿâàò îïèñâàíåòî íà ñêàëàðíèòå ïðîèçâåäåíèÿ íà ñôåðè÷íèòå
äèçàéíè è íà ãðàíèöèòå, ïîëó÷åíè çà òÿõ.

Äåôèíèöèÿ 1.2.6. Íåêà C å ñôåðè÷åí τ -äèçàéí. Çà ïðîèçâîëíà òî÷êà x ∈ Sn−1 ñ I(x)
ðàçãëåæäàìå ìóëòèìíîæåñòâîòî I(x) = {〈u, x〉 : u ∈ C}.

ßñíî å, ÷å ñúùåñòâóâà íàðåäáà íà òî÷êèòå â C = {u1, u2, . . . , u|C|} òàêàâà, ÷å −1 ≤
〈u1, x〉 ≤ 〈u2, x〉 ≤ · · · ≤ 〈u|C|, x〉 ≤ 1. Äà îçíà÷èì ti(x) = 〈ui, x〉 çà i = 1, 2, . . . , |C|. Òîãàâà
ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å èìàìå íàðåäáà â I(x):

I(x) = {t1(x), t2(x), . . . , t|C|(x)},

êúäåòî −1 ≤ t1(x) ≤ t2(x) ≤ · · · ≤ t|C|(x) ≤ 1, êàòî t|C|(x) = 1 ⇐⇒ x ∈ C.
Òåçè îçíà÷åíèÿ, ïðèëîæåíè çà x ∈ C âúðõó ðàâåíñòâîòî (0.0.2) îò Òåîðåìà 1.2.5, âîäÿò

äî
|C|−1∑
i=1

f(ti(x)) = f0|C| − f(1), (0.0.12)

êîåòî å â ñèëà çà âñÿêà òî÷êà x ∈ C è çà âñåêè ïîëèíîì f(t) îò ñòåïåí 1, 2, . . . , τ .

Äåôèíèöèÿ 1.2.7. Íåêà C ⊂ Sn−1 å ñôåðè÷åí τ -äèçàéí. Çà äàäåíà òî÷êà x ∈ C,
ùå îçíà÷àâàìå ñ Li(x) è Ui(x) ñúîòâåòíî âñÿêà (íåòðèâèàëíà) äîëíà è ãîðíà ãðàíèöè çà
ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå ti(x), ò.å. Li(x) ≤ ti(x) ≤ Ui(x).

Ïðè ôèêñèðàíè n, τ è |C|, âñåêè äèçàéí C ⊂ Sn−1 å ñâúðçàí [12] ñ åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíè
ïàðàìåòðè, âúâåäåíè îò Ëåâåíùåéí [38, 40]. Â òàçè òåðìèíîëîãèÿ, Áîéâàëåíêîâ, Áóìîâà è
Äàíåâ [12] ïîëó÷àâàò ñëåäíèòå ðåçóëòàòè.

Òåîðåìà 1.3.10. [12] Àêî C ⊂ Sn−1 å ñôåðè÷åí (2k−1)-äèçàéí, òî çà âñÿêà òî÷êà x ∈ C
ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà

t1(x) ≤ α0 = U1 (0.0.13)

è
t|C|−1(x) ≥ s = αk−1 = L|C|−1. (0.0.14)
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Àêî â íÿêîé îò òåçè äâà ñëó÷àÿ èìàìå ðàâåíñòâî, òî âñè÷êè åëåìåíòè íà I(x) ñà îò ìíîæåñ-
òâîòî {α0, α1, . . ., αk−1} (â ÷àñòíîñò, ðàâåíñòâî èìà è â äâàòà ñëó÷àÿ).

Òåîðåìà 1.3.12. [12] Àêî C ⊂ Sn−1 å (2k − 1)-äèçàéí ñ íå÷åòíà ìîùíîñò, òî

ρ0|C| ≥ 2. (0.0.15)

Ëåìà 1.3.13. [12] Àêî C ⊂ Sn−1 å (2k − 1)-äèçàéí ñ íå÷åòíà ìîùíîñò, òî ñúùåñòâóâàò
òðè ðàçëè÷íè òî÷êè x, y è z îò C, çà êîèòî:

à) 〈x, y〉 = t1(x) = t1(y) ≤ α0 è 〈x, z〉 = t2(x) = t1(z) ≤ α0.

á) t|C|−1(z) ≥ max{αk−1, 2α2
0 − 1} = L|C|−1(z).

Ãëàâà 2. Äèçàéíè â H(n, 2)

Âúâ âòîðà ãëàâà ïîëó÷àâàìå âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà ñâúðçàíè ïîìåæäó ñè äèçàéíè
âH(n, 2) è èçñëåäâàìå çàâèñèìîñòèòå ìåæäó ñïåêòðèòå, èäâàùè îò òåçè âðúçêè. Òîçè ïîäõîä
ïðåâðúùàìå â îñíîâåí èíñòðóìåíò çà ðåøàâàíå íà Çàäà÷à 1. Â ðåçóëòàò ïîëó÷àâàìå íîâè
òî÷íè ñòîéíîñòè íà L(n, τ) â íÿêîè îò îòâîðåíèòå ñëó÷àè â Òàáëèöà 1.1.

Â ïúðâàòà ÷àñò íà ãëàâàòà å ïðåäëîæåí ìåòîä, àíàëîãè÷åí íà èçïîëçâàíèÿ îò Áîéâà-
ëåíêîâ â [14] çà ñôåðè÷íè äèçàéíè, çà íàìèðàíå íà âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà äèçàéíè
îò H(n, 2).

Äåôèíèöèÿ 2.1.1. Àêî C ⊂ H(n, 2) å τ -äèçàéí è y ∈ H(n, 2) å ôèêñèðàíà òî÷êà, òî
(n+ 1)-îðêàòà

(q0(y), q1(y), . . . , qn(y))

êúäåòî qk(y) = |{x ∈ C : d(y, x) = k}| çà k = 0, 1, . . . , n, ñå íàðè÷à ñïåêòúð íà C ïî îòíîøåíèå
íà y èëè ñïåêòúð íà y (â C).

Òåîðåìà 2.1.2. Íåêà C ⊂ H(n, 2) e τ -äèçàéí è y ∈ H(n, 2) å ôèêñèðàíà òî÷êà.

à) Àêî y ∈ C, òî ñïåêòúðúò íà C îòíîñíî y óäîâëåòâîðÿâà

n∑
i=0

pi(y)

(
1− 2i

n

)k
= bk|C|, k = 0, 1, . . . , τ. (0.0.16)

á) Àêî y 6∈ C, òî ñïåêòúðúò íà C îòíîñíî y óäîâëåòâîðÿâà

n∑
i=1

qi(y)

(
1− 2i

n

)k
= bk|C|, k = 0, 1, . . . , τ. (0.0.17)

Òåîðåìà 2.1.2 ñâåæäà íàìèðàíåòî íà âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè äî ðåøàâàíå â öåëè íå-
îòðèöàòåëíè ÷èñëà íà τ+1 óðàâíåíèÿ ñ n+1 (èëè n) íåèçâåñòíè çà âúòðåøíà (èëè âúíøíà)
çà äèçàéíà òî÷êà, ò.å. äî íàëè÷èå íà èç÷èñëèòåëíà ìîùíîñò. Ïîëó÷àâàíåòî íà âñè÷êè âúç-
ìîæíè ñïåêòðè çà ïðîèçâîëíè n, τ è λ å ðåàëèçèðàíî ñ êîä íà ñèñòåìà Mathematica 7.0
[54].

Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å òî÷êàòà 0 = (0, 0, . . . , 0) ïðèíàäëå-
æè íà C. Âñåêè ñïåêòúð íà òî÷êàòà 0 îçíà÷àâàìå ñ (w0, w1, w2, . . . , wn), êúäåòî wi = pi(0).
ßñíî å, ÷å wi âñúùíîñò å áðîÿ íà òî÷êèòå â C ñ òåãëî i (çà âñÿêî i ∈ {0, 1, . . . , n}. Ìîæåì
äà ñ÷èòàìå, ÷å âñåêè âúçìîæåí ñïåêòúð íà âúòðåøíà çà C òî÷êà, å ñïåêòúð íà òî÷êàòà
0 = (0, 0, . . . , 0) è îáðàòíî.

Ñúãëàñíî Ñâîéñòâî 1.2.18, âñÿêà (n − 1) × M ïîäìàòðèöà íà ìàòðèöàòà íà C å ìàò-
ðèöà íà äèçàéí C ′ ñ äúëæèíà n − 1, ñúùàòà ñèëà τ , ñúùàòà ìîùíîñò M è ñúùèÿ èíäåêñ
λ = M

2τ , ò.å. C
′ å τ -(n − 1,M) äèçàéí. Íåêà äèçàéíèòå C è C ′ èìàò ñïåêòðè íà òî÷êàòà
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0 = (0, 0, . . . , 0) ñúîòâåòíî (w0, w1, w2, . . . , wn) è (w′0, w
′
1, . . . , w

′
n−1). Òîãàâà òåçè ñïåêòðè ñà

ñâúðçàíè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí.

Òåîðåìà 2.2.2. Íåêà ñèñòåìàòà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
xi + yi = wi, i = 1, 2, . . . , n− 1
xi + yi−1 = w′i−1, i = 1, 2, . . . , n
y0 = w0

xn = wn
xi, yi ∈ Z, xi ≥ 0, yi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n

(0.0.18)

èìà s ðåøåíèÿ (x
(r)
0 , x

(r)
1 , . . . , x

(r)
n ; y

(r)
0 , y

(r)
1 , . . . , y

(r)
n ), r = 1, 2, . . . , s. Òîãàâà ñèñòåìàòà ëèíåéíè

óðàâíåíèÿ ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∑s
j=1 kj = n

k1x
(1)
1 + k2x

(2)
1 + · · ·+ ksx

(s)
1 = w1

k1x
(1)
2 + k2x

(2)
2 + · · ·+ ksx

(s)
2 = 2w2

...

k1x
(1)
n + k2x

(2)
n + · · ·+ ksx

(s)
(n = nwn

kj ∈ Z, kj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , s

(0.0.19)

ñ íåèçâåñòíè k1, k2, . . . , ks èìà ðåøåíèå.

Àêî ñìå íàìåðèëè ñ ïîìîùòà íà Òåîðåìà 2.1.2. âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíè
òî÷êè çà ïðåäïîëàãàåìèòå äèçàéíè C è C ′ ñúîòâåòíî ñ ïàðàìåòðè τ -(n, |C|) è τ -(n− 1, |C|),
ñúãëàñíî Òåîðåìà 2.2.2 ìîæåì çà âñåêè (âúçìîæåí) ôèêñèðàí ñïåêòúð (w0, w1, w2, . . . , wn) è
çà âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè (w′0, w

′
1, . . . , w

′
n−1) äà ðåøèì (0.0.18) è çà âñè÷êè íåéíè ðåøåíèÿ

äà ïðîâåðèì çà íàëè÷èå íà ðåøåíèå íà (0.0.19). Àêî ñå îêàæå, ÷å çà íèòî åäèí ñïåêòúð íà
C ′ íÿìàìå ðåøåíèå, òî (w0, w1, . . . , wn) íå ìîæå äà áúäå ñïåêòúð íà âúòðåøíà çà C òî÷êà.
Òîâà ïðèëîæåíèå íà Òåîðåìà 2.2.2. âîäè äî ñëåäíèÿ àëãîðèòúì çà èçñëåäâàíå íà âúçìîæíèòå
âðúçêè ìåæäó ñïåêòðèòå íà äàäåí äèçàéí è ñâúðçàíè ñ íåãî äèçàéíè.

Íåêà C ⊂ H(n, 2) e τ -äèçàéí ñ |C| = M òî÷êè. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ñìå íàìåðèëè (ñ
ïîìîùòà íà Òåîðåìà 2.1.2.) âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà âúòðåøíà òî÷êà çà âñè÷êè äèçàéíè
ñ ïàðàìåòðè τ -(τ,M), τ -(τ +1,M), . . ., τ -(n−1,M), τ -(n,M). Òîãàâà Òåîðåìà 2.2.2. ìîæå äà
áúäå ïîñëåäîâàòåëíî ïðèëîæåíà çà âñÿêà äâîéêà ñúñåäè â ãîðíàòà ðåäèöà. Òîçè ïîäõîä ìîæå
äà çàïî÷íå îò ïðîèçâîëíî ìÿñòî íà ñïèñúêà, íî ñå îêàçâà äîñòàòú÷íî óäîáíî äà òðúãâàìå
îò íà÷àëîòî ìó. Ùå íàðè÷àìå òîçè ìåòîä Òåãëîâè àëãîðèòúì A (TAA).

Çà τ -(n,M) äèçàéíà C ⊂ H(n, 2) ðàçãëåæäàìå âðúçêàòà ìåæäó íåãîâèòå ñïåêòðè (íà
âúòðåøíè òî÷êè), ñïåêòðèòå íà òî÷êè îò C ñ òåãëà τ0, íåíàäìèíàâàùè ñèëàòà ìó è ñïåêòðèòå
íà äèçàéí C ′ ñ ïàðàìåòðè τ -(n−τ0,M). Â ðåçóëòàò ùå ïîëó÷èì îãðàíè÷åíèÿ âúðõó ñïåêòðèòå
íà C ′.

Îòíîâî C ⊂ H(n, 2) å τ -(n,M) äèçàéí ñúñ ñïåêòúð (w0, w1, w2, . . . , wn) íà òî÷êàòà 0.
Íåêà x ∈ C e ôèêñèðàíà òî÷êà ñ ôèêñèðàíî òåãëî wt(x) = τ0 ≤ τ è ñïåêòúð

p(x) = (p1(x), p2(x), . . . , pn(x)).

Ïðèëàãàìå Ñâîéñòâî 1.2.18. ñ n′ = n− τ0, 4 ≤ 2τ0 ≤ n.
Íåêà pi,j å áðîÿò íà òî÷êèòå ñ òåãëî j â C, êîèòî ñà íà ðàçñòîÿíèå i îò x. Ñëåäâàùèòå

äâå ëåìè ïîêàçâà êîè îò ÷èñëàòà pi,j ñà èíòåðåñíè, ò.å. åâåíòóàëíî ìîãàò äà áúäàò ðàçëè÷íè
îò 0, è ãè ïðåáðîÿâàò.

Ëåìà 2.2.7. Íåêà C ⊂ H(n, 2) e τ -(n,M) äèçàéí. Íåêà òî÷êàòà x ∈ C è wt(x) = τ0, τ0 <
τ . Òîãàâà pi,j = 0, îñâåí åâåíòóàëíî â ñëó÷àèòå, êîãàòî èíäåêñèòå i è j ñà öåëè íåîòðèöàòåëíè
÷èñëà, çà êîèòî i + j + τ0 ≡ 0 (mod 2) (ò.å. i + j è τ0 èìàò åäíàêâà ÷åòíîñò) è, ïî-òî÷íî,
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êîãàòî:

(1) ïðè j + τ0 ≤ n ÷èñëîòî i − j ïðèåìà âñè÷êè ñòîéíîñòè îò ìíîæåñòâîòî {τ0, τ0 −
2, . . . , τ0 − 2min{j, τ0}}.

(2) ïðè j+τ0 = n+k, 1 ≤ k ≤ τ0, ÷èñëîòî i−j ïðèåìà âñè÷êè ñòîéíîñòè îò ìíîæåñòâîòî
{τ0 − 2k, τ0 − 2(k + 1), . . . ,−τ0}.

Ëåìà 2.2.8. Íåêà C ⊂ H(n, 2) e τ -(n,M) äèçàéí. Íåêà òî÷êàòà x ∈ C è wt(x) = τ0,
τ0 < τ . Òîãàâà áðîÿò íà íåèçâåñòíèòå pi,j , ðåëåâàíòíè íà Ëåìà , e

(τ0 + 1)(n− τ0 + 1).

Äà îçíà÷èì ñ Aj (ñúîòâåòíî Bi) ìíîæåñòâîòî îò èíäåêñè i (ñúîòâåòíî j), êîèòî îòãîâàðÿò
íà Ëåìà 2.2.7. ïðè ôèêñèðàíè j (ñúîòâåòíî i), n è τ0. Òîãàâà ñà â ñèëà ñëåäíèòå äâå òåîðåìè,
âñÿêà îò êîèòî äàâà ïî n+ 1 óðàâíåíèÿ çà ÷èñëàòà pi,j .

Òåîðåìà 2.2.9. Íåêà C ⊂ H(n, 2) e τ -(n,M) äèçàéí, x ∈ C è wt(x) = τ0 ≤ τ . Òîãàâà çà
âñÿêî ôèêñèðàíî j ∈ {1, 2, . . . , n− 1} e â ñèëà ðàâåíñòâîòî

∑
i∈Aj pi,j = wj .

Òåîðåìà 2.2.10. Íåêà C ⊂ H(n, 2) e τ -(n,M) äèçàéí, x ∈ C è wt(x) = τ0. Òîãàâà çà
âñÿêî ôèêñèðàíî i ∈ {1, 2, . . . , n− 1} å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

∑
j∈Bi pi,j = pi.

Ñëåäâàùèòå äâå òåîðåìè äàâàò âðúçêè ìåæäó ñïåêòðèòå íà îðèãèíàëíèÿ äèçàéí C è
ïîëó÷åíè îò íåãî ïî Ñâîéñòâî 1.2.18. (ïðè ïðåìàõâàíå íà τ0 ñòúëáà) äèçàéíè. È â äâàòà
ñëó÷àÿ ñà ìíîãî âàæíè ñòúëáîâåòå îò ìàòðèöàòà íà C, îïðåäåëåíè îò íîñèòåëÿ íà ôèêñèðàíà
òî÷êà x ñ òåãëî τ0.

Òåîðåìà 2.2.11. Íåêà C ⊂ H(n, 2) e τ -(n,M) äèçàéí. Íåêà τ0 ≤ τ å ôèêñèðàíî
è äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ñúùåñòâóâà òî÷êà x ∈ C ñ òåãëî τ0. Òîãàâà ñúùåñòâóâà ñïåêòúð
(d0, d1, . . . , dn−τ0) íà τ -(n − τ0,M) äèçàéí, çà êîéòî

∑
i,j,j+i−τ0=2β pi,j = dβ çà âñÿêî β ∈

{0, 1, . . . , n− τ0}.
Òåîðåìà 2.2.12. Íåêà C ⊂ H(n, 2) e τ -(n,M) äèçàéí. Çà âñÿêî ôèêñèðàíî τ0 ≤ τ è

α ∈ {0, 1, . . . , τ0} å â ñèëà ðàâåíñòâîòî
∑

i,j,j−i+τ0=2α pi,j =
|C|
2τ0

(
τ0
α

)
.

Òåîðåìè 2.2.11 è 2.2.12 äàâàò ñúîòâåòíî ïî n− τ0+1 è τ0+1 óðàâíåíèÿ çà íåèçâåñòíèòå
pi,j . Ñëåäîâàòåëíî îò Òåîðåìè 2.2.9 - 2.2.12 èìàìå îáùî 3n + 4 (4 îò òÿõ ñà òðèâèàëíî
èçïúëíåíè) çà (τ0 + 1)(n− τ0 + 1) íà áðîé íåèçâåñòíè pi,j . Ùå èçïîëçâàìå òîâà ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí:

(1) Çà τ -(n,M) äèçàéíà C èçáèðàìå è ôèêñèðàìå τ0 ∈ {2, 3, . . . , τ}, òàêà ÷å pτ0 6= 0 çà
âñè÷êè ðåøåíèÿ çà C íà ñèñòåìà (0.0.16) îò Òåîðåìà 2.1.2.

(2) Îïðåäåëÿìå ðåëåâàíòíèòå ñúãëàñíî Ëåìà 2.2.7. ïðîìåíëèâè pi,j .

(3) Çà ôèêñèðàí ñïåêòúð (d0, d1, . . . , dn−τ0) íà C
′, âñåêè ñïåêòúð (w0, w1, w2, . . . , wn) íà

0 ∈ C è âñåêè ñïåêòúð (p0, p1, p2, . . . , pn) íà x ∈ C, ðàçãëåæäàìå (ðåøàâàìå) ñèñòåìàòà,
ïîëó÷åíà îò óðàâíåíèÿòà îò Òåîðåìè 2.2.9. - 2.2.12. ñ íåèçâåñòíè pi,j â öåëè íåîòðèöàòåëíè
÷èñëà.

(4) Àêî íèêîÿ îò ñèñòåìèòå îò (3) íÿìà ðåøåíèå, òî îòñòðàíÿâàìå (d0, d1, . . . , dn−τ0) îò
ñïèñúêà ñ âúçìîæíè ñïåêòðè íà τ -(n− τ0, |C|).

Ùå íàðè÷àìå òîçè ïîäõîä Òåãëîâè àëãîðèòúì Á (TAÁ) è ùå ãî èçïîëçâàìå, çà äà
ðåäóöèðàìå áðîÿ íà ñïåêòðèòå íà C ′, ñëåä êîåòî äà ïðèëîæèì îòíîâî ÒÀÀ.

Ñëåä ïðèêëþ÷âàíå íà îïèñàíîòî ïî-ãîðå ïðèëîæåíèå íà ÒÀÀ è ÒÀÂ, òåçè àëãîðèòìè
ìîãàò äà ñå ïðèëîæàò ñúâìåñòíî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí.

(I) Ïðèëàãàìå ÒÀÀ çà ðåäèöàòà îò äèçàéíè τ -(τ,M), τ -(τ + 1,M), . . ., τ -(n − 1,M),
τ -(n,M).

(II) Çà èçáðàíîòî τ0 ïðèëàãàìå ÒÀÁ çà τ -(n−τ0,M) îò ãîðíàòà ðåäèöà, âçèìàéêè ïðåäâèä
ðåçóëòàòèòå îò (I).
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(III) Ïðèëàãàìå îòíîâî ÒÀÀ çà ïîäðåäèöàòà τ -(n−τ0,M) , τ -(n−τ0+1,M), . . ., τ -(n,M)
îò (I) ñúîáðàçíî ñ ðåçóëòàòèòå îò (II).

(IV) Ïðîäúëæàâàìå ïî òîçè íà÷èí, äîêàòî å âúçìîæíî � íå îñòàâàò ñïåêòðè íà τ -(n,M)
äèçàéíà èëè ÒÀÀ (èëè ÒÀÁ) íå îòõâúðëÿ ïîâå÷å ñïåêòðè.

Ðàçáèðà ñå ÒÀÁ, à îòòàì è ÒÀÀ çàâèñÿò çíà÷èòåëíî îò èçáîðà íà τ0. ×èñëåíèòå ïðåñ-
ìÿòàíèÿ ïîêàçâàò, ÷å íàé-äîáðè ðåçóëòàòè ñå ïîëó÷àâàò ïðè τ0 = n− τ − 2.

Ïúðâèòå äâà îòâîðåíè, ñúãëàñíî Òàáëèöà 1.1, ñëó÷àè ñà íà 4-äèçàéíè ñà çà äúëæèíà
n = 9 è èíäåêñè λ = 6 è λ = 7. Â òåçè äâà ñëó÷àÿ ãîðíèÿò ïîäõîä âîäè äî ðåçóëòàò çà
íåñúùåñòâóâàíå, êîåòî îò ñâîÿ ñòðàíà âîäè äî ðåçóëàòè çà íúùåñòâóâàíå â îùå 12 îòâîðåíè
ñëó÷àè â òàáëèöàòà. Ñ òîâà îïðåäåëÿìå òî÷íà ñòîéíîñò íà L(n, τ), ò.å. L(n, 4) = 8 çà 9 ≤
n ≤ 12 è L(n, 5) = 8 çà 10 ≤ n ≤ 13.

Òåîðåìà 2.3.1. Íå ñúùåñòâóâàò äèçàéíè ñ ïàðàìåòðè 4-(9, 96), 4-(10, 96) è 4-(11, 96).

Òåîðåìà 2.3.2.Íå ñúùåñòâóâàò äèçàéíè ñ ïàðàìåòðè 5-(10, 192), 5-(11, 192) è 5-(12, 192).

Òåîðåìà 2.3.3. Íå ñúùåñòâóâàò äèçàéíè ñ ïàðàìåòðè 4-(9, 112), 4-(10, 112), 4-(11, 112),
4-(12, 112).

Òåîðåìà 2.3.4. Íå ñúùåñòâóâàò äèçàéíè ñ ïàðàìåòðè 5-(10, 224), 5-(11, 224), 5-(12, 224)
è 5-(13, 224).

Äîëíàòà ãðàíèöà L(10, 6) ≥ 6 çà 6-äèçàéíè å äîêàçàíà îò Çàéäåí è Çåìàø ïðåç 1966
ã. [33, �2.5]. Íèå äîêàçâàìå íåñúùåñòâóâàíåòî íà 6-äèçàéíè çà n = 10, λ = 6 è λ = 7.
Òîâà âëå÷å íåñúùåñòâóâàíå â îùå 8 îòâîðåíè ñëó÷àÿ, ñ êîåòî íàìèðàìå L(n, τ) = 8 çà
(τ, n) = (6, 10), (7, 11), (8, 12), (9, 13), (10, 14) (Òåîðåìà 2.3.7).

Òåîðåìà 2.3.5. Íå ñúùåñòâóâàò äèçàéíè ñ èíäåêñ λ = 6 è ïàðàìåòðè (n, τ) = (10 +
k, 6 + k) çà k = 0, 1, 2, 3, 4.

Òåîðåìà 2.3.6. Íå ñúùåñòâóâàò äèçàéíè ñ èíäåêñ λ = 7 è ïàðàìåòðè (n, τ) = (10 +
k, 6 + k), ïðè k = 0, 1, 2, 3, 4.

Òåîðåìà 2.3.7. Èìàìå L(n, τ) = 8 çà τ = 4 ïðè 9 ≤ n ≤ 12, çà τ = 5 ïðè 10 ≤ n ≤ 13, è
çà (τ, n) = (6, 10), (7, 11), (8, 12), (9, 13), (10, 14).

Â ñëåäâàùàòà òàáëèöà (íîâà âåðñèÿ íà Òàáëèöà 1) ñà ïîêàçàíè ìèíèìàëíèòå âúçìîæíè
ñòîéíîñòè íà λ çà ôèêñèðàíè äúëæèíà n è ñèëà τ . Íàìåðåíèòå êàòî ñëåäñòâèå îò ðåçóëòà-
òèòå â òàçè ãëàâà òî÷íè ñòîéíîñòè ñà óäåáåëåíè.

n/τ 4 5 6 7 8 9 10

9 8 4 4 2 1 1
10 8 8 8 4 2 1 1
11 8 8 8 8 4 2 1
12 8 8 12-16 8 8 2 2
13 8 8 16 12-16 10-16 8 4
14 8 8 16 16 16 10-16 8

Àëãîðèòúìúò çà ñúâìåñòíî ïðèëàãàíå íà ÒÀÀ è ÒÀÁ ìîæå äà áúäå èçïîëçâàí è çà íà-
ìàëÿâàíå íà áðîÿ íà ïúðâîíà÷àëíî ïîëó÷åíèòå ñ Òåîðåìà 2.1.2 âúçìîæíè ñïåêòðè. Òàêà
íàïðèìåð çà 5-(10,256) äèçàéíè, çà êîèòî èìà èçâåñòíà êîíñòðóêöèÿ, ñëåä ñúâìåñòíîòî ïðè-
ëàãàíå íà ÒÀÀ è ÒÀÁ áðîÿò íà ïúðâîíà÷àëíî íàìåðåíèòå ñïåêòðè ñå íàìàëÿâà ñ ïîâå÷å îò
ïîëîâèíàòà.
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Ãëàâà 3. Äðóãè ïàðàìåòðè íà äèçàéíè â H(n, 2)

Îñíîâåí ïîäõîä â ïðè ðåøàâàíåòî íà Çàäà÷à 2 å èçïîëçâàíåòî íà ïîëèíîìíè òåõíèêè.

Çà âñÿêî ðåàëíî ÷èñëî a îçíà÷àâàìå ñ [a](n) (ñúîòâåòíî [a](n)) íàé-ìàëêîòî (íàé-ãîëÿìîòî)

÷èñëî îò âèäà −1+ 2
n l, l ∈ N0, íå ïî-ìàëêî (ïî-ãîëÿìî) îò a. Ïðè òåçè îçíà÷åíèÿ ãðàíèöàòà

íà Ôàçåêàø-Ëåâåíùåéí ñå çàïèñâà âúâ âèäà tc ≥ [tFL]
(n).

Íåêà P+
τ = {f(t) ∈ R[t] : deg(f) ≤ τ, f(t) ≥ 0 ∀t ∈ [−1, 1], f(t) ðàñòe â ([tFL](n), 1)}.

Ñëåäâàùàòà òåîðåìà äàâà ãîðíè ãðàíèöè çà tc.

Òåîðåìà 3.1.3. (Ãîðíè ãðàíèöè çà ðàäèóñà íà ïîêðèòèå íà äèçàéíè â H(n, 2)) Çà âñåêè
τ -äèçàéí C ⊂ H(n, 2) èìàìå tc ≤ tup = inf{mf : f(t) ∈ P+

τ }, êúäåòî mf å íàé-ãîëåìèÿò

êîðåí íà óðàâíåíèåòî f(t) + f(t− 2
n) = f0|C|.

Ñëåäîâàòåëíî [tFL]
(n) ≤ tc ≤ [tup](n) è, àêî [tFL]

(n) = [tup](n), òî ñìå íàìåðèëè ðàäèóñà
íà ïîêðèòèå çà ðàçãëåæäàíèÿ äèçàéí C.

Â ñëåäâàùàòà òåîðåìà ñå îïðåäåëÿ âèäà íà ïîëèíîìèòå, êîèòî ìîãàò äà ñå èçïîëçâàò çà
ïîëó÷àâàíå íà ãîðíèòå ãðàíèöè îò Òåîðåìà 3.1.3.

Îòíîâî ñ ïîëèíîìåí ïîäõîä ñà ïîëó÷åíè òúæäåñòâà è ãðàíèöè çà ìîìåíòèòå íà äèçàéíè
â H(n, 2) è ñà èçñëåäâàíè âðúçêèòå èì ñúñ ñòðóêòóðàòà íà ñúîòâåòíèÿ äèçàéíà.

Îò Äåôèíèöèÿ 3.2.1 ñå âèæäà, ÷å çà âñåêè êîä C ⊂ H(n, 2) è âñåêè ïîëèíîì f(t) =
k∑
i=1

fiQi(t) (deg(f) = k ≤ n) ðàâåíñòâîòî (0.0.1) ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà:

| C | f(1) +
∑

x,y∈C,x6=y
f(〈x, y〉) = | C |2f0 +

k∑
i=1

fiMi.

Òåîðåìà 3.2.2. Çà ìîìåíòèòå íà âñåêè êîä C ⊂ H(n, 2) ñà âàëèäíè ñâîéñòâàòà:

a) Mj ≥ 0, çà âñÿêî j = 1, 2, . . . , n;

á) M1 =M2 = · · · =Mτ = 0, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî C å τ -äèçàéí;

â) çà âñÿêî j = 1, 2, . . . , n å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

Mj = |C|+
∑

x,y∈C,x6=y
Qj(〈x, y〉); (0.0.20)

Îçíà÷àâàìå ñ ki áðîÿ íà íàðåäåíèòå äâîéêè â C íà ðàçñòîÿíèå n− i, ò.å.

ki = |{(x, y) ∈ C : 〈x, y〉 = σi}|, i = 0, . . . , n− 1, kn = |C|.

Ëåìà 3.2.3. Àêî C ⊂ H(n, 2) e τ -(n, |C|)-äèçàéí, òî çà âñåêè ïîëèíîì f(t) îò ñòåïåí
íàé-ìíîãî n å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

f(1)|C|+
n−1∑
i=0

kif(σi) = f0|C|2 +
deg(f)∑
i=τ+1

fiMi. (0.0.21)

Ðàâåíñòâîòî îò Ëåìà 3.2.3 íè ïîçâîëÿâà äà ïîëó÷èì ãîëÿì áðîé òúæäåñòâà è íåðàâåíñò-
âà çà ìîìåíòèòå íà ðàçãëåæäàíèòå äèçàéíè è ÷èñëàòà ki. Ïðèëàãàíåòî íà ñèìïëåêñ ìåòîäà â
òàçè ñèòóàöèÿ âîäè äî ïîëó÷àâàíå íà îãðàíè÷åíèÿ âúðõó òåçè ïàðàìåòðè. Òàêîâà ïðèëîæå-
íèå å ðàçãëåäàíî çà 6-(11, 512) äèçàéíè (èçâåñòíè ñà äèçàéíè ñ òàêèâà ïàðàìåòðè, ïîëó÷àíè
îò öèêëè÷íè êîäîâå).
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Ñòàíäàðòíàòà òðàíñôîðìàöèÿ íà H(n, 2) êúì Sn−1, çàäàäåíà ñ x = (x1, . . . , xn) → x =
(x1, . . . , xn) ∈ Sn−1, êúäåòî

xi =

{−1√
n
, àêî xi = 0

1√
n
, àêî xi = 1

, i = 1, 2, . . . n,

ïðåäïîëàãà âðúçêè ìåæäó äèçàéíèòå â H(n, 2) è Sn−1. Òàçè âðúçêà å ðàçãëåäàíà â êðàÿ íà
Ãëàâà 3.

Òåîðåìà 3.2.10. a) Àêî C ⊂ H(n, 2) å äèçàéí ñúñ ñèëà τ ≥ 3, òî C ⊂ Sn−1 èìà ñèëà
ïîíå 3 êàòî ñôåðè÷åí äèçàéí;

á) Âñè÷êè ìîìåíòè Mi, i = 4, 5, . . . , τ , íà C êàòî ñôåðè÷åí äèçàéí ìîãàò äà áúäàò
ïðåñìåòíàòè.

Ãëàâà 4. Ñôåðè÷íè äèçàéíè

Â ÷åòâúðòà ãëàâà ñà ðàçãëåäàíè Çàäà÷à 3 è 4 çà íÿêîè êëàñîâå ñôåðè÷íè äèçàéíè.
Ðåçóëòàòèòå îò òàçè ãëàâà ñà ïîëó÷åíè ñúâìåñòíî ñúñ Áîéâàëåíêîâ, Áóìîâà è Ñòîÿíîâà è
ïîäðîáíè äîêàçàòåëñòâà íà ïîâå÷åòî îò òÿõ ñà ïóáëèêóâàíè â äèñåðòàöèÿòà íà Ñòîÿíîâà
[50].

Â §4.1 ñà ïîëó÷åíè ãðàíèöè çà ñêàëàðíèòå ïðîèçâåäåíèÿ íà íÿêîè êëàñîâå ñôåðè÷íè
äèçàéíè. Èäåÿòà çà èçñëåäâàíå ñòðóêòóðàòà íà ñôåðè÷íèòå äèçàéíè ñ ïîìîùòà íà ïîäõî-
äÿùè ïîëèíîìè å èçïîëçâàíà çà ïðúâ ïúò îò Ôàçåêàø-Ëåâåíùåéí [28]. Íÿêîè ãðàíèöè íà
Ôàçåêàø-Ëåâåíùåéí ñà ïîäîáðåíè è îáîáùåíè îò Áîéâàëåíêîâ-Äàíåâ-Íèêîâà [16], Þäèí
[55] è Áîéâàëåíêîâ-Áóìîâà-Äàíåâ [11, 12]. Èçñëåäâàíèÿòà â òàçè ãëàâà ñà ïðîäúëæåíèå íà
ïîëó÷åíèòå â [11, 12] ðåçóëòàòè (âèæ ñúùî [10]). Ïîëó÷åíè ñà íîâè ãðàíèöè çà íàé-âàæíèòå
ñêàëàðíèòå ïðîèçâåäåíèÿ íà ñôåðè÷íèòå äèçàéíè.

Òåîðåìà 4.1.3. Àêî C ⊂ Sn−1 å ñôåðè÷åí 4-äèçàéí, òî çà âñÿêà òî÷êà x ∈ C èìàìå

t|C|−1(x) ≤
2(
√

(n− 1)[(n+ 2)|C| − 3(n+ 3)] + 3)

n(n+ 2)
− 1.

Òåîðåìà 4.1.6. Íåêà C ⊂ Sn−1 å ñôåðè÷åí 4-äèçàéí, êîéòî íå ïðèòåæàâà äâîéêà
ïðîòèâîïîëîæíè òî÷êè. Òîãàâà çà âñÿêà òî÷êà x ∈ C èìàìå

t1(x) ≥ 1− 2

n
(1 +

√
(n− 1)(|C| − 2)

n+ 2
).

Íàìèðàíåòî íà ãðàíèöè çà t1(x), t2(x) è t|C|−1(x) (ò.å. çà òî÷êèòå îò C, êîèòî ñà íàé-
îòäàëå÷åíè îò x èëè íàé-áëèçêè äî x) äàâà âúçìîæíîñò çà ïîëó÷àâàíå íà íåîáõîäèìè óñëî-
âèÿ çà ñúùåñòâóâàíå íà êëàñ îò ñôåðè÷íè äèçàéíè ñ íå÷åòíà ñèëà è íå÷åòíà ìîùíîñò.

Â ñëåäâàùèòå ïàðàãðàôè íà Ãëàâà 4 ñà ðàçãëåäàíè (2k− 1)-äèçàéíè C ⊂ Sn−1 ñ íå÷åòíà
ìîùíîñò |C|, çà ïàðàìåòðèòå è ñêàëàðíèòå ïðîèçâåäåíèÿ, íà êîèòî ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà:

2 ≤ ρ0|C| < 3, è αk−1 < 2α2
0 − 1, (0.0.22)

(ρ0, α0, αk−1 ñà ïàðàìåòðè âúâåäåíè îò Ëåâåíùåéí [38, 40]). Â òàêèâà äèçàéíè ñúùåñòâóâàò
ñïåöèàëíè òðîéêè òî÷êè {x, y, z} ⊂ C, òàêèâà, ÷å 〈x, y〉 = t1(x) = t1(y) ≤ α0 è 〈x, z〉 =
t2(x) = t1(z) ≤ α0. Êúì âñÿêà òàêàâà ñïåöèàëíà òðîéêà äîáàâÿìå òî÷êàòà u ∈ C, çà êîÿòî
〈u, z〉 = t2(z).

Ñïåöèàëíà ÷åòâîðêà òî÷êè {x, y, z, u} îò C íàðè÷àìå ”äîáðà”, àêî t2(z) ≤ α0. ßñíî å,
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÷å çà C òðÿáâà äà ñå ðàçãëåäàò äâå âúçìîæíîñòè: êîãàòî ñúùåñòâóâà ñïåöèàëíà ÷åòâîðêà,
êîÿòî íå å ”äîáðà”, ò.å. t2(z) > α0 è êîãàòî âñè÷êè ñïåöèàëíè ÷åòâîðêè ñà ”äîáðè”, ò.å.
t2(z) ≤ α0 âúâ âñè÷êè ñïåöèàëíè ÷åòâîðêè. Îêàçâà ñå, ÷å âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé ìîæåì äà
îòäåëèì ”äîáðà” ñïåöèàëíà ÷åòâîðêà ñ èíòåðåñíè ñâîéñòâà.

Òåîðåìà 4.2.3. Íåêà C ⊂ Sn−1 å (2k−1)-äèçàéí ñ íå÷åòíà ìîùíîñò |C|, â êîéòî âñè÷êè
ñïåöèàëíè ÷åòâîðêè ñà ”äîáðè”. Òîãàâà ñúùåñòâóâàò ïîíå åäíà ”äîáðà” ñïåöèàëíà ÷åòâîðêà
òî÷êè {x, y, z, u} è òî÷êà v ∈ C\{x, y, z, u}, çà êîèòî

〈v, w〉 ≤ α0, çà íÿêîå w ∈ {y, u}.

Ñëåäñòâèå 4.2.4. Ïðè óñëîâèÿòà íà Òåîðåìà 4.2.3 ñúùåñòâóâà ïîíå åäíà ”äîáðà” ñïå-
öèàëíà ÷åòâîðêà òî÷êè {x, y, z, u} îò C, çà êîÿòî t|C|−2(x) ≥ 2α2

0− 1 èëè t|C|−2(z) ≥ 2α2
0− 1.

Òåîðåìà 4.2.3 è Ñëåäñòâèå 4.2.4 ïîêàçâàò, ÷å âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé ñúùåñòâóâà ïîíå åä-
íà ”äîáðà” ñïåöèàëíà ÷åòâîðêà òî÷êè {x, y, z, u} îò C, çà êîÿòî t|C|−2(x) ≥ 2α2

0 − 1 èëè

t|C|−2(z) ≥ 2α2
0 − 1.

Çà âñåêè îò äâàòà îñíîâíè ñëó÷àÿ å ïîëó÷åíî íåîáõîäèìî óñëîâèå çà ñúùåñòâóâàíå íà
ðàçãëåæäàíèòå äèçàéíè.

Â §4.3 ñà ïîëó÷åíè ðåçóëòàòè çà íåñúùåñòâóâàíå íà 3-äèçàéíè. Îò âñè÷êè 47 îòâîðåíè
ñëó÷àÿ, çà ñêîèòî ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà (0.0.22), íåñúùåñòâóâàíå å äîêàçàíî â 35 îò òÿõ.
Îïèñàíèÿò àëãîðèòúì çà èçñëåäâàíå íà ñôåðè÷íèòå 3-äèçàéíè è ïðèëîæèì è çà èçëåäâàíå
íà äðóãè ñôåðè÷íè äèçàéíè, êîèòî îòãîâàðÿò íà ïîñòàâåíèòå îãðàíè÷åíèÿ.

Â §4.4 ñà ïîëó÷åíè ðåçóëòàòè çà íåñúùåñòâóâàíå íà 5-äèçàéíè. Ïðèëàãàéêè àíàëîãè÷åí
íà §4.3 àëãîðèòúì ñà ïîëó÷åíè ðåçóëòàòè çà íåñúùåñòâóâàíå íà 5-äèçàéíè âúâ âñè÷êè 42
îòâîðåíè ñëó÷àÿ. Ïðè íåîáõîäèìîñò àëãîðèòúìúò å óñèëåí ñ ïî-ïðåöèçåí àíàëèç íà ðàçïî-
ëîæåíèåòî íà èçñëåäâàíèòå ñêàëàðíè ïðîèçâåäåíèÿ îòíîñíî ïàðàìåòðèòå íà ðàçãëåæäàíèòå
äèçàéíè. Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ñà îáîáùåíè â ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.1.4. Çà äà ñúùåñòâóâàò 5-äèçàéíè C ∈ Sn−1 ñ íå÷åòíà ìîùíîñò â ðàçìåð-
íîñòè 5 ≤ n ≤ 25 å íåîáõîäèìî äà å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî ρ0|C| ≥ 3.
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IV. ÎÑÍÎÂÍÈ ÏÐÈÍÎÑÈ

Îñíîâíèòå íàó÷íè è íàó÷íî-ïðèëîæíè ïðèíîñè â äèñåðòàöèîííàòà ðàáîòà ñà ñëåäíèòå.

1) Ïðåäëîæåí å ìåòîä çà ïðåñìÿòàíå íà âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà òàêèâà äèçàéíè,

îòíîñíî âúòðåøíè è âúíøíè çà äèçàéíà òî÷êè.

2) Èçñëåäâàíè ñà âðúçêèòå ìåæäó äèçàéíè ñ ðàçëè÷íè ïàðàìåòðè, êàòî ñà ïîëó÷åíè

ðåçóëòàòè, ñâðúçâàùè ñïåêòðèòå íà τ -(n, |C|) è τ -(n−τ0, |C|)-äèçàéíè, ïîîòäåëíî çà ñëó÷àèòå
τ0 = 1 è τ0 ≥ 2.

3) Ïðåäëîæåíè ñà àëãîðèòìè, ñ êîèòî ñå èçñëåäâàò âñè÷êè ñïåêòðè íà τ -(n, |C|)-äèçàéíè
íà áàçàòà íà ðåçóëòàòèòå îò 2).

4) Äîêàçàíè ñà ðåçóëòàòè çà íåñúùåñòâóâàíå â ÷åòèðè ñëó÷àÿ, îïèñàíè êàòî îòâîðåíè â

òàáëèöà 12.1 îò êíèãàòà [33]. Òåçè ðåçóëòàòè âîäÿò äî ðåøàâàíå íà îùå 20 îòâîðåíè ñëó÷àÿ,

ñ êîåòî ñà îïðåäåëåíè òî÷íèòå ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà L(n, τ) çà τ = 4 ïðè 9 ≤ n ≤ 12,

τ = 5 ïðè 10 ≤ n ≤ 13 è çà (τ, n) = (6, 10), (7, 11), (8, 12), (9, 13), (10, 14).

5) Íàìåðåíè ñà ãðàíèöè çà ðàäèóñà íà ïîêðèòèå íà äèçàéíè â H(n, 2), êàêòî è ãðàíèöè

çà ñëó÷àèòå, êîãàòî ñúîòâåòíèÿò ðàäèóñ íà ïîêðèòèå ñå ðåàëèçèðà.

6) Âúâåäåíè ñà è ñà èçñëåäâàíè ìîìåíòè íà êîäîâå è äèçàéíè â H(n, 2).

7) Ïîëó÷åíè ñà ãðàíèöè çà åêñòðåìàëíè ñêàëàðíè ïðîèçâåäåíèÿ íà ñôåðè÷íè äèçàéíè.

8) Ïîëó÷åíè ñà íåîáõîäèìè óñëîâèÿ çà ñúùåñòâóâàíå íà êëàñ îò ñôåðè÷íè äèçàéíè ñ

íå÷åòíà ñèëà è íå÷åòíà ìîùíîñò íà áàçàòà íà íÿêîè îò ãðàíèöèòå îò 7).

9) Ïîëó÷åíè ñà íîâè ðåçóëòàòè çà íåñúùåñòâóâàíå íà ñôåðè÷íè 3 - è 5 -äèçàéíè.

Áëàãîäàðíîñòè

Áèõ èñêàëà äà èçðàçÿ ñâîÿòà áëàãîäàðíîñò êúì íàó÷íèÿ ñè ðúêîâîäèòåë ïðîô. äìí

Ïåòúð Áîéâàëåíêîâ, êîéòî ìå íàñî÷è â òàçè òåìàòèêà. Áëàãîäàðÿ ìó çà ìíîãîáðîéíèòå

äèñêóñèè è âäúõíîâÿâàùè èäåè, çà êðèòè÷íèòå áåëåæêè è çà áåçðåçåðâíàòà ïîäêðåïà.

Áëàãîäàðíà ñúì íà âñè÷êè êîëåãè îò ñåêöèÿ Ìàòåìàòè÷åñêè îñíîâè íà èíôîðìàòèêàòà

çà òâîð÷åñêàòà àòìîñôåðà, çà îòçèâ÷èâîñòòà è èíòåðåñà êúì ðàáîòà ìè. Ñïåöèàëíî áëàãî-

äàðÿ íà ìîèòå ñúàâòîðè Ñèëâèÿ Áóìîâà è Ìàÿ Ñòîÿíîâà çà êîëåãèàëíîòî èì îòíîøåíèå è

ïîëåçíîòî ñúòðóäíè÷åñòâî.

Èñêðåíî áëàãîäàðÿ íà áèâøèÿò äèðåêòîð íà ÈÌÈ, ïîêîéíèÿ âå÷å àêàäåìèê Ñòåôàí

Äîäóíåêîâ, çà âñåñòðàííàòà ìó ïîìîù è îêàçàíîòî ìè äîâåðèå.

Áëàãîäàðíà ñúì è íà ðúêîâîäñòâîòî íà Ôàêóëòåòà ïî ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà êúì

Ïëîâäèâñêèÿ óíèâåðñèòåò, íà âñè÷êè êîëåãè îò êàòåäðà Ïðèëîæíà ìàòåìàòèêà è ìîäåëè-

ðàíå è ñïåöèàëíî íà ïðîô. Ñíåæàíà Ãî÷åâà çà ñúäåéñòâèåòî è ïîäêðåïàòà.

Èñêàì äà áëàãîäàðÿ è íà ìîåòî ñåìåéñòâî çà òúðïåíèåòî, çà îêóðàæèòåëíèòå äóìè è

ñúïðè÷àñòíîñòòà êúì ìîÿòà ðàáîòà.
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