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Äàííè çà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä:
Îáåì íà äèñåðòàöèÿòà: 89 ñòð.
Îñíîâåí òåêñò: 69 ñòð.
Ëèòåðàòóðà: 159 çàãëàâèÿ.
Ïóáëèêàöèè ïî äèñåðòàöèÿòà: 3 áðîÿ.

Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä å îáñúäåí è ïðåïîðú÷àí çà çàïî÷âàíå íà ïðîöå-
äóðà ïî çàùèòà íà ðàçøèðåíî çàñåäàíèå íà ñåêöèÿ ½Âåðîÿòíîñòè è ñòàòèñ-
òèêà� ïðè Èíñòèòóòà ïî ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà � ÁÀÍ, ïðîâåäåíî íà
18.04.2012 ã.

Ìàòåðèàëèòå ïî çàùèòàòà ñà íà ðàçïîëîæåíèå íà èíòåðåñóâàùèòå ñå â
ñåêöèÿ ½Âåðîÿòíîñòè è ñòàòèñòèêà� è â áèáëèîòåêèòå íà ÈÌÈ � ÁÀÍ è íà
ÔÌÈ � ÑÓ.

Àâòîð: Íèíà Ðóìåíîâà Äàñêàëîâà
Çàãëàâèå: Àëãîðèòìè îò òèï ÅÌ çà ñòàòèñòè÷åñêî îöåíÿâàíå â ðàçêëî-
íÿâàùè ñå ñòîõàñòè÷íè ïðîöåñè.



Ìîòèâàöèÿ, öåëè è çàäà÷è íà äèñåðòàöèÿòà

Ðàçêëîíÿâàùèòå ñå ñòîõàñòè÷íè ïðîöåñè ìîäåëèðàò ÿâëåíèÿ â ðàçëè÷íè îá-
ëàñòè íà íàó÷íîòî ïîçíàíèå, êúäåòî ñå íàáëþäàâà åâîëþöèÿòà (ðàçìíîæà-
âàíå èëè ïðåîáðàçóâàíå) íà ðàçëè÷íè îáåêòè. Òîâà ìîãàò äà áúäàò îïðåäå-
ëåíè ÷àñòèöè (àòîìè, ìîëåêóëè, ôîòîíè è äð.) âúâ ôèçèêàòà èëè õèìèÿòà;
èíäèâèäè (õîðà, æèâîòíè, ðàñòåíèÿ, ìèêðîîðãàíèçìè, êëåòêè) â áèîëîãè-
ÿòà, åïèäåìèîëîãèÿòà èëè äåìîãðàôèÿòà; ÄÍÊ èëè ãåíè â ìîëåêóëÿðíàòà
áèîëîãèÿ è ãåíåòèêàòà, äîðè àëãîðèòìè è ïðîãðàìè â êîìïþòúðíèòå íàóêè.
Äîáðå ðàçâèòèÿò ìàòåìàòè÷åñêè àïàðàò å îñíîâà çà ðàçðàáîòâàíåòî íà íîâè
ïðèëîæåíèÿ íà ðàçêëîíÿâàùèòå ñå ïðîöåñè âúâ âñå ïî-øèðîê êðúã îò îá-
ëàñòè, êàòî â ñúùîòî âðåìå òåçè ïðèëîæåíèÿ ñúçäàâàò ïðåäèçâèêàòåëñòâà
çà ïî-íàòàòúøíîòî ðàçâèòèå íà òåîðåòè÷íèòå ìàòåìàòè÷åñêè îñíîâè.

Ïúðâèòå äîêóìåíòèðàíè ñâåäåíèÿ çà íàó÷åí èíòåðåñ â îáëàñòòà äàòèðàò
îò ñðåäàòà íà 19-òè âåê. Çà îñíîâîïîëàãàùà ñå ñìÿòà ðàáîòàòà íà Ãàëòîí
è Óîòñúí (Galton and Watson [1]), â êîÿòî ñå ðàçãëåæäà ïðîáëåìúò çà èç-
÷åçâàíåòî íà àðèñòîêðàòè÷íèòå ôàìèëèè. Òîçè ìîäåë å èçâåñòåí ïîä èìåòî
ïðîöåñ íà Áèåíåìå-Ãàëòîí-Óîòñúí (ÁÃÓ), òúé êàòî (ìàêàð è äîñòà ïî-êúñíî
� â êðàÿ íà 20-òè âåê) å îòêðèòî, ÷å ïîäîáíè ïðîáëåìè ñà ðàçãëåæäàíè è
â ðàáîòàòà íà Áèåíåìå (Bienaym�e [2]) îò 1845 ã. Ñïîðåä ìîäåëà íà ÁÃÓ
èíäèâèäèòå æèâåÿò åäèíèöà âðåìå è â êðàÿ íà æèâîòà ñè îñòàâÿò ïîòîìñò-
âî, ñúîáðàçíî íÿêàêâî âåðîÿòíîñòíî ðàçïðåäåëåíèå. Ïúðâèòå àñèìïòîòè÷íè
ðåçóëòàòè â òàçè îáëàñò ñà ïîëó÷åíè îò Êîëìîãîðîâ [3] ïðåç 1938 ã., à çà
ïúðâè ïúò òåðìèíúò ½ðàçêëîíÿâàùè ñå ïðîöåñè� å âúâåäåí â ðàáîòàòà íà À.
Í. Êîëìîãîðîâ è Í. À. Äìèòðèåâ [4] îò 1947 ã. Áåëìàí è Õàðèñ (Bellman and
Harris [5]) îáîáùàâàò ïðîöåñà íà ÁÃÓ, êàòî âúâåæäàò ñëó÷àéíî âðåìå íà æè-
âîò íà èíäèâèäèòå, â êðàÿ íà êîéòî òå äàâàò ïîòîìñòâî ñïîðåä (íåèçìåíÿù
ñå) ñëó÷àåí çàêîí. Â ñâîÿ ìîäåë, Ñåâàñòüÿíîâ [6] âúâåæäà è çàâèñèìîñò íà
âúçïðîèçâîäñòâîòî îò âðåìåòî íà æèâîò. Íàé-îáùèÿ ìîäåë íà ðàçêëîíÿâàù
ñå ïðîöåñ å âúâåäåí íåçàâèñèìî îò Êðúìï, Ìîä è ßãåðñ (Crump and Mode
[7, 8] è Jagers [9]), êàòî â íåãî èíäèâèäèòå èìàò ñëó÷àéíî âðåìå íà æèâîò,
â ïðîèçâîëíà çàâèñèìîñò ñúñ çàêîíà çà âúçïðîèçâåæäàíå, à ïîòîìñòâîòî ñå
ïîðàæäà â ðàìêèòå íà òî÷êîâ ïðîöåñ ïðåç âðåìåòî íà æèâîò íà èíäèâèäà.
Íà áàçàòà íà òåçè îñíîâíè ìîäåëè ñå ðàçðàáîòâàò äîïúëíèòåëíè âúçìîæ-
íîñòè êàòî íàïðèìåð âúâåæäàíåòî íà äâà ïîëà, ðàçëè÷íè âèäîâå ìèãðàöèÿ
è äðóãè èçòî÷íèöè íà êîíòðîë â ïîïóëàöèÿòà.
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Äðóãà íàñîêà çà îáîãàòÿâàíå íà ìîäåëèòå å ðàçãëåæäàíåòî íà âúçìîæ-
íîñòòà ÷àñòèöèòå íà ïðîöåñà äà èìàò ðàçëè÷íè òèïîâå. Çà ïúðâè ïúò ìíîãî-
òèïîâè ïðîöåñè ñå ñðåùàò â ðàáîòèòå íà À. Í. Êîëìîãîðîâ è Í. À. Äìèòðèåâ
[4] è À. Í. Êîëìîãîðîâ è Á. À. Ñåâàñòüÿíîâ [10]. Ïðîöåñè íà Áåëìàí-Õàðèñ ñ
ïîâå÷å îò åäèí òèï ÷àñòèöè ñà ðàçãëåäàíè îò Íåé (Ney [11]) è Ñåâàñòüÿíîâ
[6]. Ìîä (Mode [12]) âúâåæäà â îáùèÿ ïðîöåñ è âúçìîæíîñò çà ðàçëè÷íè
òèïîâå.

Ïîäðîáíî èçëîæåíèå íà îñíîâíèòå òåîðåòè÷íè è ïðèëîæíè àñïåêòè íà
ðàçêëîíÿâàùèòå ñå ñòîõàñòè÷íè ïðîöåñè ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè â ñëåä-
íèòå èçäàíèÿ: Harris [13], Ñåâàñòüÿíîâ [14], Mode [12], Athreya and Ney [15],
Jagers [9], Asmussen and Hering [16], êàêòî è â èçëÿçëàòà íàñêîðî íà áúëãàðñ-
êè åçèê êíèãà íà Ì. Ñëàâ÷îâà-Áîæêîâà è Í. ßíåâ [17]. Ïîâå÷å çà èñòîðèÿòà
íà ðàçêëîíÿâàùèòå ñå ïðîöåñè ìîæå äà ñå âèäè â åñåòî íà Ï. ßãåðñ (Jagers
[18]).

Ñ ðàçâèòèåòî íà ñúâðåìåííèòå êîìïþòúðíè òåõíîëîãèè ñòàíà âúçìîæíî
ñúáèðàíåòî è ñúõðàíÿâàíåòî íà ãîëåìè êîëè÷åñòâà äàííè. Òîâà îáóñëàâÿ è
èíòåíçèâíîòî ðàçâèòèå íà èç÷èñëèòåëíèòå ìåòîäè çà îáðàáîòêà íà äàííè,
â òîâà ÷èñëî è ñòàòèñòè÷åñêè. Ñúâðåìåííàòà ñòàòèñòèêà ðàç÷èòà íà ïîâè-
øåíèÿ êàïàöèòåò íà êîìïþòðèòå è íà òàçè áàçà ðàçâèâà ìåòîäè, êîèòî â
ìèíàëîòî ñà áèëè ïðåíåáðåãâàíè çàðàäè ãîëÿìàòà ñè èç÷èñëèòåëíà ñëîæ-
íîñò. Åäèí îò òåçè ìåòîäè, êîéòî â ïîñëåäíèòå òðè äåñåòèëåòèÿ ñå ðàçâè è
äîêàçà êàòî ñòàòèñòè÷åñêà ïðàêòèêà å ÅÌ (Expectation Maximization) àëãî-
ðèòúìúò, íàðå÷åí òàêà îò Äåìïñòúð, Ëåúðä è Ðóáèí (Dempster et al. [19])
ïðåç 1977 ã. Òîâà å øèðîêî ïðèëîæèì àëãîðèòúì, êîéòî ïðåäëàãà èòåðàòèâ-
íà ïðîöåäóðà çà íàìèðàíå íà ìàêñèìàëíî-ïðàâäîïîäîáíà îöåíêà (ÌÏÎ) çà
ñòàòèñòè÷åñêè ìîäåëè ñ ëèïñâàùè äàííè, â êîèòî òàêàâà îöåíêà áè áèëà
äèðåêòíî èç÷èñëèìà ïðè íàëè÷èåòî íà òåçè äîïúëíèòåëíè äàííè. Ïîâå÷å
çà òåîðèÿòà è ïðèëîæåíèÿòà íà ÅÌ àëãîðèòúìà ìîæå äà ñå âèäè â êíèãàòà
íà McLachlan and Krishnan [20].

Ïðè âåðîÿòíîñòíîòî ìîäåëèðàíå ÷åñòî ñå ñðåùàò ñëó÷àè, êîãàòî íàáëþ-
äàâàíèòå âåëè÷èíè ìîãàò äà ñå ðàçãëåæäàò êàòî ðåçóëòàò îò íåíàáëþäàåì
ìîäåë. Òîçè ìîäåë ìîæå äà áúäå è ðàçêëîíÿâàù ñå ñòîõàñòè÷åí ïðîöåñ.
Ïðèìåð çà òîâà ñà áèîëîãè÷íè åêñïåðèìåíòè, èçñëåäâàùè êëåòú÷íà ïðîëè-
ôåðàöèÿ, â êîèòî äåëåíåòî çàïî÷âà îò êëåòêà îò äàäåí âèä è â îïðåäåëåí
ìîìåíò ñå ïðåáðîÿâàò êëåòêèòå, ïîðîäåíè îò íåÿ. Òóê ðàçìíîæàâàíåòî è
äèôåðåíöèàöèÿòà íà êëåòêèòå ñå îïèñâàò îò ìíîãîòèïîâ ðàçêëîíÿâàù ñå
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ïðîöåñ (ÌÒÐÏ), êîéòî íå ìîæå äà áúäå íàáëþäàâàí â íåãîâàòà öÿëîñò, à
ñàìî êàòî áðîé íà îáåêòèòå â äàäåí ìîìåíò. Òîâà å òèïè÷åí ñëó÷àé çà ïðè-
ëîæåíèå íà ÅÌ àëãîðèòúì.

Öåëòà íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä å äà ñå âúâåäå ïî ïîäõîäÿù íà÷èí èç-
ïîëçâàíåòî íà ÅÌ àëãîðèòúì çà íàìèðàíå íà ÌÏÎ çà ðàçïðåäåëåíèåòî íà
ïîòîìñòâîòî â ÌÒÐÏ ïðè íåïúëíè íàáëþäåíèÿ. Äà ñå èçñëåäâà âðúçêà-
òà (âæ. Sanko� [21], Miller and O'Sullivan [22], Geman and Johnson [23]) íà
ÌÒÐÏ ñ äðóãè äèñêðåòíè âåðîÿòíîñòè ñòðóêòóðè, íàðå÷åíè ñòîõàñòè÷íè
êîíòåêñòíî-ñâîáîäíè ãðàìàòèêè (ÑÊÑÃ), çà êîèòî ñúùåñòâóâà ïîäîáåí àë-
ãîðèòúì. Çàäà÷àòà å äà ñå ðàçðàáîòÿò äâà ïîäõîäà êúì ïîñòàâåíèÿ ïðîáëåì
� åäèíèÿò èçïîëçâà ïðåäñòàâÿíå íà ÌÒÐÏ ÷ðåç ÑÊÑÃ è ïðèëàãàíå íà ñú-
ùåñòâóâàùèÿ àëãîðèòúì, à äðóãèÿò äåôèíèðà èçöÿëî íîâ ÅÌ àëãîðèòúì,
êîíêðåòíî çà ðàçêëîíÿâàùè ñå ïðîöåñè. È äâàòà ïîäõîäà äà ñå ðåàëèçèðàò
ñîôòóåðíî è äà ñå èçñëåäâàò òÿõíîòî ïîâåäåíèå è åìïèðè÷íèòå ñâîéñòâà íà
ïîëó÷åíèòå îöåíêè. Äà ñå ðàçãëåäà ïðèìåð çà ìîäåëèðàíå íà êëåòú÷íàòà
ïðîëèôåðàöèÿ, â êîéòî å óìåñòíî ïðèëàãàíåòî íà ðàçðàáîòåíèÿ ìåòîä.

Ñòðóêòóðà è ñúäúðæàíèå íà äèñåðòàöèÿòà

• Â Ãëàâà 1 å íàïðàâåí êðàòúê îáçîð íà ëèòåðàòóðàòà â îáëàñòòà íà ðàçêëî-
íÿâàùèòå ñå ïðîöåñè (ÐÏ) è ÅÌ-àëãîðèòúìà, êîéòî èìà çà öåë äà ïîêàæå
àêòóàëíîòî ñúñòîÿíèå íà èçñëåäâàíàòà òåìàòèêà è äà ìîòèâèðà îñíîâíàòà
çàäà÷à íà äèñåðòàöèÿòà, à èìåííî âúâåæäàíåòî íà ÅÌ-àëãîðèòúì çà íå-
ïàðàìåòðè÷íà îöåíêà íà èíäèâèäóàëíîòî ðàçïðåäåëåíèå â îïðåäåëåí êëàñ
ÐÏ.

Íàêðàòêî ñà èçëîæåíè è îñíîâíèòå äåôèíèöèè è òåîðåòè÷íè ðåçóëòàòè,
êîèòî ñà èçïîëçâàíè â äèñåðòàöèÿòà. Â ñëåäâàùîòî èçëîæåíèå å ñïàçâàíà
íîìåðàöèÿòà íà òâúðäåíèÿòà â òåêñòà íà äèñåðòàöèÿòà, êàòî å äîáàâåíà
áóêâàòà Ä ïðåä íîìåðà.

Ðàçêëîíÿâàùèÿò ñå ïðîöåñ íà Áèåíåìå-Ãàëòîí-Óîòñúí (ÁÃÓ) ìîæå äà ñå
äåôèíèðà ïî ñëåäíèÿ êîíñòðóêòèâåí íà÷èí:

Îïðåäåëåíèå Ä. 1.2.1 Íåêà íà âåðîÿòíîñòíîòî ïðîñòðàíñòâî (Ω,A, P )
ñà äåôèíèðàíè öåëî÷èñëåíè íåîòðèöàòåëíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè (ñë.â.) ξi(t),
i = 1, 2, . . . , t = 0, 1, 2, . . . , êîèòî, îñâåí òîâà, ñà íåçàâèñèìè è åäíàêâî
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ðàçïðåäåëåíè (í.å.ð.)

P (ξi(t) = k) = pk,
∞∑
k=0

pk = 1, F (s) =
∞∑
k=0

pks
k. (1)

Òîãàâà ïðîöåñ íà ÁÃÓ ñå äåôèíèðà ÷ðåç:

Zt+1 =


Zt∑
i=1

ξi(t+ 1) , Zt > 0,

0 , Zt = 0,

t = 0, 1, 2, . . . , Z0 = 1. (2)

Àêî ïàðàìåòúðúò t ñå èíòåðïðåòèðà êàòî íîìåð íà ïîêîëåíèå, à ñúñòîÿ-
íèåòî íà ïðîöåñà êàòî áðîé íà ÷àñòèöèòå, òî òîãàâà ξi(t+ 1) îçíà÷àâà áðîÿ
íà ïðåêèòå ïîòîìöè â t + 1 ïîêîëåíèå íà i−òà ÷àñòèöà, ñúùåñòâóâàùà â
t−òî ïîêîëåíèå, à Zt å îáùèÿ áðîé íà ÷àñòèöèòå â t−òî ïîêîëåíèå. Â òàêúâ
ñëó÷àé, îñíîâíîòî ñâîéñòâî (2) èçðàçÿâà íåçàâèñèìîñòòà íà åâîëþöèÿòà íà
÷àñòèöèòå îò îáùèÿ áðîé ÷àñòèöè, ñúùåñòâóâàùè â äàäåíî ïîêîëåíèå. Òî
ïîêàçâà, ÷å ñúñòîÿíèåòî íóëà å ïîãëúùàùî çà ðàçêëîíÿâàùèÿ ñå ïðîöåñ, ò.
å. àêî ïðîöåñúò âåäíúæ ïîïàäíå â íóëàòà, òî òîé îñòàâà òàì çàâèíàãè.

Âåðîÿòíîñòèòå pk = P (Z1 = k) ñå íàðè÷àò èíäèâèäóàëíè âåðîÿòíîñ-
òè, à F (s) = EsZ1 � èíäèâèäóàëíà ïîðàæäàùà ôóíêöèÿ. Îêàçâà ñå, ÷å
èíäèâèäóàëíèòå õàðàêòåðèñòèêè íàïúëíî îïðåäåëÿò âñè÷êè îñòàíàëè õà-
ðàêòåðèñòèêè íà ïðîöåñà Zt è â ÷àñòíîñò ïðåõîäíèòå âåðîÿòíîñòè:

Pn(t) = P (Zt+τ = n|Zτ = 1) = P (Zt = n)

è ñúîòâåòíèòå ïîðàæäàùè ôóíêöèè

F (t; s) =
∞∑
n=0

Pn(t)s
n = EsZt.

Ïðè ôèêñèðàíî ω ∈ Ω ôóíêöèÿòà Zt(ω), t ≥ 0 ñå íàðè÷à òðàåêòîðèÿ
(ðåàëèçàöèÿ) íà ïðîöåñà. Òðàåêòîðèèòå íà ðàçêëîíÿâàùèÿ ñå ïðîöåñ ìîãàò
äà áúäàò ïðåäñòàâåíè êàòî äúðâî (îòòàì èäâà è òåðìèíîëîãèÿòà ½ðàçêëî-
íÿâàù ñå� ïðîöåñ). Ðàçêëîíÿâàùèÿò ñå ïðîöåñ {Zt(ω), ω ∈ Ω, t ≥ 0} ìîæåì
äà ñè ïðåäñòàâèì êàòî ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè âúçìîæíè äúðâåòà (ôèã. 1),
êîèòî ñå ãåíåðèðàò îò çàäàäåíîòî ðàçïðåäåëåíèå (1).

Îò ãëåäíà òî÷êà íà òåîðèÿòà íà ìàðêîâñêèòå ïðîöåñè íå å ñúùåñòâåíî
äàëè ïðîöåñúò å ñ åäèí èëè ñ íÿêîëêî òèïà ÷àñòèöè, òúé êàòî è â äâàòà

4



Ôèãóðà 1: Ôàìèëíî äúðâî íà ðàçêëîíÿâàù ñå ïðîöåñ.

ñëó÷àÿ ïðîöåñúò èìà èçáðîèìî ìíîæåñòâî íà ñúñòîÿíèÿòà. Ðàçëèêàòà å,
÷å äîêàòî â ïúðâèÿ ñëó÷àé èìàìå åñòåñòâåíî íîìåðèðàíå íà ñúñòîÿíèÿòà
âúâ ôàçîâîòî ïðîñòðàíñòâî N = {0, 1, 2, . . . }, òî âúâ âòîðèÿ ïî-îáù ñëó÷àé
ùå îçíà÷àâàìå ñúñòîÿíèÿòà ñ âåêòîðè α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn è òîâà
ùå îçíà÷àâà, ÷å â ïîïóëàöèÿòà èìàìå α1 ÷àñòèöè îò òèï T1, α2 ÷àñòèöè
îò òèï T2, . . .αn ÷àñòèöè îò òèï Tn. Ðàçêëîíÿâàùèÿò ñå ïðîöåñ òîãàâà ùå
äåôèíèðàìå ÷ðåç ïðåõîäíèòå âåðîÿòíîñòè P (i)

α (t) = P
(i)
(α1,α2,...,αn)

(t) çà òîâà, ÷å
åäíà ÷àñòèöà îò òèï Ti çà âðåìå t ïîðàæäà ñúâêóïíîñò îò ÷àñòèöè, ñúîòâåòíà
íà âåêòîðà α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn.

Ìîæå äà ñå äàäå êîíñòðóêòèâíà äåôèíèöèÿ íà ïðîöåñèòå, êàêòî â åäíî-
ìåðíèÿ ñëó÷àé.

Îïðåäåëåíèå Ä. 1.2.4 Àêî Z(0) = δm, m = 1, 2, . . . , n, òî çà t =
0, 1, 2, . . . ,

Zk(t+ 1) =
n∑
i=1

Zi(t)∑
j=1

ξ
(i)
k (t; j) , k = 1, . . . , n, j = 1, 2, . . .

êúäåòî ξ
(i)
k (t, j), k, i = 1, . . . , n, j = 1, 2, . . . ñà íåçàâèñèìè ñëó÷àéíè âåëè-

÷èíè íàä åäíî è ñúùî âåðîÿòíîñòíî ïðîñòðàíñòâî (Ω,A,P).
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Êîãàòî i = 1, 2, . . . å ôèêñèðàíî, âåêòîðèòå ξ(i) (t; j) ñà åäíàêâî ðàçïðåäå-
ëåíè çà j = 1, 2, . . . , t = 0, 1, 2, . . . . Àêî èíòåðïðåòèðàìå ïàðàìåòúðà t êàòî
íîìåð íà ïîêîëåíèå, òî ξ

(i)
k (t; j) îçíà÷àâà áðîÿ ÷àñòèöè îò òèï k, ïîðîäåíè

çà åäíî ïîêîëåíèå îò j-òà ÷àñòèöà îò òèï i, ñúùåñòâóâàùà â t-òî ïîêîëåíèå.
Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ìîæåì äà íàáëþäàâàìå òðàåêòîðèÿòà íà åäèí ïðî-

öåñ íà ÁÃÓ êàòî åäíî äúðâî äî äàäåí ìîìåíò t (âæ. Ôèã. 1). Òîâà âñúùíîñò
å íàé-ïúëíàòà èíôîðìàöèÿ, êîÿòî ìîæåì äà èìàìå çà åäèí ðàçêëîíÿâàù
ñå ïðîöåñ. Îò òîâà äúðâî ëåñíî ìîãàò äà ñå îïðåäåëÿò ñòàòèñòèêèòå Zj(k),
êúäåòî Zj(k) îçíà÷àâà áðîÿ íà ÷àñòèöèòå â j-òîòî ïîêîëåíèå, êîèòî èìàò
òî÷íî k íàñëåäíèêà â ñëåäâàùîòî ïîêîëåíèå, j = 0, 1, 2, . . . , t; k = 0, 1, 2, . . ..
Òîãàâà çà ôóíêöèÿòà íà ïðàâäîïîäîáèå ïîëó÷àâàìå:

Lt(p0, p1, p2, . . .) =
∞∏
k=0

p
∑t−1

j=0 Zj(k)

k , (3)

êúäåòî p = {p0, p1, p2, . . .} å èíäèâèäóàëíîòî ðàçïðåäåëåíèå è ñìå âçåëè
ïðåäâèä íåçàâèñèìîñòòà íà åâîëþöèèòå íà ÷àñòèöèòå.

Ìàêñèìàëíî-ïðàâäîïîäîáíàòà îöåíêà (ÌÏÎ) çà ïàðàìåòúðà p ëåñíî ìî-
æå äà áúäå íàìåðåíà îò (3) êàòî ñå èçïîëçâà ìåòîäà íà Ëàãðàíæ.

Òâúðäåíèå Ä. 1.2.2 ÌÏÎ çà íåèçâåñòíèòå ïàðàìåòðè pk, k = 0, 1, 2, . . . .
å:

p̂k(t) =
Ut(k)

Ut
, k = 0, 1, 2, . . . (4)

Ðàçãëåæäàíåòî íà ðàçëè÷íèòå òåõíèêè çà îöåíÿâàíå, èçïîëçâàùè ÅÌ-
ïîäõîä çà ðåøàâàíå íà øèðîê êðúã îò ñòàòèñòè÷åñêè çàäà÷è, äàâà îñíîâà-
íèå äà ñå ïðåäïîëîæè, ÷å òàêúâ ìåòîä ìîæå äà áúäå ïîëåçåí è â ñèòóàöèè,
êúäåòî å óìåñòíî ìîäåëèðàíå ñ ÐÏ. Â ðåàëíè ïðèëîæåíèÿ íà òàêèâà ìîäåëè
÷åñòî ñå ñëó÷âà äà íå å âúçìîæíî äà ñå ïîëó÷è ïúëíî íàáëþäåíèå íàä òðàåê-
òîðèÿòà (äúðâîòî) íà ïðîöåñà, à ñàìî ÷àñòè÷íî, íà ñúñòîÿíèåòî íà ïðîöåñà
â îïðåäåëåí ìîìåíò. Òî÷íî â òàêèâà ñëó÷àè å íåîáõîäèìî ñúçäàâàíåòî íà
íîâè ñòàòèñòè÷åñêè ìåòîäè è ïðîöåäóðè, êîèòî äà äàäàò âúçìîæíîñò çà
îöåíêà ïðè íàëè÷íèòå åêñïåðèìåíòàëíè äàííè.

Èäåÿòà çàä ÅÌ àëãîðèòúìà å, ÷å çà íàìèðàíå íà ÌÏÎ çà íåïúëíèÿ ìîäåë
ñå èçïîëçâà ôóíêöèÿòà íà ïðàâäîïîäîáèå íà ïúëíèÿ ìîäåë, êîÿòî â ìíîãî
ñëó÷àè èìà äîáðè ìàòåìàòè÷åñêè ñâîéñòâà. Íåêà ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëà
îçíà÷èì ñ âåêòîðà θ, x å âåêòîðúò íà íàáëþäåíèåòî, à Y ñà íÿêàêâè ½ñêðèòè�
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äàííè, êîèòî îïðåäåëÿò âåðîÿòíîñòíîòî ðàçïðåäåëåíèå íà x. Òîãàâà, àêî
ïëúòíîñòòà íà ½ïúëíîòî� íàáëþäåíèå îçíà÷èì ñ f(x, y|θ), òî ïëúòíîñòòà íà
½íåïúëíîòî� íàáëþäåíèå å ìàðãèíàëíàòà ïëúòíîñò g(x|θ) =

∫
f(x, y|θ)dy.

Çàïèñâàìå ïðàâäîïîäîáèÿòà è óñëîâíàòà ïëúòíîñò íà Y ïðè óñëîâèå x è θ
ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

L(θ|x, y) = f(x, y|θ), L(θ|x) = g(x|θ), k(y|θ, x) =
f(x, yθ)

g(x|θ)
.

Öåëòà å äà ñå ìàêñèìèçèðà ëîãàðèòúìà îò ïðàâäîïîäîáèåòî

logL(θ|x) = logL(θ|x, y)− log k(y|θ, x). (5)

Íåêà îçíà÷èì ñ Eθ′ óñëîâíîòî î÷àêâàíå íà Y ïðè óñëîâèå ÷å X = x è θ′ å òå-
êóùàòà ñòîéíîñò íà ïàðàìåòúðà, ò.å. ñïðÿìî óñëîâíàòà ïëúòíîñò k(y|θ′, x).
Òîãàâà, âçåìàéêè î÷àêâàíèòå ñòîéíîñòè îò äâåòå ñòðàíè íà ðàâåíñòâî (5),
ùå ïîëó÷èì ñëåäíèÿ ðåçóëòàò:

logL(θ|x) = Eθ′[logL(θ|x, Y )]− Eθ′[log k(Y |θ, x)]. (6)

Îçíà÷àâàéêè

Q(θ|θ′) = Eθ′[logL(θ|x, Y )] è H(θ|θ′) = Eθ′[log k(Y |θ, x)],

ðàâåíñòâî (6) ïðèäîáèâà ñëåäíèÿ âèä:

logL(θ|x) = Q(θ|θ′)−H(θ|θ′). (7)

Íåêà îçíà÷èì ñ θ(i) îöåíêàòà íà ïàðàìåòúðà, ïîëó÷åíà íà i-òàòà èòåðà-
öèÿ. ÅÌ àëãîðèòúìúò îáèêíîâåíî ñå äåôèíèðà òàêà:

Îïðåäåëåíèå Ä. 1.2.9 ÅÌ àëãîðèòúìúò ñå ñúñòîè îò äâå ñòúïêè:
Å-ñòúïêà: Îïðåäåëÿíå íà ôóíêöèÿòà Q(θ|θ(i)) = Eθ(i)[logL(θ|x, Y )].
Ì-ñòúïêà: Èçáèðàíå íà θ(i+1) êàòî ñòîéíîñòòà, êîÿòî ìàêñèìèçèðà
Q(θ|θ(i)) ïî îòíîøåíèå íà θ.
Å-ñòúïêàòà è Ì-ñòúïêàòà ñå ïîâòàðÿò àëòåðíàòèâíî äîêàòî ðàçëèêà-
òà L(θ(i+1)|x)− L(θ(i)|x) ñòàíå ïî-ìàëêà îò ïðåäâàðèòåëíî èçáðàí ïðàã.

Äåìïñòúð, Ëåúðä è Ðóáèí ïîêàçâàò, ÷å íà âñÿêà ñòúïêà íåïúëíîòî ïðàâ-
äîïîäîáèå ìîæå ñàìî äà íàðàñòâà:
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Òâúðäåíèå Ä. 1.2.3 Ïðè ãîðíèòå îçíà÷åíèÿ, çà ðåäèöàòà {θ(i)} å èçïúë-
íåíî:

logL(θ(i+1)|x) ≥ logL(θ(i)|x).

Ñõîäèìîñòòà íà ðåäèöàòà îò ÅÌ îöåíêèòå {θ(i)} çàâèñè îò âèäà íà ôóí-
êöèèòå íà ïðàâäîïîäîáèå L(θ|x) è íà î÷àêâàíîòî ïðàâäîïîäîáèå Q(θ|θ(i)).
Ñëåäíîòî óñëîâèå, äåôèíèðàíî îò Wu [24], ãàðàíòèðà ñõîäèìîñò êúì ñòàöè-
îíàðíà òî÷êà. Ïðåäñòàâÿìå ãî, êàêòî å öèòèðàíî â Casella and Berger [25].

Òåîðåìà Ä. 1.2.5 Àêî î÷àêâàíîòî ëîãàðèòìóâàíî ïðàâäîïîäîáèå íà ïúë-
íèÿ ìîäåë Eθ′[logL(θ|x, Y )] å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ åäíîâðåìåííî ïî θ è
ïî θ′, òî âñè÷êè ãðàíè÷íè òî÷êè íà ÅÌ ðåäèöàòà {θ(i)} ñà ñòàöèîíàðíè
òî÷êè çà L(θ|x), è L(θ(i)|x) êëîíè ìîíîòîííî êúì L(θ̂|x) çà íÿêîÿ ñòàöè-
îíàðíà òî÷êà θ̂.

Êàòî ñëåäñòâèå îò òåîðåìàòà èìàìå, ÷å êîãàòî óñëîâèåòî å èçïúëíåíî è
ïðàâäîïîäîáèåòî å óíèìîäàëíî, àëãîðèòúìúò ñõîæäà êúì ãëîáàëåí ìàêñè-
ìóì. Â ñëó÷àèòå íà ìóëòèìîäàëíî ïðàâäîïîäîáèå îáà÷å, òîâà íå å ãàðàíòè-
ðàíî è å íåîáõîäèìî äîïúëíèòåëíî èçñëåäâàíå íà ïîâåäåíèåòî íà àëãîðèòú-
ìà ñ ðàçëè÷íè íà÷àëíè ñòîéíîñòè, çà äà ñå èçáåãíàò ëîêàëíè åêñòðåìóìè.

Òåðìèíúò ½àëãîðèòúì� â ñòàòèÿòà íà Äåìïñòúð, Ëåúðä è Ðóáèí å áèë
êðèòèêóâàí, çàùîòî âñúùíîñò íå ñå ïðåäëàãà êîíêðåòíà ïîñëåäîâàòåëíîñò
îò äåéñòâèÿ çà ðåàëèçàöèÿòà Å- è Ì-ñòúïêèòå. Â òîçè ñìèñúë, ïîíÿòèåòî
½ÅÌ àëãîðèòúì� ïî-ñêîðî ñå ðàçáèðà êàòî ðàìêà çà äåôèíèðàíå íà øèðîê
êðúã îò êîíêðåòíè àëãîðèòìè è ïî-óìåñòíî å äà ñå èçïîëçâà òåðìèíúò ½àë-
ãîðèòúì îò òèï ÅÌ�.

Ôîðìàëíèòå ãðàìàòèêè ñà äîáðå ðàçâèò èíñòðóìåíò çà ìîäåëèðàíå íà
ñèìâîëíè íèçîâå, èçïîëçâàí â êîìïþòúðíàòà/èç÷èñëèòåëíàòà ëèíãâèñòèêà.
Â ò. íàð. ½éåðàðõèÿ íà ×îìñêè� ãðàìàòèêèòå ñà ïîäðåäåíè ïî ñëîæíîñò, êàòî
êîëêîòî ïî-âèñîêî ñå íàìèðàò, òîëêîâà ïî-áîãàò å åçèêúò, êîéòî ïîðàæäàò,
íî ñå óñëîæíÿâà è ìàòåìàòè÷åñêèÿò ôîðìàëèçúì, íåîáõîäèì çà îïèñàíèåòî
èì. Êîíòåêñòíî-ñâîáîäíèòå ãðàìàòèêè (ÊÑÃ) ñå íàìèðàò íÿêúäå ïî ñðåäàòà
â òàçè éåðàðõèÿ. Òå ñà ñðàâíèòåëíî ïðîñòè çà äåôèíèðàíå è ìîãàò äà áúäàò
äîñòàòú÷íî äîáðå èçñëåäâàíè êàòî ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë. Îò äðóãà ñòðàíà
ñà äîñòàòú÷íî ñëîæíè, çà äà äåôèíèðàò êàêòî ôîðìàëíè åçèöè êàòî êîì-
ïþòúðíèòå, òàêà è åñòåñòâåíè åçèöè, íàìèðàéêè ïðèëîæåíèå âêëþ÷èòåëíî
è â ãåíîìèêàòà çà ìîäåëèðàíå íà ½åçèêà� íà ÄÍÊ íàïðèìåð. Çà îïðåäåëåíè
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ìîäåëè å âúçíèêíàëà èäåÿòà, ÷å êúì ÊÑÃ ìîæå äà ñå ïðèëîæè âåðîÿòíîñ-
òåí ïîäõîä è òàêà ñå ïîÿâÿâàò ñòîõàñòè÷íèòå (èëè âåðîÿòíîñòíè) ãðàìàòèêè
(âæ. íàïðèìåð Sanko� [26] çà èçïîëçâàíåòî èì â ëèíãâèñòèêàòà).

Îïðåäåëåíèå Ä. 1.2.6 Êîíòåêñòíî-ñâîáîäíà ãðàìàòèêà (ÊÑÃ) íàðè÷à-
ìå ÷åòâîðêàòà Γ = 〈N , T , S,R〉, çà êîÿòî èìàìå ìíîæåñòâî îò ñèìâîëè
{N ∪T }, S ∈ N è ìíîæåñòâî îò ïðàâèëà R. Ñèìâîëèòå áèâàò äâà âèäà
� àáñòðàêòíè íå-òåðìèíàëè (N = {X, Y, Z, . . .}), S å ñïåöèàëåí ½íà÷àëåí�
íå-òåðìèíàë, è òåðìèíàëè (T = {a, b, c, . . .}). Ïðàâèëàòà R èìàò âèäà
α → β, êúäåòî α ∈ N ñå ñúñòîè îò åäèí íå-òåðìèíàë, a β ∈ (N ∪ T )+

ìîæå äà ñúäúðæà ïðîèçâîëíà ïîðåäèöà îò íå-òåðìèíàëè è òåðìèíàëè.

Ìîæåì äà èíòåðïðåòèðàìå òåðìèíàëíèòå ñèìâîëè êàòî äóìèòå â åäíî èç-
ðå÷åíèå, ò.å. òîâà ñà ðåàëíî íàáëþäàâàíèòå îáåêòè, äîêàòî íå-òåðìèíàëèòå
îòãîâàðÿò íà ãðàìàòè÷íèòå êàòåãîðèè è â òîçè ñìèñúë èçðàçÿâàò ñòðóê-
òóðàòà íà èçðå÷åíèåòî. Ïðàâèëàòà ïîêàçâàò âúçìîæíèòå òðàíñôîðìàöèè
ìåæäó êàòåãîðèèòå è äóìèòå è îñèãóðÿâàò ãðàìàòè÷íàòà ½ïðàâèëíîñò� íà
èçðå÷åíèåòî. Âñÿêî èçðå÷åíèå, ïîëó÷åíî ÷ðåç ïðàâèëàòà íà äàäåíà ãðàìà-
òèêà ñå íàðè÷à ½èçâîä� íà òàçè ãðàìàòèêà. Èçâîäúò íà åäíà ÊÑÃ ìîæå äà
ñå ïðåäñòàâè ÷ðåç ãðàô-äúðâî ñ êîðåí S. Â òàêúâ ãðàô âñåêè âðúõ, êîéòî
íÿìà íàñëåäíèöè, ùå íàðè÷àìå ½ëèñò�.

Îïðåäåëåíèå Ä. 1.2.7 Çà äàäåíà ÊÑÃ Γ = 〈N , T , S,P〉, ñå îïðåäåëÿ äúðâî
íà èçâîä D(V,E) ñ êîðåí r ∈ V è ôóíêöèÿ f : V → (N ∪T ), ñúïîñòàâÿùà
íà âñåêè âðúõ ñèìâîë îò ãðàìàòèêàòà, òàêà ÷å:
� çà âñåêè âðúõ v íà D, êîéòî íå å ëèñò, f(v) ∈ N , êàòî f(r) = S;
� çà âñåêè ëèñò l íà D, f(l) ∈ T ;
� çà âñåêè âðúõ v (êîéòî íå å ëèñò) ñ íàñëåäíèöè vi1, vi2, . . . vik, å â ñèëà:
f(v)→ f(vi1)f(vi2) . . . f(vik) ∈ P.

Ñòîõàñòè÷íàòà êîíòåêñòíî-ñâîáîäíà ãðàìàòèêà (ÑÊÑÃ) ñå ïîëó÷àâà, êî-
ãàòî äîáàâèì âåðîÿòíîñòíî ðàçïðåäåëåíèå êúì ÊÑÃ (âæ. Sanko� [26]). Çà
âñåêè íå-òåðìèíàë X, íåêà r1, r2 . . . rk ñà ïðàâèëàòà íà ãðàìàòèêàòà, â êî-
èòî X ó÷àñòâà îò ëÿâàòà ñòðàíà. Íà ïðàâèëîòî ri ñúïîñòàâÿìå âåðîÿòíîñò
pi, òàêà ÷å p1 + p2 + . . . + pk = 1 è òàêà çà âñåêè íåòåðìèíàëåí ñèìâîë.
Ïî òîçè íà÷èí ñå äåôèíèðà âåðîÿòíîñò íà âñÿêî äúðâî íà èçâîä, à èìåííî
ïðîèçâåäåíèåòî îò âåðîÿòíîñòèòå íà âñè÷êè ïðàâèëà, èçïîëçâàíè çà êîíñò-
ðóèðàíåòî íà òîâà äúðâî. Òîâà ñå îñíîâàâà íà íåçàâèñèìîñòòà íà èçáîðà íà
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âñÿêî ïðàâèëî, èçïîëçâàíî çà âñÿêî ó÷àñòèå íà âñåêè íå-òåðìèíàë. Âåðîÿò-
íîñòòà íà äàäåíî èçðå÷åíèå îò åçèêà, ïîðîäåí îò ãðàìàòèêàòà, å ñóìàòà îò
âåðîÿòíîñòèòå íà âñè÷êè íåãîâè äúðâåòà íà èçâîä. Òàêà, ìîæåì äà âúâåäåì
ñëåäíîòî îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå Ä. 1.2.8 Ñòîõàñòè÷íà êîíòåêñòíî-ñâîáîäíà ãðàìàòèêà
(ÑÊÑÃ) íàðè÷àìå ñúâêóïíîñòòà Γ = 〈N , T , S,R,P〉, êúäåòî ïúðâèòå ÷å-
òèðè åëåìåíòà äåôèíèðàò ÊÑÃ, à P å âåðîÿòíîñòíî ðàçïðåäåëåíèå âúðõó
ïðàâèëàòà íà ãðàìàòèêàòà, òàêîâà ÷å íà âñÿêî ïðàâèëî r ∈ R ñúïîñòà-
âÿìå âåðîÿòíîñò p(r), è ñóìàòà îò âåðîÿòíîñòèòå íà âñè÷êè ïðàâèëà,
çà êîèòî íåòåðìèíàëúò X ó÷àñòâà îò ëÿâàòà èì ñòðàíà å ðàâíà íà 1:∑
r:X→β

p(r) = 1, ∀X.

Èçâîäúò íà äàäåíî èçðå÷åíèå ñå ÿâÿâà ñòîõàñòè÷åí ïðîöåñ, êîéòî îòãî-
âàðÿ íà äåôèíèöèÿòà íà ìíîãîòèïîâ ÐÏ íà ÁÃÓ. Â íåãî òèïîâåòå ÷àñòèöè
ñà ìíîæåñòâàòà íà òåðìèíàëèòå è íå-òåðìèíàëèòå {N ∪ T }, à ðàçïðåäå-
ëåíèåòî íà ïîòîìñòâîòî ñå çàäàâà îò âåðîÿòíîñòèòå {p(r)}. ÑÊÑÃ çàäàâà
îïðåäåëåíè îãðàíè÷åíèÿ âúðõó ñúîòâåòñòâàùèÿ è ÌÒÐÏ. Åäíîòî îò òÿõ å,
÷å èçâîäúò îò ãðàìàòèêàòà âèíàãè ñå ñúñòîè ñàìî îò òåðìèíàëíè ñèìâîëè,
êîèòî íå òúðïÿò ïî-íàòàòúøíà åâîëþöèÿ. Âñÿêî ôàìèëíî äúðâî (äúðâîòî
íà èçâîä íà ãðàìàòèêàòà) å êðàéíî, à òîâà îïðåäåëÿ ÐÏ êàòî äîêðèòè÷åí.
Äðóãî îãðàíè÷åíèå å, ÷å èçâîäúò íà ãðàìàòèêàòà íàé-÷åñòî ñå ðàçãëåæäà
êàòî íàðåäåíà ïîñëåäîâàòåëíîñò îò ñèìâîëè, äîêàòî â òåîðèÿòà íà ÐÏ ñå
âçåìà ïîä âíèìàíèå ñàìî ñúâêóïíîñòòà (ìíîæåñòâîòî) îò ÷àñòèöè, áåç îãëåä
íà íàðåäáàòà.

Ìíîãîîáðàçèåòî îò âúçìîæíè ïðàâèëà â ÊÑÃ-è çàòðóäíÿâà ðàáîòàòà ñ
òÿõ íà àáñòðàêòíî íèâî. Çà óäîáñòâî ñå ðàçãëåæäàò îïðåäåëåíè òðàíñôîð-
ìàöèè íà ãðàìàòèêèòå, íàðè÷àíè ½íîðìàëíè ôîðìè�. Êàçâàìå, ÷å åäíà ÊÑÃ
å â íîðìàëíà ôîðìà íà ×îìñêè (ÍÔ×), àêî âñè÷êè ïðàâèëà èìàò âèäà
X → Y Z èëè X → a, êúäåòî X, Y, Z ñà íå-òåðìèíàëè, à a å òåðìèíà-
ëåí ñèìâîë. Âñÿêà ÊÑÃ ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåíà â ÍÔ×. Êîíêðåòíè-
ÿò àëãîðèòúì çà òîâà ìîæå äà áúäå íàìåðåí íàïðèìåð â Ìàíåâ [27] èëè
Hopcroft et al. [28].Çà ãðàìàòèêè â ÍÔ× ñúùåñòâóâà ÅÌ àëãîðèòúì, íàðå÷åí
½inside-outside� (Lari and Young [29, 30]), ÷ðåç êîéòî ñå íàìèðà ìàêñèìàëíî-
ïðàâäîïîäîáíà îöåíêà íà ïàðàìåòðèòå íà ãðàìàòèêàòà, à èìåííî âåðîÿò-
íîñòèòå íà îòäåëíèòå ïðàâèëà.
• Ãëàâà 2 ðàçãëåæäà âðúçêàòà íà ìíîãîòèïîâèòå ðàçêëîíÿâàùè ñå ïðî-
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öåñè (ÌÒÐÏ) ñúñ ñòîõàñòè÷íèòå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíè ãðàìàòèêè (ÑÊÑÃ).
Ôàêòúò, ÷å ÑÊÑÃ ñà ïî ñúùíîñòòà ñè ÌÒÐÏ, îòäàâíà å çàáåëÿçàí è èçïîë-
çâàí â òåîðåòè÷íèòå èçñëåäâàíèÿ çà ãðàìàòèêèòå (âæ. íàïð. Sanko� [21],
Geman and Johnson [23]). Òàçè âðúçêà áè ìîãëà äà áúäå ïîëåçíà è â îá-
ðàòíà ïîñîêà, à èìåííî, ïðåäñòàâÿéêè ïðîöåñà ÷ðåç ñúîòâåòíà ãðàìàòèêà,
äà áúäàò èçïîëçâàíè òåõíèêèòå çà îöåíÿâàíå ïàðàìåòðèòå íà òàçè ãðàìà-
òèêà, çà äà ñå îöåíè èíäèâèäóàëíîòî ðàçïðåäåëåíèå íà ïðîöåñà. Äîêîëêî
òîâà å âúçìîæíî, â êàêâè ñëó÷àè å ïðèëîæèìî è êàêâè îãðàíè÷åíèÿ âúç-
íèêâàò, å ïðåäìåò íà èçëîæåíèåòî â òàçè ãëàâà îò äèñåðòàöèÿòà. Ïîêàçàíî
å êàê çà äàäåí ÌÒÐÏ ìîæå äà áúäå êîíñòðóèðàíà ãðàìàòèêà, ÷èèòî ïà-
ðàìåòðè îïðåäåëÿò èíäèâèäóàëíèòå âåðîÿòíîñòè íà ïðîöåñà è å èçïîëçâàí
½inside-outside� àëãîðèòúìà çà îöåíÿâàíå â ÑÊÑÃ, çà äà ñå ïîëó÷àò îöåíêè
çà ÌÒÐÏ. Èçëîæåíèòå ðåçóëòàòè ñà ïóáëèêóâàíè â ñòàòèèòå [31, 32].
• Â Ãëàâà 3 ñà èçëîæåíè îñíîâíèòå ðåçóëòàòè íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä.

Îïèñàí å ìîäåë íà ÌÒÐÏ ñ òåðìèíàëíè òèïîâå. Òîâà å êëàñúò ÐÏ, â êîéòî
å âúçìîæíî äà ñå íàïðàâè ÅÌ-îöåíêà íà èíäèâèäóàëíèòå âåðîÿòíîñòè, àêî
å íàáëþäàâàíî ñàìî ñúñòîÿíèåòî íà ïðîöåñà â äàäåí ìîìåíò, à ñàìàòà òðà-
åêòîðèÿ å ½ñêðèòà�. Èçâåäåí å îáùèÿò âèä íà ÅÌ-àëãîðèòúìà â òîçè ñëó÷àé
è å èç÷èñëåíà àíàëèòè÷íî Ì-ñòúïêàòà. Ïðåäëîæåíà å ðåêóðåíòíà ñõåìà çà
èç÷èñëåíèå íà î÷àêâàíèÿòà â Å-ñòúïêàòà. Äåéñòâèåòî íà ïðåäëîæåíèÿ àë-
ãîðèòúì å äåìîíñòðèðàíî ñ êîíêðåòåí ÷èñëåí ïðèìåð. Ñúùåñòâåíà ÷àñò îò
ðåçóëòàòèòå å ïóáëèêóâàíà â [33].

Äàäåí ìíîãîòèïîâ ðàçêëîíÿâàù ñå ïðîöåñ (ÌÒÐÏ) ìîæå äà ñå ïðåäñ-
òàâè ÷ðåç âåêòîð Z(t) = (Z1(t), Z2(t), . . . Zd(t)), êúäåòî ñ Zk(t) îçíà÷àâàìå
áðîÿ îáåêòè îò òèï Tk ñúùåñòâóâàùè â äàäåí ìîìåíò t, k = 1, 2, . . . d. Èí-
äèâèäèòå îò òèï k èìàò ïîêîëåíèå îò ðàçëè÷íè òèïîâå ñúîáðàçíî d-ìåðíî
ðàçïðåäåëåíèå pk(x1, x2, . . . , xd) è âñåêè îáåêò åâîëþèðà íåçàâèñèìî îò îñ-
òàíàëèòå. Àêî t = 0, 1, 2, . . ., òî èìàìå ïðîöåñ íà Áèåíåìå-Ãàëòîí-Óîòñúí.
Àêî ïðîöåñúò å ñ íåïðåêúñíàòî âðåìå t ∈ [0,∞), ùå äåôèíèðàìå âëîæåí
ïðîöåñ íà ïîêîëåíèÿòà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí (Athreya and Ney [15]).

Îïðåäåëåíèå Ä. 3.1.1 Íåêà Yn = áðîÿò îáåêòè â n-òîòî ïîêîëåíèå íà
Z(t). Àêî âçåìåì èçâàäêîâîòî äúðâî π è ãî òðàíñôîðìèðàìå â äúðâîòî π′,
êîåòî å èäåíòè÷íî íà π, íî äúëæèíèòå íà âñè÷êèòå ìó êëîíè ñà ðàâíè
íà åäèíèöà, òî Yn(π) = Zn(π

′), êúäåòî Zn å ïðîöåñ íà Áèåíåìå-Ãàëòîí-
Óîòñúí. Ùå íàðè÷àìå Yn âëîæåí ïðîöåñ íà ïîêîëåíèÿòà íà ïðîöåñà Z(t).

Äúðâîòî íà ïðîöåñà (çà äèñêðåòíî âðåìå) èëè òîâà íà âëîæåíèÿ ïðîöåñ
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(çà íåïðåêúñíàòî âðåìå) ùå áúäå èçïîëçâàíî, çà îöåíÿâàíå ðàçïðåäåëåíèåòî
íà ïîòîìñòâîòî.

Íåêà ðàçãëåäàìå ÌÒÐÏ, â êîéòî îïðåäåëåíè òèïîâå ñå îïðåäåëÿò êàòî
òåðìèíàëíè è, âåäíúæ ñúçäàäåíè, îáåêòèòå îò òàêúâ òèï íèòî óìèðàò, íèòî
ñå âúçïðîèçâåæäàò (âæ. Sanko� [21]).

Îïðåäåëåíèå Ä. 3.1.2 Íåêà çà äàäåí ÌÒÐÏ ìíîæåñòâîòî îò òèïîâå
ìîæå äà ñå ðàçäåëè íà äâà êëàñà T = {T1, T2, . . . , Tm} è TT = {T T1 , T T2 , . . . ,
T Td−m}, òàêà ÷å îáåêòèòå îò òèï Ti äàâà ïîòîìñòâî îò êîé äà å òèï,
à îáåêòèòå îò òèï T Tj íå äàâà íèêàêâî ïîòîìñòâî. Òîãàâà òèïîâåòå
îò ïúðâèÿ êëàñ ùå íàðè÷àìå íå-òåðìèíàëíè, à òåçè îò âòîðèÿ � òåð-
ìèíàëíè òèïîâå. Ïðîöåñúò ùå íàðè÷àìå ÌÒÐÏ ñ òåðìèíàëíè òèïîâå
(ÌÒÐÏÒÒ).

Äåôèíèðàíåòî íà òåðìèíàëíè òèïîâå âúçíèêâà åñòåñòâåíî ïðè ìîäåëè-
ðàíåòî íà ðàçëè÷íè âèäîâå ïîïóëàöèè. Òàêà íàïðèìåð â ÷îâåøêèÿ îðãàíè-
çúì èìà ìíîãî âèäîâå êëåòêè, êîèòî äîñòèãàò îïðåäåëåí åòàï â ðàçâèòèåòî
ñè, êîãàòî ñïèðàò äà ñå äåëÿò èëè äèôåðåíöèðàò. Ñ òåðìèíàëåí òèï ìîæåì
äà îçíà÷èì è ½ìúðòâèòå� îáåêòè, êàòî ïî òîçè íà÷èí ìîäåëèðàìå ñèòóàöèÿ,
â êîÿòî òå íå èç÷åçâàò, à ñå ðåãèñòðèðàò è ïðèñúñòâàò êàòî òåðìèíàëíè â
ñëåäâàùèòå ïîêîëåíèÿ. Â êëàñè÷åñêàòà òåîðèÿ íà ÐÏ óìðåëèòå èíäèâèäè
íå ó÷àñòâàò â ïîïóëàöèÿòà � êîãàòî âñè÷êè óìðàò, ïðîöåñúò ñå èçðàæäà,
ò.å. ñòàâà íóëà. Òîâà ½èç÷åçâàíå� íà îáåêòèòå ñëåä ñìúðòòà èì çàòðóäíÿ-
âà ñòàòèñòè÷åñêàòà îöåíêà, çàùîòî ïî òîçè íà÷èí ñå ãóáè èíôîðìàöèÿ çà
öÿë êëîí îò ôàìèëíîòî äúðâî. Òîâà âàæè â íàé-ñèëíà ñòåïåí òî÷íî êîãà-
òî ðàçãëåæäàìå äúðâîâèäíàòà ñòðóêòóðà êàòî ½ñêðèòà�. Â òîçè ñëó÷àé, àêî
èìà òàêèâà èç÷åçâàùè îáåêòè, îöåíÿâàíåòî ùå áúäå íåâúçìîæíî. Çàòîâà å
íåîáõîäèìî äà ñå èçïîëçâà ìîäåë, â êîéòî òåðìèíàëíèòå òèïîâå îçíà÷àâàò
ðàçëè÷íè ñúñòîÿíèÿ íà îáåêòèòå, âêëþ÷èòåëíî è òÿõíàòà ñìúðò. Èíòåðå-
ñóâàìå ñå îò îöåíêà íà âåðîÿòíîñòèòå íà ðàçïðåäåëåíèåòî íà ïîòîìñòâîòî.
Ñëåäíîòî òâúðäåíèå å àíàëîã íà Òâúðäåíèå (ñòð. 6) çà ìíîãîìåðíèÿ ñëó-
÷àé.

Òâúðäåíèå Ä. 3.1.1 Àêî å íàáëþäàâàíî öÿëîòî äúðâî π, òî ÌÏÎ íà
âåðîÿòíîñòèòå íà èíäèâèäóàëíîòî ðàçïðåäåëåíèå íà ÌÒÐÏ å

p̂(Tv → A) =
c(Tv → A)

c(Tv)
, (8)
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êúäåòî c(Tv) îçíà÷àâà áðîÿ íà ñðåùàíèÿòà íà îáåêò îò òèï Tv â äúðâîòî
π, à c(Tv → A) å áðîÿò ïúòè, â êîèòî îáåêò îò òèï Tv äàâà ïîòîìñòâî
A â π.

Íå âèíàãè îáà÷å å âúçìîæíî äà ñå íàáëþäàâà öÿëîòî äúðâî, ÷åñòî èìàìå
ñëåäíàòà èçâàäêîâà ñõåìà {Z(0),Z(t)}, çà íÿêîå t > 0. Íåêà Z(0) ñå ñúñòîè
îò åäèí îáåêò îò íÿêàêúâ òèï. Ïðåäïîëàãàìå, ÷å ìîæåì äà íàáëþäàâàìå íÿ-
êîëêî íåçàâèñèìè ðåàëèçàöèè íà ïðîöåñà, çàïî÷âàùè ñ èäåíòè÷íè îáåêòè è
èìàùè åäèí è ñúù çàêîí çà ðåïðîäóêöèÿ. Òàêàâà ñõåìà å ÷åñòî ñðåùàíà â
áèîëîãè÷íè åêñïåðèìåíòè. Àêî t å äèñêðåòíî, òî Z(t) å áðîÿò îáåêòè â t-òîòî
ïîêîëåíèå. Çà íåïðåêúñíàòî âðåìå òîâà å ïîêîëåíèå âúâ âëîæåíèÿ ïðîöåñ
íà Áèåíåìå-Ãàëòîí-Óîòñúí. Òóê ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å ½ìúðòâèòå� îáåêòè íå
èç÷åçâàò è ìîãàò äà áúäàò íàáëþäàâàíè â ñëåäâàùèòå ïîêîëåíèÿ êàòî îáåê-
òè îò òåðìèíàëåí òèï, å ñúùåñòâåíî. Íåêà x å íàáëþäàâàíîòî ìíîæåñòâî
îò ÷àñòèöè, π å íå-íàáëþäàâàíàòà äúðâîâèäíà ñòðóêòóðà, à ñ âåêòîðà p îç-
íà÷èì ïàðàìåòðèòå, êîèòî ùå ñå îöåíÿâàò � âåðîÿòíîñòèòå íà ïîòîìñòâîòî
p(Tv → A) (âåðîÿòíîñòòà ÷àñòèöà îò òèï Tv äà ïîðîäè ìíîæåñòâîòî A).
Òîãàâà ïðàâäîïîäîáèåòî íà ½ïúëíîòî� íàáëþäåíèå ùå áúäå:

L(p|π, x) = P (π, x|p) =
∏
ω

p(ω)c(ω;π,x) =
∏

v,A:Tv→A

p(Tv → A)c(Tv→A;π,x),

êúäåòî c å áðîÿùà ôóíêöèÿ � c(Tv → A; π, x) å áðîÿò ïúòè, êîãàòî ÷àñòèöà
îò òèï Tv ïîðàæäà ìíîæåñòâîòî îò ÷àñòèöè A â äúðâîòî π, àêî å íàáëþäà-
âàíî x. Ïðàâäîïîäîáèåòî íà ½íåïúëíîòî� íàáëþäåíèå ñúîòâåòíî å ðàâíî íà
ìàðãèíàëíàòà âåðîÿòíîñò L(p|x) = P (x|p) =

∑
π P (π, x|p). Òÿ ìîæå äà ñå

íàìåðè àíàëèòè÷íî, êîåòî å ïîêàçàíî â ñëåäíàòà

Òåîðåìà Ä. 3.1.1 Ì-ñòúïêàòà íà ÅÌ-àëãîðèòúìà èìà ñëåäíèÿ âèä:

p(i+1)(Tv → A) =
Ep(i)c(Tv → A)∑
AEp(i)c(Tv → A)

=
Ep(i)c(Tv → A)

Ep(i)c(Tv)
, (9)

êúäåòî î÷àêâàíèÿ áðîé ïúòè ÷àñòèöà îò òèï Tv ó÷àñòâà â äúðâîòî π å:

Ep(i)c(Tv) =
∑
π

P (π|x,p(i))c(Tv; π, x),

à î÷àêâàíèÿ áðîé ïúòè ÷àñòèöà îò òèï Tv äàâà ïîêîëåíèå A â äúðâîòî π
å:

Ep(i)c(Tv → A) =
∑
π

P (π|x,p(i))c(Tv → A; π, x).
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Â òîçè ñëó÷àé Ì-ñòúïêàòà ñå ïðåñìÿòà àíàëèòè÷íî, òàêà ÷å èç÷èñëèòåë-
íèòå óñèëèÿ ùå áúäàò âúðõó Å-ñòúïêàòà íà àëãîðèòúìà. Ïðîáëåìúò å, ÷å
â îáùèÿ ñëó÷àé èçáðîÿâàíåòî íà âñè÷êè âúçìîæíè äúðâåòà π èìà åêñïî-
íåíöèàëíà ñëîæíîñò, òàêà ÷å å íåîáõîäèì ìåòîä, êîéòî íàìèðà î÷àêâàíèÿ
áðîé ñðåùàíèÿ íà äàäåí òèï Tv èëè íà äàäåíà ðåïðîäóêöèÿ Tv → A, áåç
äà å íåîáõîäèìî äà ñå îáõîæäàò âñè÷êè âúçìîæíè äúðâåòà. Òîâà å âúçìîæ-
íî, áëàãîäàðåíèå íà ñúùåñòâóâàùàòà ðåêóðåíòíà âðúçêà ìåæäó îïðåäåëåíè
âåðîÿòíîñòè, êîÿòî ùå áúäå îïèñàíà ïî-äîëó.

Îïðåäåëåíèå Ä. 3.2.1 Íåêà äåôèíèðàìå âúòðåøíàòà âåðîÿòíîñò α(I, v)
íà ïîääúðâîòî ñ âðúõ Tv äà ïðîèçâåäå I = {i1, i2, . . . , id} ÷àñòèöè, êúäåòî ik
å áðîÿò îáåêòè îò òèï k (ôèã. 2). Îò îñíîâíîòî ðàçêëîíÿâàùî ñâîéñòâî
íà ïðîöåñà èìàìå ñëåäíàòà ðåêóðåíòíà âðúçêà:

α(I, v) =
∑
w

p(Tv → {Tw1
, . . . , Twk

})
∑

I1+...+Ik=I

α(I1, Tw1
) . . . α(Ik, Twk

),

êúäåòî w = {Tw1
, . . . , Twk

} ñà âñè÷êè âúçìîæíè ìíîæåñòâà îò ÷àñòèöè,
êîèòî Tv ìîæå äà ïîðîäè.

Îïðåäåëåíèå Ä. 3.2.2 Âúíøíàòà âåðîÿòíîñò β(I, v) äåôèíèðàìå êàòî
âåðîÿòíîñòòà íà öÿëîòî äúðâî ñ èçêëþ÷åíèå íà ïîääúðâî ñ êîðåí ÷àñòèöà
îò òèï Tv, ïîðàæäàùî I = {i1, i2, . . . , id} (ôèã. 3). Ðåêóðåíòíàòà âðúçêà
òóê å:

β(I, v) =
∑
w

∑
v

p(Tw → {Tv, Tv(2), . . . , Tv(m)
})

×
∑

J⊂X−I

β(I + J, w)
∑

J2+...+Jm=J

α(J2, v(2)) . . . α(Jm, v(m)),

êúäåòî {Tv,v} = {Tv, Tv(2), . . . , Tv(m)
} ñà âñè÷êè âúçìîæíè ìíîæåñòâà, êî-

èòî Tw ìîæå äà ïîðîäè è X = {x1, x2, . . . , xd} å íàáëþäàâàíîòî ìíîæåñ-
òâî îò ÷àñòèöè.

Òàêà äåôèíèðàíèòå âúòðåøíè è âúíøíè âåðîÿòíîñòè, êîèòî ìîãàò äà
áúäàò ïðåñìåòíàòè ðåêóðñèâíî, ñå îêàçâàò äîñòàòú÷íè ñà ïðåñìÿòàíåòî íà
î÷àêâàíèÿòà îò Å-ñòúïêàòà íà àëãîðèòúìà.

Òåîðåìà Ä. 3.2.2 Î÷àêâàíèòå ñòîéíîñòè íà áðîÿ ñðåùàíèÿ íà äàäåí òèï
èëè äàäåíà ðåïðîäóêöèÿ ñå èçðàçÿâàò ÷ðåç âúòðåøíèòå è âúíøíèòå âåðî-
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Ôèãóðà 2: Ðåêóðåíòíàòà âðúçêà çà âúòðåøíèòå âåðîÿòíîñòè.

Ôèãóðà 3: Ðåêóðåíòíàòà âðúçêà çà âúíøíèòå âåðîÿòíîñòè.
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ÿòíîñòè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Ep(i)c(Tv) =
∑
I

α(I, v)β(I, v), (10)

Ep(i)c(Tv → {Tw1
, . . . , Twk

}) (11)

=
∑
I

∑
I1+...+Ik=I

β(I, v)α(I1, w1) . . . α(Ik, wk)p
(i)(Tv → {Tw1

, . . . , Twk
}).

Òàêà îò òåîðåìè Ä.3.1.1 è Ä.3.2.2, îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå, ÷å èòåðàòèâ-
íàòà ïðåîöåíêà íà ïàðàìåòðèòå å:

p(i+1)(Tv → {Tw1
, . . . , Twk

})

=

∑
I

∑
I1+...+Ik=I

β(I, v)α(I1, w1) . . . α(Ik, wk)p
(i)(Tv → {Tw1

, . . . , Twk
})∑

I

α(I, v)β(I, v)
.

Íåêà ðàçãëåäàìå ïðîöåñ ñ äâà òèïà ÷àñòèöè T1 è T2, â êîéòî ñà ïîçâîëåíè
ñëåäíèòå ðåïðîäóêöèè T1 → T2 è T1 → {T1, T1}, ñúîòâåòíî ñ âåðîÿòíîñòè
p12 è p111. Òàêúâ ïðîöåñ ïîðàæäà áèíàðíè äúðâåòà, òàêèâà ÷å ïî ëèñòàòà
èì èìà 1 è 2, à âúòðåøíèòå âúðõîâå ñà ñàìî 1-öè. Íåêà ñà íàáëþäàâàíè
m åäèíèöè è n äâîéêè, ò.å. òîâà ñà ëèñòàòà íà äúðâîòî. Êàòî ñå èçïîëçâà
äîáðå èçâåñòíèÿ ôàêò, ÷å áðîÿò íà âúòðåøíèòå âúðõîâå â åäíî òàêîâà äúðâî
å ñ åäíî ïî-ìàëêî îò áðîÿ íà ëèñòàòà, ìîãàò äà áúäàò ïîëó÷åíè îöåíêèòå
çà èíäèâèäóàëíèòå âåðîÿòíîñòè äèðåêòíî (çà åäíà ñòúïêà íà àëãîðèòúìà)
è òå èìàò ñëåäíèÿ âèä:

p̂12 =
m

2m+ n− 1
, p̂111 =

m+ n− 1

2m+ n− 1
. (12)

Îêàçâà ñå, ÷å â òîçè êîíêðåòåí ñëó÷àé ÅÌ-îöåíêèòå, ïîëó÷åíè ïî íàáëþ-
äåíèåòî ñàìî âúðõó ëèñòàòà íà äúðâîòî ñúâïàäàò ñ ÌÏÎ, êîèòî áèõà ñå
ïîëó÷èëè, àêî íàáëþäàâàìå êîå äà å ïúëíî äúðâî íà ïðîöåñà. Òîçè ðåçóë-
òàò áè äîâåë äî îïðîñòÿâàíå íà íÿêîè åêñïåðèìåíòè ïî íàáëþäåíèåòî íà
òàêèâà ïðîöåñè, òúé êàòî íÿìà äà å íåîáõîäèìî ïúëíîòî ïðîñëåäÿâàíå íà
ïðîöåñà, çà äà ñå ïîëó÷àò ñúîòâåòíèòå ÌÏÎ.
• Ïðèëîæåíèåòî íà äîñåãà ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè çà åäèí ìîäåë íà êëå-

òú÷íà ïðîëèôåðàöèÿ, çà êîéòî ñà íàëè÷íè åêñïåðèìåíòàëíè äàííè, å ðàçã-
ëåäàíî â Ãëàâà 4. Ïðîâåäåíèÿò ëàáîðàòîðåí åêñïåðèìåíò å îïèñàí ïîñðåä-
ñòâîì ìîäåë íà ìíîãîòèïîâ ðàçêëîíÿâàù ñå ïðîöåñ ñ òåðìèíàëíè òèïîâå.

16



Òîâà å ìîäåë ñ íåïðåêúñíàòî âðåìå íà Áåëìàí-Õàðèñ, çà êîéòî ñà èçâåäåíè
óðàâíåíèÿ çà ìîìåíòèòå. Çà ïîëó÷àâàíå íà ÅÌ-îöåíêà íà èíäèâèäóàëíè-
òå âåðîÿòíîñòè å èçïîëçâàí âëîæåíèÿ ïðîöåñ íà Áèåíåìå-Ãàëòîí-Óîòñúí.
Ïîêàçàíè ñà ðåçóëòàòèòå çà äâàòà ïðåäëîæåíè ìîäåëà.
• Â Ïðèëîæåíèå 1 ñà äàäåíè îñíîâíèòå ôóíêöèè íà R, èçïîëçâàíè çà

ïîëó÷àâàíå íà èç÷èñëèòåëíèòå ðåçóëòàòè â äèñåðòàöèÿòà, ïðèäðóæåíè îò
êðàòêî îïèñàíèå. Ïðèëîæåíèå 2 ñúäúðæà åäíà îò èçâàäêèòå, ïîëó÷åíè ÷ðåç
ñèìóëàöèÿ è èçïîëçâàíè â åêñïåðèìåíòà îò Ãëàâà 3.

Àïðîáàöèÿ

Ðåçóëòàòèòå â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ñà äîêëàäâàíè íà Íàöèîíàëíèÿ ñåìè-
íàð ïî òåîðèÿ íà âåðîÿòíîñòèòå è ìàòåìàòè÷åñêà ñòàòèñòèêà, íà Ïðîëåòíà-
òà íàó÷íà ñåñèÿ íà ÔÌÈ-ÑÓ, êàêòî è íà Workshop on Branching Processes
and Applications (WBPA-2010) â ðàìêèòå íà XIV-th International Summer
Conference on Probabilit and Statistics (ISCPS-2010, Sozopol, Bulgaria).

Ñïèñúê îò ïóáëèêàöèè ïî òåìàòà:

1. Daskalova, N. Using Inside-Outside Algorithm for Estimation of the
O�spring Distribution in Multitype Branching Processes, Serdica Journal
of Computing, Volume 4, Number 4, (2010), 463�474.

2. Daskalova, N. EM Estimation of the O�spring Distribution in Multitype
Branching Processes � a Model in Cell Kinetics, Pliska Stud. Math. Bulgar.,
Volume 20, (2011), 45�52.

3. Daskalova, N.Maximum Likelihood Estimation in Multitype Branching
Processes with Terminal Types, Compt. rend. Acad. bulg. Sci., (to appear),
Volume 65, Number 5 (2012).

Àâòîðñêà ñïðàâêà

Äèñåðòàöèîííèÿ òðóä å ïîñâåòåí íà èçïîëçâàíåòî íà ÅÌ àëãîðèòúì çà íà-
ìèðàíå íà ÌÏÎ çà ðàçïðåäåëåíèåòî íà ïîòîìñòâîòî â ÌÒÐÏ ïðè íåïúëíè
íàáëþäåíèÿ. Ïðè èçïúëíåíèåòî íà ïîñòàâåíàòà çàäà÷à ñà ïîñòèãíàòè ðå-
çóëòàòè ïî îòíîøåíèå äåôèíèðàíåòî íà òàêúâ àëãîðèòúì, êàêòî è çà ïðè-
ëîæåíèÿòà ìó â êîíêðåòíè ñëó÷àè. Îñíîâíèòå íàó÷íè è íàó÷íî ïðèëîæíè
ïðèíîñè ìîãàò äà áúäàò îáîáùåíè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
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• Íàïðàâåí å îáçîð íà ðåçóëòàòèòå â îáëàñòòà íà ðàçêëîíÿâàùèòå ñå ïðî-
öåñè è ÅÌ-àëãîðèòúìà, êîéòî ïîêàçâà, ÷å àêòóàëíîòî ñúñòîÿíèå íà èç-
ñëåäâàíàòà òåìàòèêà è ðåàëíèòå çàäà÷è çà ìîäåëèðàíå îò ðàçëè÷íè
íàó÷íî-èçñëåäîâàòåëñêè îáëàñòè ìîòèâèðàò âúâåæäàíåòî íà ÅÌ-àëãî-
ðèòúì çà íåïàðàìåòðè÷íà îöåíêà íà èíäèâèäóàëíîòî ðàçïðåäåëåíèå â
îïðåäåëåí êëàñ ÐÏ.

• Îïðåäåëåíà å ïîñòàíîâêà íà çàäà÷àòà è èçâàäêîâà ñõåìà, êîÿòî ðàçã-
ëåæäà îöåíÿâàíåòî â ÐÏ â òåðìèíîëîãèÿòà íà ÅÌ-ðàìêàòà. Äåôèíè-
ðàíè ñà ½ïúëíî� è ½íåïúëíî� íàáëþäåíèå è ñúîòâåòíèòå ïðàâäîïîäîáèÿ
çà ïîñòàâåíèÿ ïðîáëåì.

• Ðàçãëåäàíà å âðúçêàòà íà ìíîãîòèïîâèòå ðàçêëîíÿâàùè ñå ïðîöåñè
(ÌÒÐÏ) ñúñ ñòîõàñòè÷íèòå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíè ãðàìàòèêè (ÑÊÑÃ).
Ïðåäñòàâÿéêè ïðîöåñà ÷ðåç ñúîòâåòíà ãðàìàòèêà, å ïîêàçàíî êàê ìî-
ãàò äà áúäàò èçïîëçâàíè òåõíèêèòå çà îöåíÿâàíå ïàðàìåòðèòå íà òàçè
ãðàìàòèêà, çà äà ñå îöåíè èíäèâèäóàëíîòî ðàçïðåäåëåíèå íà ïðîöåñà.

• Îïèñàí å ìîäåë íà ÌÒÐÏ ñ òåðìèíàëíè òèïîâå è å ïîêàçàíî, ÷å òîâà å
êëàñúò ÐÏ, â êîéòî å âúçìîæíî äà ñå íàïðàâè ÅÌ-îöåíêà íà èíäèâèäó-
àëíèòå âåðîÿòíîñòè, àêî å íàáëþäàâàíî ñàìî ñúñòîÿíèåòî íà ïðîöåñà â
äàäåí ìîìåíò, à ñàìàòà òðàåêòîðèÿ å ½ñêðèòà�. Èçâåäåí å îáùèÿò âèä íà
ÅÌ-àëãîðèòúìà â òîçè ñëó÷àé è å èç÷èñëåíà àíàëèòè÷íî Ì-ñòúïêàòà.
Ïðåäëîæåíà å ðåêóðåíòíà ñõåìà çà èç÷èñëåíèå íà î÷àêâàíèÿòà â Å-
ñòúïêàòà. Äåéñòâèåòî íà ïðåäëîæåíèÿ àëãîðèòúì å äåìîíñòðèðàíî ñ
êîíêðåòåí ÷èñëåí ïðèìåð.

• Ïðåäëîæåíèÿò ìåòîä å ðåàëèçèðàí ñîôòóåðíî íà åçèêà R çà ìîäåë ñ
äâà òèïà ÷àñòèöè. Îñíîâíèòå ôóíêöèè ëåñíî ìîãàò äà áúäàò ìîäèôè-
öèðàíè è çà äðóãè ìîäåëè.

• Ïîêàçàíî å, ÷å çà ìîäåëè, â êîèòî èìà ñàìî åäèí íåòåðìèíàëåí òèï
è êîèòî ñå ïðåäñòàâÿò ÷ðåç äâîè÷íè äúðâåòà, ìîæå äà ñå íàìåðè ÅÌ-
îöåíêàòà â ÿâåí âèä. Â òàêèâà ñëó÷àè ÅÌ-îöåíêèòå ñúâïàäàò ñ îöåí-
êèòå, ïîëó÷åíè îò ïúëíîòî íàáëþäåíèå âúðõó êîÿ äà å òðàåêòîðèÿ íà
ïðîöåñà. Òîçè ôàêò å èçïîëçâàí çà ïðîâåðêà íà ïðåäëîæåíèÿ ðåêóðñè-
âåí àëãîðèòúì, ðåàëèçèðàí ñîôòóåðíî.
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• Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ñà ïðèëîæåíè çà åäèí ìîäåë íà êëåòú÷íà ïðî-
ëèôåðàöèÿ âúðõó åêñïåðèìåíòàëíè äàííè. Ïðîâåäåíèÿò ëàáîðàòîðåí
åêñïåðèìåíò å îïèñàí ïîñðåäñòâîì ìîäåë íà ìíîãîòèïîâ ðàçêëîíÿâàù
ñå ïðîöåñ íà Áåëìàí-Õàðèñ ñ òåðìèíàëíè òèïîâå, çà êîéòî ñà èçâåäåíè
óðàâíåíèÿ çà ìîìåíòèòå. Çà ïîëó÷àâàíå íà ÅÌ-îöåíêà íà èíäèâèäó-
àëíèòå âåðîÿòíîñòè å èçïîëçâàí âëîæåíèÿ ïðîöåñ íà Áèåíåìå-Ãàëòîí-
Óîòñúí. Ïîëó÷åíè ñà îöåíêèòå çà äâàòà ïðåäëîæåíè ìîäåëà.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîðúò èçêàçâà ñâîÿòà áëàãîäàðíîñò íà íàó÷íèÿ ñè ðúêîâîäèòåë ïðîô. Íè-
êîëàé ßíåâ çà ïîäêðåïàòà è ïîëçîòâîðíèòå êîìåíòàðè ïî èçñëåäîâàòåëñêèòå
òúðñåíèÿ è çàäà÷è â äèñåðòàöèÿòà. Áëàãîäàðÿ îùå è íà Ìàðóñèÿ Áîæêîâà è
Êîñòî Ìèòîâ çà ïîëåçíèòå êðèòè÷íè áåëåæêè ïî ÷àñò îò ðàáîòàòà ïî äèñåð-
òàöèÿòà, êàêòî è íà Ïëàìåí Ìàòååâ, êîéòî èìàøå òúðïåíèåòî äà èçñëóøà
íÿêîè îò èäåèòå, ïðåäè îùå òå äà äîáèÿò çàâúðøåí âèä. Áëàãîäàðíîñòè è íà
âñè÷êè êîëåãè îò ñåêöèÿ Âåðîÿòíîñòè è ñòàòèñòèêà íà ÈÌÈ-ÁÀÍ è êàòåäðà
ÂÎÈÑ íà ÔÌÈ-ÑÓ çà ñúçäàäåíàòà áëàãîïðèÿòíà òâîð÷åñêà àòìîñôåðà. È,
íå íà ïîñëåäíî ìÿñòî, èñêàì äà áëàãîäàðÿ íà ñåìåéñòâîòî è íà ðîäèòåëèòå
ñè, çà ïîìîùòà, ïîäêðåïàòà è òúðïåíèåòî ïðåç öÿëîòî âðåìå íà ðàáîòà ïî
òàçè äèñåðòàöèÿ.

19



Áèáëèîãðàôèÿ

[1] F. Galton and H. W. Watson. On the probability of the extinction of
families. J. Anthrop. Soc. London, 4:138�144, 1875.

[2] I.J. Bienaym�e. De la loi de multiplication et de la duree de familles. Soc.
Philomat. Paris Extrats. Ser., 1845.

[3] À. Í. Êîëìîãîðîâ. Ê ðåøåíèþ îäíîé áèîëîãè÷åñêîé çàäà÷è. Èçâåñòèÿ
Òîìñêîãî óíèâåðñèòåòà, 2:7�12, 1938.

[4] À. Í. Êîëìîãîðîâ è Í. À. Äìèòðèåâ. Âåòâÿùèåñÿ ñëó÷àéíûå ïðîöåññû.
Äîêë. Àêàä. Íàóê ÑÑÑÐ, 56:7�10, 1947.

[5] R. Bellman and T. E. Harris. On the theory of age-dependant stochastic
branching processes. Proc. Nat. Acad. Sci., 34:601�604, 1948.

[6] Á. À. Ñåâàñòüÿíîâ. Âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû ñ ïðåâðàùåíèÿìè çàâèñÿùè-
ìè îò âîçðàñòà ÷àñòèö. Òåîðèÿ Âåðîÿòí. è Ïðèìåí., 9:577�594, 1964.

[7] K. S. Crump and C. J. Mode. A general age-dependent branching process
I. J. Math. Anal. Appl., 24:496�508, 1968.

[8] K. S. Crump and C. J. Mode. A general age-dependent branching process
II. J. Math. Anal. Appl., 25:8�17, 1968.

[9] P. Jagers. Branching Processes with Biological Applications. London,
Wiley, 1975.

[10] À. Í. Êîëìîãîðîâ è Á. À. Ñåâàñòüÿíîâ. Âû÷èñëåíèå ôèíàëüíûõ âå-
ðîÿòíîñòåé äëÿ âåòâÿùèõüñÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Äîêë. Àêàä. Íàóê
ÑÑÑÐ, 56:783�786, 1947.

[11] P. E. Ney. Generalized branching processes I and II. J. Math., 8:316�350,
1964.

20



[12] C. J. Mode. Multitype Branching Processes: Theory and Applications.
Elsevier, New York, 1971.

[13] T. E. Harris. Branching Processes. Springer, New York, 1963.

[14] Á. À. Ñåâàñòüÿíîâ. Âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû. Ìèð, Ìîñêâà, 1971.

[15] K. B. Athreya and P. E. Ney. Branching Processes. Springer, Berlin, 1972.

[16] S. Asmussen and H. Hering. Branching Processes. Birkhauser, Boston,
1983.

[17] Ì. Ñëàâ÷îâà-Áîæêîâà è Í. ßíåâ. Ðàçêëîíÿâàùè ñå ñòîõàñòè÷íè ïðî-
öåñè. ÓÈ ½Ñâ. Êëèìåíò Îõðèäñêè�, 2008.

[18] Peter Jagers. Some Notes on the History of Branching Processes, from my
Perspective, 2009. URL http://www.math.chalmers.se/ jagers/.

[19] A. P. Dempster, N. M. Laird, and D. B. Rubin. Maximum likelihood from
incomplete data via the EM algorithm. Journal of the Royal Statistical
Society, 39(B):1�38, 1977.

[20] G. J. McLachlan and T. Krishnan. The EM Algorithm and Extensions.
Wiley, 2008.

[21] D. Sanko�. Branching processes with terminal types: Application to
context-free grammars. Journal of Applied Probability, 8(2):233�240, 1971.

[22] Michael I. Miller and Joseph A. O'Sullivan. Entropies and combinatorics
of random branching processes and context-free languages. IEEE
Transactions on Information Theory, 38, 1992.

[23] S. Geman and M. Johnson. Probability and statistics in computational
linguistics, a brief review. Mathematical foundations of speech and language
processing. Johnson, M.; Khudanpur, S.P.; Ostendorf, M.; Rosenfeld, R.
(Eds.), 2004.

[24] C. F. J. Wu. On the convergence of the EM algorithm. Ann. Stat., 11:
95�103, 1983.

[25] G. Casella and R. L. Berger. Statistical Inference, second edition. Duxbury,
2002.

21



[26] D. Sanko�. Probability and linguistic variation. Synthese, 1978.

[27] Ê. Ìàíåâ. Óâîä â äèñêðåòíàòà ìàòåìàòèêà. ÍÁÓ, Ñîôèÿ, 1996.

[28] John E. Hopcroft, Rajeev Motwani, and Je�rey D. Ullman. Introduction to
Automata Theory, Languages and Computation. Pearson Addison-Wesley,
2007.

[29] K. Lari and S. J. Young. The estimation of stochastic context-free
grammars using the Inside-Outside algorithm. Computer Speech and
Language, 4:35�36, 1990.

[30] K. Lari and S.J. Young. Applications of stochastic context-free grammars
using the Inside-Outside algorithm. Computer Speech and Language, 5(3):
237�257, 1991.

[31] N. Daskalova. Using inside-outside algorithm for estimation of the
o�spring distribution in multitype branching processes. Serdica Journal
of Computing, 4(4):463�474, 2010.

[32] N. Daskalova. EM estimation of the o�spring distribution in multitype
branching processes � a model in cell kinetics. Pliska Stud. Math. Bulgar.,
20, 2011.

[33] N. Daskalova. Maximum likelihood estimation in multitype branching
processes with terminal types. Compt. rend. Acad. bulg. Sci., (to appear),
65(5), 2012.

22


