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FAMILLES NORMALES DE FONCTIONS PRESQUE-HOLOMORPHES
OLEG K. MUSHKAROV

On prouve un théoreme de type Vitali pour les fonctions presque-holomorphes sur les
variétés presque-complexes.

Introduction. Soit (X, /) une variété presque-complexe de dimension ré-
elle 2n, c’est-a-dire une variété réelle indéfiniment différentiable de dimension
2n, munie d’une structure presque-complexe J. Pour une fonction f a valeurs
complexes définie sur X, on dit qu’elle est presque-holomorphe si elle est con-
tinament difiérentiable (de classe <B') et si pour tout x¢ X,ona fo yoJe=if«
olt f+ . est la différentielle de f au point x. Dans le cas olt / est une struc-
ture presque-complexe intégrable, la notion de fonction presque-complexe
coincide avec celle de fonction holomorphe [1]. On désignera par AH(X') I'espace
des fonctions presque-tiolomorphes définies sur (X, J).

Dans cet article on étudie la topologie de I'espace A//(X). Le but est
d’établir le théordme bien connu de Vitali pour les fonctions presque-holomorphes.
On sait que le théordme de Vitali a été 'objet de différentes généralisations
(par exemple [5]). Notre théoréme peut étre considéré comme une généralisation
dans une autre direction.

L’auteur remercie S. Dimiev pour le théme proposé.

1. Rappel des définitions. Soit 7°(X), la complexification du fibré tangent de
la variété presque-complexe (X,J) (T(X).=T (X) RC. Alors lopérateur J
peut étre prolongé jusqu’a un automorphisme fibré C-linéaire de 7 (X). (pour
tout x¢ X, on a J(x): T(X) —» T X) et J =—1r (x)). Pour la complexifi-
cation du fibré cotangent 7% X). on a la décomposition
(L.1) THX )e=THX)* D TH*X),
ot T*X)"° est le fibré conjugé du fibré T(x)'* des sous-espaces correspon-
dant a la valeur caractéristique i de J; respectivement T*(X)*! est le fibré
conjugé du fibré T(X)™! des sous-espaces correspondant a la valeur caracté-
ristique —i de J. Les sections indéfiniment différentiables globales de 7 *(X)®
s'appellent des formes de type (I,0), respectivement celles de 7 *(X)*! sont des
formes de type (0, 1). Les sections analogues de 7 *(X), sont les formes a valeurs
complexes sur X. Si w est une forme de type (1,0), @ est une forme de type
(0, 1). Grace a Dlégalité (1.1), toute forme sur X est décomposcée en somme
uniquement déterminée de formes de type (1,0) et de formes de type (0, ).

Pour les (0, 1)-formes w,, w,, ..., w, on dit qu’elles sont des formes
structurales au point x,¢ X, s'l existe un voisinage U de x,, tel que w,(x),
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Wy(X), . . ., wn(x) est une base pour Te (x)°! quelque soit x de /. Clest-a-dire
toute (0, 1)-forme sur U est une combinaison linéaire (a coefficients fonctions

indéfiniment différentiables sur U) desformes w,, w,, ..., w,. Comme T*X),
est un fibré localement trivial, il existe toujours des repéres locaux et par
conséquence des formes structurales [2].

A tout systéme de formes structurales on associe des opérateurs différen-
tiels de premier ordre. En effet, si # est une fonction continiiment diffé-
rentiable sur U, alors du est une 1-forme et comme il suit de (1.1) on a

n ou n ou —
1.2 du= 2 —w+ X —w.
( ) Yol ow; 7 j=10w, ]

Comme la décomposition (1.2) est uniquement déterminée, ses coefficients sont
bien définis et les applications u — du/ow;, u — du/ow; peuvent étre consi-
dérées comme des opérateurs différentiels, notés ordinairement d/dw; et d/ow;.
Ces opérateurs s’expriment en termes des coordonnées locales 2 Vaide des
composantes de J, mais dans la suite nous aurons besoin seulement de leurs
propriétés suivantes P

a) d/ow; et d/0w; sont des opérateurs différentiels linéaires de premier
ordre.

'b) Si u est une fonction continiment différentiable (de classe ') on
a Odu/dw; = du/ow,.

c) Tout opérateur différentiel linéaire de premier ordre est une combinai-
son linéaire (4 coefficients indéfiniments différentiables) de o/dw; et 0/0w;,
Jj=1,2,..., n

A Taide des formes structurales on peut décrir les fonctions presque-
holomorphes.

Lemme 1.1. Soit f:X — C une fonction de classe B'. Alors [ est
presque-holomorphe si est seulement si pour tout systeme de formes structu-
rales w,, W,, ..., W, on a 0f/0w;=0, j=1,2,.

En effet, si f est presque- holomorphe, df est une forme de type (1,0). Il
reste de prendre en vue (1.1).

Corollaire 1.1. L'espace AH(X) est une algébre sur C.

2. Une estimation fondamentale. Etant donnée une variété presque-com-
plexe (X, /) de dimension réelle 2n, soit {/ le domaine de définition d’une
carte (systtme de coordonnées locales de X). On désignera par L*U, loc) I'es-
pace des fonctions a valeurs complexes, définies sur U, de carré localement
intégrable. Respectivement, soit W (U, loc) 'espace des fonctions définies sur
U, dont les dérivées (dans le sens des distributions) d’ordre inférieur ou égal
a s sont de carré localement intégrable [3]. Si a=(ay, ay, .. ., az,) est un multi-
index, par D= on désignera la dérivée partielle 9" ™ Tun/gxi10x52. .. Ox52n .
Dans la suite on employera le lemme suivant [4].

Lemme 2.1. Soient w,, w,,..., w, les formes structurales du domaine
U et u¢ L2 (U, 10c).Si s est un entier positif et ou/ow;¢ W*(U,loc),j=1,2,...,
alors u ¢ Ws+t\(U, loc). Si K est un sous-ensemble compact de U et U’ est
un voisinage de K dans U(KcU'cU), on a Uestimation suivante:
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a=s+1 K ms;l(ﬂ

(2.1) Y [ DewpPdx=C( 2 ¥ [ Da(d"ﬁ’);adx+u;' i 2dx)
LU,- ’

oit C est une constante, qui ne dépend pas de la fonction u.

Une conséquence immédiate du lemme 2.1 est la proposition suivante

Corollaire 2.1. Toute fonction - presque-holomorphe est indéfiniment
différentiable.

En effet, soit x, un point arbitraire de X. On choisit un voisinage de x,
contenu dans le domaine de définition d’une carte U en x, munie des formes
structurales w,, @,,..., @, Si f est presque- holomorphe sur X, alors l’expres-
sion locale de f sur U est de classe B!, ce qui implique f(L’(U loc). D’autre
part, d’aprés le lemme 2.1 on a 9df/0w;=0, j=1,2,..., n, c’est-a-dire pour
tout entier positif s, on a df/dw, ¢ WS(U, loc). En employant le lemme 2.1 et
le lemme de Sobolev on déduit que f est de classe B>~ sur U, ce qui achéve
la démonstration.

Estimation fondamentale 2.1. Soient f une fonction presque-ho-
lomorphe sur X et U un ouver! de X contenu dans le domaine de défini-
tion d’une carte de X. Si K est une partie compacte de U et U’ est un wvoi-
sinage de K contenu dans U (KcU'cU), pour tout multi-index a on a liné-
galité
(2.2) sup | D fl=Ca [1fPdx

oit C, st une constante qui ne dépend pas du choix de la fonction f.

Démonstration. Il suffit de prendre en vue (2.1), les .conditions
of | 0w;=0, j—=1,2,..., n, et Vinégalité sup |u|=< [|0?"u/0x, ... Oxg:|dx olt u
est une fonction indéfiniment différentiable sur R2" a support compact

3. L’espace AH(X). On montrera ici que la topologie naturellement li¢e
avec l'espace A/ (X) est la topologie de la convergence uniforme sur les
parties compactes de X.

Théoreéme 3.1.Soit { f, } une suite de fonctions presque holomorphes sur X.
Supposons qu’elle est convergente uniformément sur toute partie compacte
de X. On affirme que la limite f de la suite considérée est aussi une fonc-
tion presque-holomorphe sur X.

Démonstration. D’abord on remarquera que la limite f est une fonc-
tion continue sur X. Pour prouver le théoréme, il suffit de montrer que f¢ G
et encore, que pour tout point X0 € X et pour tout systéme de formes structu-
rales w,, W;, ..., W €N X, ON a df/ow;=0, j=1, 2,...,n.

Soit K un voisinage compact de x, et U’ un voisinage compact de K,
contenu dans le domaine de définition U/ d’'une partie de X. A l'aide de l'iné-
galité (2.2) on obtient:

sup | D“fn—"Dafml gcﬂ f fn'—fm E’ dx
K v

oit C, ne dépend pas de n et m. Alors, il suit que pour tout o, ! al=1, la suite
des dérivées { D> f,} est uniformément convergente sur les parties compactes
de U. Ainsi on voit que les dérivées partielles de f de premier ordre sont con-
tinues dans le voisinage U de x, et que la suite {D*f,} converge vers D“f.
Il reste de prendre en vue que 0/0w; sont des combinaisons linéaires a coef*
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ficients indéfiniment différentiables des dérivées D¢, « = 1. Ou a 0f/dw;=0
parce que pour tout x¢U

U ()= tim Y% (x)=0
dwj n—oe aw,
en vue que f,€¢ AH(X).

Dans la suite on supposera que X est une réunion dénombrable de par-
ties compactes et que A7 (X) est muni de la topologie de la convergence
uniforme sur les parties compactes de X. A l'aide de raisonnements standards on
déduit du théoréme 3.1 l'assertion suivante

Corollaire 3.1. L'espace AH(X) est une algébre de Frechet.

Théoréme 3.2. Tout suite de fonctions presque-holomorphes qui est
uniformément bornée, contient une sous-suite qui est uniformément conver-
gente sur les parties compactes de X.

Corollaire 3.2. Les parties compactes de AH(X) sont les familles
fermées et uniformément bornées de fonctions presque-holomorphes sur X.
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