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Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä å íàïèñàí íà àíãëèéñêè åçèê è ñúäúðæà

75 ñòðàíèöè, îò êîèòî 70 ñòðàíèöè îñíîâåí òåêñò è 5 ñòðàíèöè áèá-

ëèîãðàôèÿ ñ 83 çàãëàâèÿ.

Íîìåðàöèÿòà íà òåîðåìèòå, òâúðäåíèÿòà, ñëåäñòâèÿòà è òúæäåñ-

òâàòà â àâòîðåôåðàòà ñúîòâåòñòâà òî÷íî íà íîìåðàöèÿòà èì â äè-

ñåðòàöèÿòà.

Èçñëåäâàíèÿòà ñà ïðîâåäåíè â ðàìêèòå íà äîêòîðñêà ïðîãðàìà

�Òåîðèÿ íà âåðîÿòíîñòèòå è ìàòåìàòè÷åñêà ñòàòèñòèêà� â ñåêöèÿ

�Èçñëåäâàíå íà îïåðàöèèòå, âåðîÿòíîñòè è ñòàòèñòèêà� íà Èíñòè-

òóòà ïî ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà êúì Áúëãàðñêà àêàäåìèÿ íà

íàóêèòå.

Àâòîð: Íèêîëàé Èâàí÷åâ Íèêîëîâ

Çàãëàâèå: Ìåòðè÷íè ìåòîäè çà àíàëèçèðàíå è ìîäåëèðàíå íà íà-

ðåäåíè äàííè
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Âúâåäåíèå

Íàðåäåíèòå äàííè ÷åñòî âúçíèêâàò â ñèòóàöèè, ïðè êîèòî å íå-

îáõîäèìî äà ñå ïîäðåäè ìíîæåñòâî îò èíäèâèäè èëè îáåêòè ïî îòíî-

øåíèå íà íÿêàêúâ êðèòåðèé. Òàêèâà äàííè ìîãàò äà ñå íàáëþäàâàò

äèðåêòíî èëè ìîãàò äà ïðîèçëèçàò îò ïîäðåäáà íà ìíîæåñòâî èëè

ïîäìíîæåñòâî îò åëåìåíòè ñúñ çàäàäåíè ÷èñëîâè ñòîéíîñòè. Íàé-

îáùî ñúùåñòâóâàò äâà òèïà íàðåäáè: ïúëíà è ÷àñòè÷íà, â çàâèñè-

ìîñò îò òîâà äàëè å íåîáõîäèìî äà ñå ïîäðåäÿò âñè÷êè îáåêòè èëè íå.

Â òîçè äèñåðòàöèîíåí òðóä ùå ñå îãðàíè÷èì â ñëó÷àÿ, ïðè êîéòî ñà

ïîäðåäåíè âñè÷êè îáåêòè, ò.å. êîãàòî ñå íàáëþäàâàò ïúëíè íàðåäáè.

Ïúëíà íàðåäáà íàN îáåêòà ñúîòâåòñòâà íà öÿëîñòíî ïîäðåæäàíå

íà îáåêòèòå. Âñåêè òàêúâ âåêòîð íà íàðåäáà ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà

êàòî åëåìåíò π îò ïåðìóòàöèîííàòà ãðóïà SN , ïîðîäåíà îò ïúðâèòå

N åñòåñòâåíè ÷èñëà. Åäíà ïåðìóòàöèÿ π ∈ SN ïðåäñòàâëÿâà ôóíê-

öèÿ îò {1, . . . , N} â ñåáå ñè, ÷èèòî àðãóìåíòè ñà îáåêòèòå è ÷èèòî

ñòîéíîñòè ñà ðàíãîâåòå â òÿõíàòà ïîäðåäáà. Àêî îáåêòèòå ñà îçíà-

÷åíè ñ ÷èñëàòà {1, . . . , N}, òîãàâà π(i) å ðàíãúò íà îáåêòà i, à π−1(i)

å îáåêòúò ñ ðàíã i â ïîäðåäáàòà. Òàêà

π−1 = 〈π−1(1), π−1(2), . . . , π−1(N)〉

å ïåðìóòàöèÿòà â SN , êîÿòî ñúîòâåòñòâà íà ïîäðåäáàòà íà îáåêòèòå

ñïîðåä òåõíèòå ðàíãîâå. Çà èçâàäêà îò n ïúëíè íàðåäáè ùå èçïîëç-

âàìå îçíà÷åíèåòî π1, π2, . . . , πn ∈ SN .

Íàðåäåíèòå äàííè èìàò åñòåñòâåíà ñòðóêòóðà, êîÿòî çà ðàçëèêà

îò òèïè÷íèòå ìíîãîìåðíè èçâàäêè ïðåäîñòàâÿ íîâè ïðåäèçâèêàòåë-

ñòâà è âúçìîæíîñòè. Ñúùåñòâóâà áîãàòà ëèòåðàòóðà âúðõó àíàëèçà

íà íàðåäåíè äàííè, êîÿòî âêëþ÷âà êëàñè÷åñêèòå âåðîÿòíîñòíè ìî-

äåëè íà Thurstone [23], Bradley è Terry [2], Luce [16], Plackett [22]

è Mallows [17]. Ìîäåëèòå íà Mallows ÷åñòî ñà óäîáåí ïúðâîíà÷àëåí

èíñòðóìåíò çà àíàëèçèðàíå íà íàðåäåíè äàííè. Òå óëàâÿò ãëàâíàòà

ñòðóêòóðà â äàííèòå ñàìî ñ åäèí ïàðàìåòúð è ìîãàò äà ñà îñíîâàòà

íà áúäåùî èçñëåäâàíå. Âúïðåêè òîâà îáèêíîâåíî å íåðåàëèñòè÷íî äà

î÷àêâàìå åäíîïàðàìåòðè÷åí ìîäåë äà ðàçêðèå âñè÷êè õàðàêòåðèñ-

òèêè íà äàííèòå. Åäíî âúçìîæíî îáîáùåíèå íà òåçè ìîäåëè ìîæå

äà ñå íàïðàâè àêî ñå ïðåäïîëîæè, ÷å èìà íÿêîëêî ëàòåíòíè ãðóïè

â ãåíåðàëíàòà ñúâêóïíîñò. Ïðîáëåìúò çà íàìèðàíå íà �âîäåùè� íà-

ðåäáè â ðàçëè÷íèòå êëúñòåðè (ãðóïè) å èçñëåäâàí îò ìíîãî àâòîðè,

âèæ Busse è äð. [3], Klementiev è äð. [13] è Murphy è Martin [19].
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Ïî-ãîëÿìàòà ÷àñò îò òåçè ìåòîäè ìîãàò äà ñå îïèøàò ÷ðåç ðàçñòî-

ÿíèÿ âúðõó ïåðìóòàöèè, êîèòî ñà ìîùíî ñðåäñòâî çà îòêðèâàíåòî

íà ñêðèòè ñòðóêòóðè â íàðåäåíèòå äàííè. ×èñëåíèòå õàðàêòåðèñ-

òèêè, òî÷íèòå ðàçïðåäåëåíèÿ, àñèìïòîòè÷íèòå ïðèáëèæåíèÿ è ñòà-

òèñòè÷åñêèòå ïðèëîæåíèÿ íà ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè ïîëó÷åíè îò íàé-

÷åñòî èçïîëçâàíèòå ðàçñòîÿíèÿ âúðõó SN ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè

â Diaconis [8] è Marden [18]. Ïðèìåð çà ïî-åêçîòè÷íî ðàçñòîÿíèå å

ðàçñòîÿíèåòî íà Lee, êîåòî å ïðåäëîæåíî îò Lee [14] êàòî îáîáùåíèå

íà ðàçñòîÿíèåòî íà Hamming. Ñòàòèñòè÷åñêèòå ñâîéñòâà íà ðàçñòîÿ-

íèåòî íà Lee îáà÷å íå ñà äîáðå èçó÷åíè. Â íàñòîÿùèÿ äèñåðòàöèîíåí

òðóä ñå èçâåæäàò íÿêîè àñèìïòîòè÷íè ïðèáëèæåíèÿ íà ñëó÷àéíàòà

âåëè÷èíà áàçèðàíà íà ðàçñòîÿíèåòî íà Lee è ñå ïðèëàãàò êúì íÿêîë-

êî âåðîÿòíîñòíè ìîäåëà çà íàðåäåíè äàííè è äðóãè ñòàòèñòè÷åñêè

ïðîáëåìè âêëþ÷âàùè íàðåäáè.

Ñúùåñòâóâàò ðàçíîîáðàçíè ïðèëîæåíèÿ âêëþ÷âàùè íàðåäáè â

ìíîãî ïðèëîæíè íàó÷íè îáëàñòè. Êàòî ïðèìåð ìîæå äà ñå ïîñî-

÷è àíàëèçà íà íåñúâúðøåíè íàðåäáè ïðè èçâàäêà îò íàðåäåíè ìíî-

æåñòâà (ÈÍÌ). ÈÍÌ ìîæå äà ñå èçïîëçâà çà ñúçäàâàíåòî íà ïî-

åôåêòèâíè ìåòîäè â øèðîê êëàñ îò ñòàòèñòè÷åñêè ïðîáëåìè. Ïîë-

çàòà îò êîíñòðóèðàíåòî íà ÈÍÌ å íàé-çíà÷èìà ïðè èçâúðøâàíåòî

íà ñúâúðøåíà íàðåäáà, êîåòî îáà÷å íå âèíàãè å îñúùåñòâèìî. Ïîðà-

äè òàçè ïðè÷èíà å æåëàòåëíî äà ñå ðàçãëåäàò ñòàòèñòè÷åñêè ìîäåëè,

êîèòî óëàâÿò íåñèãóðíîñòòà â ïðîöåñà íà ïîäðåäáà è ïðîâåðÿâàò äà-

ëè íàðåäáàòà å ñúâúðøåíà èëè íå. Òåçè ìîäåëè ìîãàò äà ñå äåôèíè-

ðàò ÷ðåç ìàòðèöàòà îò âåðîÿòíîñòíèòå çà ãðåøêà ïðè íàðåäáà, êîÿòî

ìîæå äà ñå èçïîëçâà çà èçó÷àâàíåòî íà åôåêòà îò íåñúâúðøåíà íà-

ðåäáà âúðõó ñâîéñòâàòà íà ñòàòèñòè÷åñêèòå ïðîöåäóðè îñíîâàíè íà

ÈÌÍ, âèæ Aragon è äð. [1] è �3.1.2 â Chen è äð. [4]. Íåïàðàìåòðè÷íè

êðèòåðèè çà ïðîâåðêà íà íóëåâàòà õèïîòåçà çà ñúâúðøåíà íàðåäáà

ñðåùó îáùàòà àëòåðíàòèâà çà íåñúâúðøåíà íàðåäáà ñà ðàçðàáîòå-

íè îò Frey è äð. [9], Li è Balakrishnan [15], Vock è Balakrishnan [24]

è Zamanzade è äð. [25]. Â ñëó÷àÿ, êîãàòî õèïîòåçàòà çà ñúâúðøåíà

íàðåäáà å îòõâúðëåíà, å íåîáõîäèìî ïî-äåòàéëíî äà ñå àíàëèçèðà

ïðîöåñà íà íàðåäáà â ìíîæåñòâàòà. Frey è Wang [10] ðàçãëåæäàò ÷å-

òèðè ìîäåëà íà íåñúâúðøåíà íàðåäíà: Äâóìåðåí íîðìàëåí ìîäåë

ïðåäëîæåí îò Dell è Clutter [6], Ìîäåë íà ïðîïîðöèÿ îò ñëó÷àéíè

íàðåäáè îò Frey è äð. [9], Ìîäåë íà ïðîïîðöèÿ îò îáðàòíè íàðåäáè

îò Frey è äð. [9] è Ìîäåë íà ïðîïîðöèÿ îò íàðåäáè â ñúñåäñòâî îò

Vock è Balakrishnan [24]. Êàòî äîïúëíåíèå, òåçè ìîäåëè ìîãàò äà ñå
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èçïîëçâàò çà ñðàâíÿâàíå íà ñïîñîáíîñòèòå çà íàðåäáà íà äâà ìåòîäà,

÷ðåç êîåòî äà ñå óâåëè÷è åôåêòèâíîñòòà íà ïðîöåäóðàòà ïðè ÈÍÌ

çà áúäåùè íàáëþäåíèÿ.

Íàðåäáèòå è ðàçñòîÿíèÿòà âúðõó ïåðìóòàöèè íàìèðàò è ïðèëî-

æåíèå â åäèí îò íàé-âàæíèòå ñòàòèñòè÷åñêè ïðîáëåìè: ñðàâíÿâàíå-

òî íà äâå èçâàäêè. Àêî ïðåäïîëîæèì, ÷å ðàçïðåäåëåíèÿòà íà äâåòå

ãåíåðàëíè ñúâêóïíîñòè ñå ðàçëè÷àâàò ñàìî ïî ìåñòîïîëîæåíèå, òî

ðàçïîëàãàìå ñ ðàçíîîáðàçíè ïàðàìåòðè÷íè è íåïàðàìåòðè÷íè êðè-

òåðèè. Ïðè íåïàðàìåòðè÷íèÿ ïîäõîä ñà íåîáõîäèìè ïî-ìàëêî ïðåä-

ïîëîæåíèÿ îòíîñíî ðàçïðåäåëåíèåòî, îò êîåòî ïðîèçëèçàò äàííèòå,

è ïîçâîëÿâàò äà ñå èçáåðå íàé-ïîäõîäÿùèÿ ñòàòèñòè÷åñêè êðèòåðèé

çà ïîñòàâåíàòà çàäà÷à. Ñúùåñòâóâàò ìíîãîîáðàçíè òåõíèêè çà êîí-

ñòðóèðàíå íà íåïàðàìåòðè÷íè ðàíãîâè êðèòåðèè ïðè äâå èçâàäêè,

âèæ H�ajek è �Sid�ak [12] è Good [11]. Critchlow [5] ïðåäëàãà îáù ïîä-

õîä îñíîâàí íà ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå ìåæäó äâå ïåðìóòàöèîííè

ìíîæåñòâà ñúîòâåòñòâàùè íà íóëåâàòà è àëòåðíàòèâíàòà õèïîòåçà.

Èçïîëçâàéêè ðàçëè÷íè ðàçñòîÿíèÿ âúðõó ïåðìóòàöèè, ïîëó÷àâàìå

ðàçëè÷íè ñòàòèñòè÷åñêè êðèòåðèè. Íÿêîè îò íàé-ïîïóëÿðíèòå ðàí-

ãîâè ñòàòèñòèêè: íà Kolmogorov-Smirnov, Wilcoxon è Mann-Whitney,

ñå èçâåæäàò ñúîòâåòíî ÷ðåç ðàçñòîÿíèåòî íà Ulam, ïðàâèëîòî íà

Spearman è τ íà Kendall. Åäíî îò ïðåäèìñòâàòà ïðè íàëè÷èåòî íà

íÿêîëêî ñòàòèñòè÷åñêè êðèòåðèÿ å, ÷å òå ìîãàò äà ñå êîìáèíèðàò ñ

öåë ïîäîáðÿâàíå íà òÿõíàòà ìîùíîñò. Pesarin [21] ðàçðàáîòâà èíòå-

ðåñíà òåîðèÿ, Íåïàðàìåòðè÷íà êîìáèíàöèÿ íà çàâèñèìè êðèòåðèè,

êîÿòî äàâà äîáðè ðåçóëòàòè çà ðåäèöà ñëîæíè ìíîãîìåðíè ïðîáëå-

ìè, âêëþ÷èòåëíî òàêèâà, êîèòî îùå íå ñà ðåøåíè ïàðàìåòðè÷íî.

Îñíîâíàòà öåë íà íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ å äà èçó÷è ñòàòèñòè-

÷åñêèòå ñâîéñòâà íà ðàçñòîÿíèåòî íà Lee è äà èçñëåäâà ïðèëîæåíèÿ-

òà ìó â íÿêîëêî ìîäåëà çà íàðåäåíè äàííè îñíîâàíè íà ðàçñòîÿíèÿ.

Îñíîâíèòå çàäà÷è ìîãàò äà ñå ôîðìóëèðàò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

• Ïîëó÷àâàíå íà àñèìïòîòè÷åí ðåçóëòàò çà ðàçïðåäåëåíèåòî íà

ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà ïîëó÷åíà îò ðàçñòîÿíèåòî íà Lee ïðè ðàâ-

íîìåðíî ðàçïðåäåëåíè íàðåäáè.

• Ñðàâíåíèå íà ìîäåëà íà Mallows ïîëó÷åí îò ðàçñòîÿíèåòî íà

Lee ñ äðóãè âåðîÿòíîñòíè ìîäåëè çà íàðåäåíè äàííè.

• Ñúçäàâàíå íà ÅÌ àëãîðèòúì çà îöåíêà íà íåèçâåñòíèòå ïàðà-

ìåòðè â ìîäåëèòå áàçèðàíè íà ðàçñòîÿíèå çà íàðåäåíè äàííè

ñ íÿêîëêî ëàòåíòíè ãðóïè.
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• Ïðèáëèæàâàíå íà ìÿðêàòà çà �ñãúñòåíîñò� ïðè êëúñòåðèçàöèÿ

ñ �K-ñðåäíè� îñíîâàíà íà ðàçñòîÿíèå íà Lee.

• Íàìèðàíå íà àñèìïòîòè÷íî ïðèáëèæåíèå íà ìàòðèöàòà îò âå-

ðîÿòíîñòíèòå çà ãðåøêà ïðè íàðåäáà ïîëó÷åíà îò ìîäåëèòå

îñíîâàíè íà ðàçñòîÿíèåòî íà Lee, ïðàâèëîòî íà Spearman è

ρ íà Spearman çà èçâàäêè îò íàðåäåíè ìíîæåñòâà.

• Êîíñòðóèðàíå íà ïðîöåäóðà çà îöåíêà íà íåèçâåñòíèòå ïàðà-

ìåòðè â ìîäåëà íà Mallows çà íåñúâúðøåíè íàðåäáè êàòî ñå

èçïîëçâà ÅÌ ìåòîäà.

• Èçâåæäàíå íà ðàíãîâàòà ñòàòèñòèêà ïîëó÷åíà îò ðàçñòîÿíèåòî

íà Lee è ìåòîäà íà Critchlow çà ìåñòîïîëîæåíèåòî íà äâå èç-

âàäêè è èçó÷àâàíå íà íåéíîòî ðàçïðåäåëåíèå ïðè âÿðíà íóëåâà

õèïîòåçà.

Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä å ñòðóêòóðèðàí â ïåò ãëàâè.

Ãëàâà 1. Óâîäíè áåëåæêè

Â òàçè ãëàâà ñå äåôèíèðàò ðàçñòîÿíèÿ âúðõó ïåðìóòàöèè è ñå

ðàçãëåæäàò íÿêîëêî ïðèìåðà. Èçâåäåíè ñà íÿêîè âàæíè ñòàòèñòè-

÷åñêè ñâîéñòâà íà ðàçñòîÿíèåòî íà Lee, êîèòî ñå èçïîëçâàò â ñëåä-

âàùèòå ãëàâè.

Åñòåñòâåíàòà ñòðóêòóðà íà íàðåäáèòå èçèñêâà ïî-ñïåöèàëåí ïîä-

õîä ïðè àíàëèçà íà íàðåäåíè äàííè. Ðàçñòîÿíèÿòà âúðõó ïåðìóòà-

öèè ÷åñòî ñà óäîáíî ñðåäñòâî çà ìîäåëèðàíå íà íàðåäåíè äàííè. Òå

èçìåðâàò áëèçîñòòà ìåæäó äâå íàðåäáè è ìîãàò äà áúäàò ìíîãî ïî-

ëåçíè çà îòêðèâàíå íà íàé-âàæíèòå îñîáåíîñòè â äàííèòå.

Â � 1.1 äàâàìå äåôèíèöèÿ çà ðàçñòîÿíèå âúðõó SN è ÿ èçïîëçâà-

ìå çà äà ïîëó÷èì ìÿðêà çà öåíòðàëíà íàðåäáà â èçâàäêà îò n ïúëíè

íàðåäáè. Òúé êàòî åìïèðè÷íàòà öåíòðàëíà íàðåäáà çàâèñè îò èç-

áîðà íà ðàçñòîÿíèå âúðõó SN , ïðåäñòàâÿìå îñåì îò íàé-øèðîêî èç-

ïîëçâàíèòå ðàçñòîÿíèÿ â íàó÷íîïðèëîæíè è ñòàòèñòè÷åñêè çàäà÷è.

Çà äà èëþñòðèðàìå íÿêîè ðàçëèêè ìåæäó èçáðîåíèòå ðàçñòîÿíèÿ,

ðàçãëåæäàìå êëàñè÷åñêèÿ ïðèìåð çà ïîäðåæäàíå íà êíèãè â àçáó-

÷åí ðåä. Ïîäðîáíî ñà ðàçãëåäàíè ïðîñòðàíñòâåíèòå õàðàêòåðèñòèêè

íà ðàçñòîÿíèåòî íà Lee è ïðàâèëîòî íà Spearman. Îñâåí òîâà, ñà

îïèñàíè äâà áîãàòè êëàñà îò ðàçñòîÿíèÿ âúðõó SN : p-ðàçñòîÿíèÿòà

è ðàçñòîÿíèÿòà íà Hoe�ding. Äàäåíè ñà äåôèíèöèèòå íà ìåòðèêà

âúðõó SN è ñâîéñòâàòà ëÿâà-èíâàðèàíòíîñò è äÿñíà-èíâàðèàíòíîñò.
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Â � 1.2 èçó÷àâàìå ñâîéñòâàòà íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà DL(π)

ïîëó÷åíà îò ðàçñòîÿíèåòî íà Lee ïðè ðàâíîìåðíî ðàçïðåäåëåíèå íà

π ∈ SN . Èçïîëçâàéêè ïðåäñòàâÿíåòî íà DL(π) ÷ðåç ïðîñò öèêëè÷åí

ãðàô, äàâàìå èíòåðïðåòàöèÿ íà ÷ëåíîâåòå

cN (i, j) := min (| i− j |, N− | i− j |)

â ëèíåéíîòî ðàçëàãàíå

DL(π) = dL(π, eN ) =
N∑
i=1

min (| π(i)− i |, N− | π(i)− i |) =
N∑
i=1

cN (π(i), i) ,

êúäåòî eN = 〈1, 2, . . . , N〉 ∈ SN å ïåðìóòàöèÿòà èäåíòèòåò. Äîïúë-

íèòåëíî ïîêàçâàìå, ÷å �ïðîòèâîïîëîæíàòà� íàðåäáà íà eN çà ðàç-

ñòîÿíèåòî íà Lee è ÷åòíè ñòîéíîñòè íà N å

e∗N :=

〈
N

2
+ 1,

N

2
+ 2, . . . , N − 1, N, 1, 2, . . . ,

N

2
− 1,

N

2

〉
,

à çà íå÷åòíè ñòîéíîñòè íà N ñúùåñòâóâàò äâå �ïðîòèâîïîëîæíè�

íàðåäáè

e′N :=

〈
N + 1

2
,
N + 1

2
+ 1, . . . , N − 1, N, 1, . . . ,

N + 1

2
− 2,

N + 1

2
− 1

〉
,

e′′N :=

〈
N + 1

2
+ 1,

N + 1

2
+ 2, . . . , N − 1, N, 1, . . . ,

N + 1

2
− 1,

N + 1

2

〉
.

Èçïîëçâàéêè äÿñíî-èíâàðèàíòíîòî ñâîéñòâî íà ðàçñòîÿíèåòî íà Lee,

äîêàçâàìå, ÷å ðàçïðåäåëåíèåòî íà DL å ñèìåòðè÷íî è DL ïðèåìà

ñàìî ÷åòíè ñòîéíîñòè, êîãàòî N å ÷åòíî.

Â � 1.2.1 è � 1.2.2 ïðèëàãàìå êîìáèíàòîðíàòà öåíòðàëíà ãðà-

íè÷íà òåîðåìà (ÊÖÃÒ) íà Hoe�ding êúì ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà DL

è èçâåæäàìå íåéíèòå î÷àêâàíå è äèñïåðñèÿ:

E (DL) =

[
N + 1

2

] [
N

2

]
, (1.11)

Var (DL) =


N4 + 8N2

48(N − 1)
, çà N ÷åòíî

N4 + 2N2 − 3

48(N − 1)
, çà N íå÷åòíî,

(1.13)
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êúäåòî [x] å íàé-ãîëÿìîòî öÿëî ÷èñëî ïî-ìàëêî èëè ðàâíî íà x.

Îñâåí òîâà, ÷ðåç ÊÖÃÒ äîêàçâàìå ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.2. Ðàçïðåäåëåíèåòî íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà DL å àñèì-

ïòîòè÷íî íîðìàëíî ïðè N →∞ ñ î÷àêâàíå è äèñïåðñèÿ äàäåíè ñú-

îòâåòíî ÷ðåç (1.11) è (1.13).

Ïðåäñòàâåíèòå ñâîéñòâà íà DL èãðàÿò âàæíà ðîëÿ â èçñëåäâàíè-

ÿòà â ñëåäâàùèòå ãëàâè.

Ãëàâà 2. Âåðîÿòíîñòíè ìîäåëè çà íàðåäåíè äàí-
íè

Òàçè ãëàâà å ïîñâåòåíà íà âåðîÿòíîñòíè ìîäåëè çà íàðåäåíè äàí-

íè, êîèòî ñå îïðåäåëÿò îò ôàìèëèÿ îò âåðîÿòíîñòíè ðàçïðåäåëåíèÿ

P âúðõó SN . Â � 2.1 and � 2.2 èçñëåäâàìå ìîäåëèòå áàçèðàíè íà

ðàçñòîÿíèå è òÿõíàòà âðúçêà ñ ìàðãèíàëíèòå ìîäåëè.

Ìîäåëèòå áàçèðàíè íà ðàçñòîÿíèå ñà ÷àñò îò åêñïîíåíöèàëíàòà

ôàìèëèÿ è ñå äåôèíèðàò ÷ðåç

Pθ,π0
(π) = exp (θd(π, π0)− ψN (θ)) çà π ∈ SN , (2.2)

êúäåòî θ å ðåàëåí ïàðàìåòúð (θ ∈ R), d(·, ·) å ðàçñòîÿíèå âúðõó SN ,

π0 å ôèêñèðàíà ìîäàëíà (èëè àíòèìîäàëíà) íàðåäáà è ψN (θ) å íîð-

ìèðàùà êîíñòàíòà. Íàìèðàíåòî íà ñòîéíîñòòà íà ψN (θ) çà äàäåíî θ

è èçáðàíî ðàçñòîÿíèå d(·, ·) å òðóäíà çàäà÷à, òúé êàòî êàëêóëèðàíå-

òî íà ψN (θ) ÷ðåç ñóìèðàíå ïî âñè÷êè âúçìîæíè N ! íàðåäáè èçèñêâà

ãîëÿìà èç÷èñëèòåëíà ìîù çà N ≥ 10. Ïîðàäè òàçè ïðè÷èíà, ïðåä-

ëàãàìå ñëåäíîòî ïðèáëèæåíèå íà ψN (θ) çà ìîäåëèòå áàçèðàíè íà

ðàçñòîÿíèåòî íà Lee

ψ̂N (θ) = log(N ! ĝN (θ)) = log(N !) + θµ+
θ2ν2

2
, (2.4)

êúäåòî µ = E (DL) è ν2 = Var (DL) ñà äàäåíè ñúîòâåòíî â (1.11) è

(1.13). Â � 2.1 îïèñâàìå îùå ïðèëîæåíèÿ íà ïðèáëèæåíèåòî (2.4)

â äðóãè çàäà÷è çà íàðåäåíè äàííè è ñðàâíÿâàìå ψN (θ) è ψ̂N (θ) çà

ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà θ è N . Îáîáùàâàìå ìîäåë (2.2) êàòî ðàç-

ãëåæäàìå ìîäåëà ñ ëàòåíòíè êëàñîâå è áàçèðàí íà ðàçñòîÿíèå, ïðè

êîéòî ñå ïðåäïîëàãà, ÷å â ãåíåðàëíàòà ñúâêóïíîñò èìà K ëàòåíòíè

ãðóïè (êëàñîâå), à ðàçïðåäåëåíèÿòà íà íàðåäáèòå âúâ âñÿêà ãðóïà

ñå ìîäåëèðàò ÷ðåç (2.2).
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Â � 2.2 äåôèíèðàìå ìàðãèíàëíèÿ ìîäåë ÷ðåç âåðîÿòíîñòíîòî

ðàçïðåäåëåíèå

P~λ (π) = exp

 N∑
i=1

N∑
j=1

λ
(j)
i I [π(i) = j]− ψ(~λ)

 çà π ∈ SN , (2.6)

êúäåòî ~λ =
{
λ
(j)
i

}N
i,j=1

ñà N2 ðåàëíè ïàðàìåòúðà, I [·] å èíäèêà-

òîðíàòà ôóíêöèÿ è ψ(~λ) å íîðìèðàùà êîíñòàíòà. Îòáåëÿçâàìå, ÷å

(2.2)áàçèðàí íà ðàçñòîÿíèåòî íà Lee ñúâïàäà ñ (2.6) çà

λ
(j)
i = θmin (| j − π0(i) |, N− | j − π0(i) |) , çà i, j = 1, 2, . . . , N.

Òúé êàòî íàìèðàíåòî íà ñòîéíîñòèòå íà ìàðãèíàëíàòà ìàòðèöà çà

ãîëÿìî N èçèñêâà ìíîãî âðåìå è èç÷èñëèòåëíè ðåñóðñè, ïðåäëàãàìå

ñëåäíîòî íåéíî àñèìïòîòè÷íî ïðèáëèæåíèå çà ìîäåëà áàçèðàí íà

ðàçñòîÿíèåòî íà Lee.

Òåîðåìà 2.2. Íåêà M(θ,N) = {mij(θ,N)}Ni,j=1 å ìàðãèíàëíàòà

ìàòðèöà áàçèðàíà íà ðàçñòîÿíèåòî íà Lee. Òîãàâà

mij(θ,N)
N

exp

(
θµ+

θ2ν2

2

) −−−−→
N→∞

1, i, j = 1, 2, . . . , N,

êúäåòî

µ =
NcN (i, j)

N − 1
− 1

N − 1

[
N + 1

2

] [
N

2

]
è

ν2 =


2N2 (cN (i, j))2 −N3cN (i, j)

2 (N − 2) (N − 1)2
−
N2

(
N2 − 2N + 4

)
48(N − 1)2

, çà N ÷åòíî

2N2 (cN (i, j))2 −N
(
N2 − 1

)
cN (i, j)

2 (N − 2) (N − 1)2
−
N (N + 1) (N − 3)

48(N − 2)
, çà N íå÷åòíî.

Â � 2.3 îïèñâàìå íÿêîè ñòàòèñòè÷åñêè èíñòðóìåíòè çà îöåíêà

íà íåèçâåñòíèòå ïàðàìåòðè è ïðîâåðêàòà çà ñúãëàñóâàíîñò íà ìîäå-

ëèòå (2.2) è (2.6). Çà ìîäåëà ñ ëàòåíòíè êëàñîâå è áàçèðàí íà ðàç-

ñòîÿíèå îáà÷å å íåâúçìîæíî íåèçâåñòíèòå ïàðàìåòðè äà ñå îöåíÿò

äèðåêòíî. Ïîðàäè òàçè ïðè÷èíà, èçïîëçâàéêè ÅÌ àëãîðèòúìà äà-

äåí â Dempster et al. [7] è ïðåäëàãàìå ïðîöåäóðà çà îöåíêà â ñëó÷àÿ,
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êîãàòî íå ñà èçâåñòíè ìîäàëíèòå íàðåäáè çà K-òå ãðóïè â ãåíåðàë-

íàòà ñúâêóïíîñò. Öåëòà íà àëãîðèòúìà å äà íàìåðè ìàêñèìóìà íà

î÷àêâàíàòà ñòîéíîñò íà ëîãàðèòìè÷íàòà ôóíêöèÿ íà ïðàâäîïîäîáèå

`(~θ, ~p, ~π0, ~π∗, G) ïðè çàäàäåíè íà÷àëíè ñòîéíîñòè íà ~θ, ~p è ~π0, êúäå-

òî ~θ = (θ1, θ2, . . . , θK), ~π0 = (π0,1, π0,2, . . . , π0,K) è ~p = (p1, p2, . . . , pK)

ñà âåêòîðè îò íåèçâåñòíè ïàðàìåòðè, π∗ =
(
π1, π2, . . . , π n

)
å èçâàä-

êà îò n ïúëíè íàðåäáè, à ñ G å îçíà÷åí èíäåêñà íà ãðóïàòà, ò.å.

G ∈ {G1, G2, . . . , GK}. Ïðèëàãàéêè îáîáùåíèÿ âàðèàíò íà ÅÌ àëãî-

ðèòúìà çà

Q(t)
(
~θ, ~p, ~π0, ~π∗

)
= EG|~θ(t),~p (t), ~π0

(t), ~π∗

[
`(~θ, ~p, ~π0, ~π∗, G)

]
ñ íà÷àëíè ñòîéíîñòè ~θ(t), ~p(t) è ~π0

(t), ïîêàçâàìå, ÷å äîñòàòú÷íîòî

óñëîâèå çà ñõîäèìîñò êúì ëîêàëåí ìàêñèìóì

Q(t)
(
~θ(t+1), ~p(t+1), ~π0

(t+1), ~π∗
)
≥ Q(t)

(
~θ(t), ~p(t), ~π0

(t), ~π∗
)

(2.12)

å èçïúëíåíî çà

p
(t+1)
j =

1

n

n∑
i=1

p
(t)
j P

θ
(t)
j ,π

(t)
0,j

(
πi
)

K∑
s=1

p (t)
s P

θ
(t)
s ,π

(t)
0,s

(
πi
) , (2.10)

π
(t+1)
0,j = argmax

π∈SN


n∑
i=1

p
(t)
j P

θ
(t)
j ,π

(t)
0,j

(
πi
)

K∑
s=1

p (t)
s P

θ
(t)
s ,π

(t)
0,s

(
πi
)θ(t)j d

(
πi, π

)
 (2.13)

è
{
θ
(t+1)
j

}K
j=1

, êîèòî ñà ðåøåíèÿ íà

n∑
i=1

p
(t)
j P

θ
(t)
j ,π

(t)
0,j

(
πi
)

K∑
s=1

p (t)
s P

θ
(t)
s ,π

(t)
0,s

(
πi
)
[
d
(
πi, π

(t+1)
0,j

)
− ψ′N (θ

(t+1)
j )

]
= 0. (2.14)

Òîçè ðåçóëòàò å ôîðìóëèðàí è äîêàçàí â � 2.4 êàòî:
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Òâúðäåíèå 2.1. Íåêà ~p(t+1), ~π0
(t+1) è ~θ(t+1) ñà äàäåíè ñúîòâåòíî

÷ðåç (2.10), (2.13) è (2.14). Òîãàâà óñëîâèåòî (2.12) å èçïúëíåíî.

Ïðåäëîæåíèÿò àëãîðèòúì å èçïîëçâàí çà èçâúðøâàíåòî íà ñè-

ìóëàöèîííî èçñëåäâàíå íà îáÿñíèòåëíèòå ñïîñîáíîñòè íà ìîäåëà ñ

ëàòåíòíè êëàñîâå çà ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà K.

Â � 2.5 ñðàâíÿâàìå ìîäåëèòå (2.2) áàçèðàíè íà ðàçñòîÿíèåòî íà

Lee, ðàçñòîÿíèåòî íà Hamming è τ íà Kendall ñ ìàðãèíàëíèÿ ìîäåë

(2.6) êàòî ðàçãëåæäàìå òðè èëþñòðàòèâíè ïðèìåðà. Ïîêàçàíî å, ÷å

ðàçëèêàòà ìåæäó ìîäåëà (2.2) áàçèðàíè íà ðàçñòîÿíèåòî íà Lee è

ìîäåëà (2.6) ìîæå äà ñå èçñëåäâà ñàìî ÷ðåç àíàëèçèðàíå íà èçâà-

äú÷íàòà ìàðãèíàëíà ìàòðèöà è ìàðãèíàëíàòà ìàòðèöà ïîëó÷åíà îò

ðàçñòîÿíèåòî íà Lee. Ïðàâèì çàêëþ÷åíèåòî, ÷å èçáîðúò íà ðàçñòî-

ÿíèåòî íà Lee â ìîäåë (2.2) å ïîäõîäÿù, êîãàòî èìà íÿêîëêî ãðóïè

â íàáëþäàâàíèòå íàðåäáè è ìîäàëíàòà ïîäðåäáà â åäíà ãðóïà íå å

îáðàòíàòà ïîäðåäáà â äðóãà. Îñâåí òîâà, ìîäåëè áàçèðàíè íà ðàç-

ñòîÿíèåòî íà Lee ñà ïîëåçíè çà ïðîâåðêà äàëè èìà íÿêîëêî ãðóïè

èëè êëúñòåðè â äàííèòå.

Ãëàâà 3. Êëúñòåðèçàöèÿ íà íàðåäåíè äàííè

Â òàçè ãëàâà ïðåäñòàâÿìå êëúñòåðèçàöèÿ ñ �K-ñðåäíè� áåç ó÷è-

òåë è áàçèðàíà íà ðàçñòîÿíèåòî íà Lee.

Çà n íàáëþäåíèÿ îò ïúëíè íàðåäáè π1, π2, . . . , πn ∈ SN è ôèêñè-

ðàí áðîé ãðóïè K, îïðåäåëÿìå öåíòðîâåòå íà êëúñòåðèòå

σ̂(1), σ̂(2), . . . , σ̂(K) ∈ SN

êàòî ðåøåíèå íà(
σ̂(1), σ̂(2), . . . , σ̂(K)

)
= argmin
σ(1),σ(2),...,σ(K)

CK

(
σ(1), σ(2), . . . , σ(K)

)
,

(3.1)

êúäåòî

CK

(
σ(1), σ(2), . . . , σ(K)

)
=

1

n

n∑
i=1

min
1≤ j≤K

d
(
πi, σ(j)

)
, (3.2)

çà íÿêîå ðàçñòîÿíèå d(·, ·) âúðõó SN . Çà äà ñðàâíèì ðåçóëòàòèòå

ïîëó÷åíè îò íÿêîëêî êëúñòåðíè àíàëèçà ñ ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà
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K, ðàçãëåæäàìå ìÿðêàòà çà �ñãúñòåíîñò� TK äåôèíèðàíà ÷ðåç

TK = 1−
CK

(
σ̂(1), σ̂(2), . . . , σ̂(K)

)
C0
K

, (3.3)

êúäåòî K = 1, 2, . . . è

C0
K = min

σ(1),σ(2),...,σ(K)

1

N !

∑
π∈SN

min
1≤ j≤K

d
(
π, σ(j)

)
(3.4)

å ñòîéíîñòòà íà CK ïðè ðàâíîìåðíî ðàçïðåäåëåíèå íàä âñè÷êè âúç-

ìîæíè N ! íàðåäáè. Ïîíåæå èìà
(
N !
K

)
èçáîðà çà öåíòðîâå íà êëúñ-

òåðèòå è ïðîâåðêàòà íà âñè÷êè âúçìîæíîñòè â (3.4) èçèñêâà ìîùíè

èç÷èñëèòåëíè ñðåäñòâà çà N ≥ 10, â � 3.2 èçâåæäàìå ñëåäíîòî àñèì-

ïòîòè÷íî ïðèáëèæåíèå ïîëó÷åíî îò Òåîðåìà 1.2.

Ñëåäñòâèå 3.1. Íåêà êîíñòàíòàòà C0
2 å äåôèíèðàíà â (3.4) çà

K = 2 è ÷ðåç ðàçñòîÿíèåòî íà Lee dL(·, ·). Òîãàâà çà ãîëåìè ÷åòíè

ñòîéíîñòè íà N , êîíñòàíòàòà C0
2 ìîæå äà ñå ïðèáëèæè ÷ðåç

Ĉ0
2 =

N2

4
−

√
N4 + 8N2

24π(N − 1)
. (3.5)

Ïîêàçâàìå, ÷å òîçè ðåçóëòàò å ïîëåçåí çà ïðèáëèæàâàíå íà ñòîé-

íîñòèòå íà C0
K çà K = 2 äîðè è çà íå÷åòíî N , êàêòî è ÷å íå å ëåñíî

äà ñå îáîáùè çà K > 2.

Â � 3.3 ïðåäñòàâåíàòà êëúñòåðíà ïðîöåäóðà å ïðèëîæåíà êúì

äîáðå èçñëåäâàíèòå èçáîðíè äàííè íà Àìåðèêàíñêàòà ïñèõîëîãè÷íà

àñîöèàöèÿ (ÀÑÀ). Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè èëþñòðèðàò, ÷å ðàçñòîÿíè-

åòî íà Lee ñå ñïðàâÿ äîáðå, êîãàòî ñå èçèñêâà êîíñòðóèðàíèÿ ìîäåë

äà å ñ ìàëúê áðîé ãðóïè K è ñúîòâåòíî ñ ïî-ìàëêî íåèçâåñòíè ïà-

ðàìåòðè.

Ãëàâà 4. Íåñúâúðøåííè íàðåäáè ïðè èçâàäêè îò
íàðåäåíè ìíîæåñòâà

Â òàçè ãëàâà ðàçãëåæäàìå íÿêîè ñòàòèñòè÷åñêè ìåðêè çà îòêëî-

íåíèå îò ñúâúðøåíàòà íàðåäáà ïðè èçâàäêà îò íàðåäåíè ìíîæåñòâà

(ÈÍÌ).

Ïðîöåäóðàòà çà ïîëó÷àâàíå íà áàëàíñèðàíà ÈÍÌ îò n öèêúëà

ñ ðàçìåð k è ïîíÿòèåòî ñúâúðøåíà íàðåäáà ñà îïèñàíè â � 4.1. Â
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� 4.2 ïðåäñòàâÿìå íåïàðàìåòðè÷íèÿ ïîäõîä çà ïðîâåðêà íà õèïî-

òåçàòà çà ñúâúðøåíà íàðåäáà ïðåäëîæåí îò Li è Balakrishnan [15].

Ïðèëàãàéêè òåõíèÿ ìåòîä çà êîíñòðóèðàíå íà êðèòåðèé çà èçâàäêà

îò åäèí öèêúë ÷ðåç èçìåðâàíå íà ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó ïîäðåäáàòà â

ÈÍÌ 〈i1, i2, . . . , ik〉 è èäåíòèòåòà ek = 〈1, 2, . . . , k〉, äåôèíèðàìå äâå
íîâè ñòàòèñòèêè

Mk = max
1≤r≤k

| ir−r | è Lk =

k∑
r=1

min
(
| ir−r |, k− | ir−r |

)
, (4.4)

ïîëó÷åíè ñúîòâåòíî îò ðàçñòîÿíèåòî íà Chebyshev è ðàçñòîÿíèåòî

íà Lee. Êîìáèíèðàéêè ñòàòèñòèêèòå îò âñåêè öèêúë, äåôèíèðàìå

ñëåäíèòå ñòàòèñòèêè çà èçâàäêà îò n öèêúëà

Mk,n =

n∑
i=1

M
(i)
k è Lk,n =

n∑
i=1

L
(i)
k

êúäåòî M
(i)
k è L

(i)
k ñà ñòîéíîñòèòå íà ñòàòèñòèêèòå â (4.4) â i-òèÿ

öèêúë îò ÈÍÌ çà i = 1, 2, . . . , n.

Çà äà ñðàâíèì ñòàòèñòèêèòå îïèñàíè â � 4.2 å íåîáõîäèìî äà

îïðåäåëèì àëòåðíàòèâåí ìîäåë çà íåñúâúðøåíè íàðåäáè. Â � 4.3

ðàçãëåæäàìå ìîäåëèòå áàçèðàí íà ðàçñòîÿíèå (2.2) êàòî àëòåðíà-

òèâà çà íåñúâúðøåíè íàðåäáè è èçó÷àâàìå òåõíèòå ñâîéñòâà â êîí-

òåêñòà íà ÈÍÌ. Ïîêàçâàìå, ÷å ïðåäëîæåíèÿ àëòåðíàòèâåí ìîäåë ñå

îïðåäåëÿ åäíîçíà÷íî ÷ðåç ìàòðèöàòà îò âåðîÿòíîñòíèòå çà ãðåøêà

ïðè íàðåäáà Q(k, θ), êîÿòî ñúâïàäà ñ ìàðãèíàëíàòà ìàòðèöà â Ãëà-

âà 2.

Åäíî îò ïðåäèìñòâàòà çà ðàçãëåæäàíåòî íà ìîäåëà íà Mallows êà-

òî àëòåðíàòèâà íà ñúâúðøåíàòà íàðåäáà å, ÷å íåèçâåñòíèòå ïàðàìåò-

ðè â ìîäåëà ìîãàò äà ñå îöåíÿò. Íåêà XRSS =
{
Xi[j], i = 1, 2, . . . , n;

j = 1, 2, . . . , k} å áàëàíñèðàíà ÈÍÌ îò n öèêúëà, Ri[j] å íîìåðúò íà

ìíîæåñòâîòî â i-òèÿ öèêúë ñúîòâåòñòâàùî íà j-òàòà íàðåäåíà ñòà-

òèñòèêà çà i = 1, 2, . . . , n è j = 1, 2, . . . , k, èRi =
〈
Ri[1], Ri[2], . . . , Ri[k]

〉
çà i = 1, 2, . . . , n. Èçïîëçâàéêè ìîäåëà íà Mallows çà íåñúâúðøåíè

íàðåäáè, îïèñàí ÷ðåç ìàòðèöàòà îò ãðåøêèòå Q(k, θ) è ïàðàìåòúðà
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θ ≤ 0, èçðàçÿâàìå ôóíêöèÿòà íà ïðàâäîïîäîáèå ÷ðåç ñëåäíèÿ èçðàç:

L (R | θ) =

n∏
i=1

∑
l

 k∏
j=1

q
(
Ri[j], l[j], k, θ

) p
(
l[1], l[2], . . . , l[k]

) ,

(4.7)

êúäåòî
∑
l

å ñóìàòà ïî âñè÷êè âúçìîæíè âåêòîðè l =
(
l[1], l[2], . . . , l[k]

)
òàêèâà, ÷å l[j] ∈ {1, 2, . . . , k} çà j = 1, 2, . . . , k. Ñ R = (R1, R2, . . . , Rn)

å îçíà÷åí âåêòîðúò îò íàáëþäàâàíèòå ïîäðåäáè â ÈÍÌ, q
(
Ri[j], l[j], k, θ

)
ñà åëåìåíòèòå íà Q(k, θ), à p

(
l[1], l[2], . . . , l[k]

)
ñà âåðîÿòíîñòèòå äà ñå

íàáëþäàâà 〈l[1], l[2], . . . , l[k]〉 ïðè ñúâúðøåíà íàðåäáà. Ïîíåæå åëåìåí-
òèòå íà ìàòðèöàòà Q(k, θ) íå ìîãàò ñå èçðàçÿò ÿâíî è θ íå ìîæå äà

ñå îöåíè äèðåêòíî, èçïîëçâàìå ÅÌ àëãîðèòúìà çà äà íàìåðèì ìàê-

ñèìàëíî ïðàâäîïîäîáíè îöåíêè (ÌÏÎ) çà θ. Â � 4.4 ïîêàçâàìå, ÷å

ñòîéíîñòòà θ(t+1) âúâ âñÿêà èòåðàöèÿ, çà êîÿòî ñå ìàêñèìèçèðà î÷àê-

âàíåòî íà ëîãàðèòìè÷íàòà ôóíêöèÿ íà ïðàâäîïîäîáèå çà ñòîéíîñòòà

θ(t) îò ïðåäèøíàòà èòåðàöèÿ, å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

∑
z

n∏
i=1

 k∏
j=1

q
(
Ri[j], zi[j], k, θ

(t)
) p

(
zi[1], zi[2], . . . , zi[k]

)
∑
l


n∏
i=1

 k∏
j=1

q
(
Ri[j], li[j], k, θ

(t)
) p

(
li[1], li[2], . . . , li[k]

)
×

×
n∑
i=1

k∑
j=1

q′
(
Ri[j], zi[j], k, θ

)
q
(
Ri[j], zi[j], k, θ

) = 0, (4.9)

êúäåòî q′(r, z, k, θ) å ïðîèçâîäíàòà íà q(r, z, k, θ) ïî îòíîøåíèå íà θ

è ìîæå äà ñå èçðàçè êàòî

q′(r, z, k, θ) =
∑

π∈Sk, π(z)=r

[d(π, ek)− ψ′k(θ)] exp
(
θd(π, ek)− ψk(θ)

)
,

çà r, z = 1, 2, . . . , k. Äîêàçâàìå, ÷å ÅÌ àëãîðèòúìà å ìîíîòîííî ñõî-

äÿù êúì íÿêîÿ ñòàöèîíàðíà òî÷êà íà L (R | θ) è ÷å àêî L (R | θ) èìà
åäèíñòâåíà ñòàöèîíàðíà òî÷êà ìàêñèìóì, òî àëãîðèòúìúò å ñõîäÿù

êúì åäèíñòâåíà ÌÏÎ çà θ.

Òúé êàòî âúâ âñÿêà ñòúïêà íà ïðåäñòàâåíèÿ ÅÌ àëãîðèòúì å íå-

îáõîäèìî äà ñå ïðåñìåòíå ìàòðèöàòà Q(k, θ), ïðèëàãàíåòî íà òîçè
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ìåòîä èçèñêâà îãðîìíè èç÷èñëèòåëíè ðåñóðñè çà ãîëåìè ñòîéíîñ-

òè íà k. Â � 4.5 ïðåäñòàâÿìå àëòåðíàòèâåí íà÷èí çà íàìèðàíå íà

ìàòðèöàòà Q(k, θ) çà ðàçñòîÿíèÿòà íà Cayley è Hammning, êîéòî íà-

ìàëÿâà áðîÿ íà îïåðàöèèòå â (4.9). Àíàëîãè÷íî íà àñèìïòîòè÷íèÿ

ðåçóëòàò â Òåîðåìà 2.1 çà ìàòðèöàòà îò âåðîÿòíîñòíèòå çà ãðåøêà

ïîëó÷åíà îò ðàçñòîÿíèåòî íà Lee, èçâåæäàìå äâå ïðèáëèæåíèÿ íà

ìàòðèöèòå ïîëó÷åíè îò ïðàâèëîòî íà Spearman è ρ íà Spearman.

Òåîðåìà 4.1. Íåêà Q(k, θ) å ìàòðèöàòà îò âåðîÿòíîñòíèòå çà

ãðåøêà ïðè íàðåäáà ïîëó÷åíà îò ïðàâèëîòî íà Spearman. Òîãàâà

q(i, j, k, θ)
k

exp
(
θµ+ θ2ν2

2

) −−−−→
k→∞

1,

êúäåòî

µ =
k + 1

3
− f(i) + f(j)− | i− j |

k − 1
+ | i− j |,

ν2 =
1

k − 2


k∑
r=1
r 6=i

k∑
s=1
s6=j

[
| r − s | +k(k + 1)

3(k − 1)
− f(i) + f(j)− | i− j |

(k − 1)2

−f(r) + f(s)− | i− s | − | r − j |
k − 1

]2}
− (k + 1)(2k2 + 7)

45

è

f(x) =
x(x− 1) + (k − x)(k − x+ 1)

2
.

Òåîðåìà 4.2. Íåêà Q(k, θ) å ìàòðèöàòà îò âåðîÿòíîñòíèòå çà

ãðåøêà ïðè íàðåäáà ïîëó÷åíà îò ρ íà Spearman. Òîãàâà

q(i, j, k, θ)
k

exp
(
θµ+ θ2ν2

2

) −−−−→
k→∞

1,

êúäåòî

µ =
k(k + 1)

6
− h(i) + h(j)− (i− j)2

k − 1
+ (i− j)2,

ν2 =
1

k − 2


k∑
r=1
r 6=i

k∑
s=1
s6=j

[
(r − s)2 +

k2(k + 1)

6(k − 1)
− h(i) + h(j)− (i− j)2

(k − 1)2
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−h(r) + h(s)− (i− s)2 − (r − j)2

k − 1

]2}
−k

2(k − 1)(k + 1)2

36

è

h(x) =
x(x− 1)(2x− 1) + (k − x)(k − x+ 1)(2k − 2x+ 1)

6
.

Â � 4.6 ïðèëàãàìå ìîäåëà íà Mallows êàòî àëòåðíàòèâà çà íå-

ñúâúðøåíà íàðåäáà è ñðàâíÿâàìå îïèñàíèòå ñòàòèñòèêè çà ÈÍÌ

îò åäèí öèêúë. Â � 4.7 èëþñòðèðàìå ïîëçàòà îò àëòåðíàòèâàòà íà

Mallows çà ÈÍÌ îò n öèêúëà êàòî àíàëèçèðàìå ïðèìåðíè äàííè

äàäåíè â Murrary è äð. [20].

Ãëàâà 5. Ðàçñòîÿíèå íà Lee â ðàíãîâè êðèòåðèè
çà äâå èçâàäêè

Â òàçè ãëàâà èçó÷àâàìå ðàíãîâàòà ñòàòèñòèêà ïîëó÷åíà îò ðàç-

ñòîÿíèåòî íà Lee è îáùèÿ ïîäõîä íà Critchlow êúì çàäà÷àòà çà ìåñ-

òîïîëîæåíèåòî íà äâå èçâàäêè. Íåêà X1, X2, . . . , Xm è Y1, Y2, . . . , Yn
ñà äâå íåçàâèñèìè èçâàäêè ñ íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè íà ðàçïðåäåëå-

íèå ñúîòâåòíî F (x) è G (x). Ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà çà ïðîâåðêà íà

íóëåâàòà õèïîòåçà H0 ñðåùó àëòåðíàòèâàòà H1, êúäåòî

H0 :F (x) ≡ G (x) (5.1)

H1 :F (x) ≥ G (x) , (5.2)

ñúñ ñòðîãî íåðàâåíñòâî çà íÿêîå x. Àêî α(i) å ðàíãúò íà Xi çà

i = 1, 2, . . . ,m è α(m+ j) å ðàíãúò íà Yj çà j = 1, 2, . . . , n â îáåäèíå-

íàòà èçâàäêà X1, X2, . . . , Xm, Y1, Y2, . . . , Yn, òîãàâà ðàíãîâèÿò âåêòîð

çà âñè÷êè íàáëþäåíèÿ å α = 〈α(1), α(2), . . . , α(m+ n)〉 è α ∈ Sm+n.

Â � 5.1 ïðåäñòàâÿìå ìåòîäà íà Critchlow [5] çà êîíñòðóèðàíå íà

êðèòåðèé, êîéòî å îñíîâàí íà íàìèðàíåòî íà ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿ-

íèå ìåæäó òî÷êèòå îò êëàñà íà åêâèâàëåíòíîñò [α] = α (Sm × Sn) =

{α ◦ π : π ∈ Sm × Sn} è åêñòðåìàëíîòî ìíîæåñòâî E = Sm × Sn =

{π ∈ Sm+n : π(i) ≤ m,∀i ≤ m}, ò.å.

d ([α] , E) = min
π∈[α]
σ∈E

d(π, σ) (5.3)

êúäåòî d å ïðîèçâîëíî ðàçñòîÿíèå âúðõó Sm+n.
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Â � 5.2 ïîêàçâàìå, ÷å ðàíãîâàòà ñòàòèñòèêà â (5.3), ïîëó÷åíà îò

ðàçñòîÿíèåòî íà Lee, å ðåøåíèå íà çàäà÷àòà

dL ([α] , E) = min
π∈[α]
σ∈E

dL(π, σ) = min
π∈[α]

dL(π, e)

= min
π∈[α]

{
m+n∑
i=1

min (| a(i)− i |,m+ n− | a(i)− i |)

}
, (5.4)

êúäåòî e = 〈1, 2, . . . ,m + n〉 å ïåðìóòàöèÿòà èäåíòèòåò. Èçðàçÿâàìå
dL ([α] , E) êàòî

dL ([α] , E) = 2
∑
i∈Km

min
(
| α(i)− γ−1n (k + 1− γm (α(i))) |,

m+ n− | α(i)− γ−1n (k + 1− γm (α(i))) |
)

(5.5)

êúäåòî

Km = {i ∈ {1, 2, . . . ,m} : α(i) > m} , (5.6)

Kn = {i ∈ {m+ 1,m+ 2, . . . ,m+ n} : α(i) ≤ m} ,

k å áðîÿò íà åëåìåíòèòå íà Km (k =| Km |=| Kn |), γm (α(i)) å ðàí-

ãúò íà α(i) ñðåä ìíîæåñòâîòî {α(i) : i ∈ Km}, γn (α(i)) å ðàíãúò íà

α(i) ñðåä {α(i) : i ∈ Kn} è γ−1 å îáðàòíàòà íà γ, ò.å.

γ−1 (γ (α (i))) = α (i).

Òúé êàòî dL ([α] , E) å åêâèâàëåíòíà íà

Lm,n :=
dL ([α] , E)

2
, (5.7)

èçïîëçâàìå Lm,n çà ïðîâåðêà íà H0 ñðåùó H1.

Â � 5.3 äîêàçâàìå ñëåäíîòî òâúðäåíèå êàòî èçïîëçâàìå ôàêòà, ÷å

Lm,n å ìèíèìàëíàòà ñóìà îò ðàçñòîÿíèÿ âúðõó C ìåæäó åëåìåíòèòå

íà Km è Kn, êúäåòî C å ïðîñò öèêëè÷åí ãðàô ñ âúðõîâå {i}m+n
i=1 è

ðúáîâå
⋃m+n−1
i=1 {i, i+ 1} è {m+ n, 1}.

Òâúðäåíèå 5.1. Íåêà Lm,n å äåôèíèðàíî ÷ðåç (5.7) è Hm,n =| Km |
å áðîÿò íà åëåìåíòèòå íà ìíîæåñòâîòî Km, äåôèíèðàíî â (5.6).
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Òîãàâà ñúâìåñòíîòî ðàçïðåäåëåíèå íà Lm,n è Hm,n ïðè âÿðíà íó-

ëåâà õèïîòåçà ñå çàäàâà ÷ðåç

P (Lm,n = l, Hm,n = k) =


m!n!

(m+ n)!
, çà l = 0 è k = 0 (5.8)∑

s

∑
a,b

m!n!

(m+ n)!
, çà 1 ≤ k ≤ min(m,n) è

[
k2 + 1

2

]
≤ l ≤

[
(m+ n− k) k + 1

2

]
, êúäåòî [x] å öÿëàòà ÷àñò íà x.

Ïúðâàòà ñóìà â (5.8) å ïî âñè÷êè ïîëîæèòåëíè öåëè ÷èñëà s òà-

êèâà, ÷å 1 ≤ s ≤ k + 1 è (s− 1)
2

+ (k − s+ 1)
2 ≤ l. Âòîðàòà ñó-

ìà å ïî âñè÷êè íåîòðèöàòåëíè öåëè ÷èñëà {a(m)
i }s−1i=0 , {a

(n)
i }

s−1
i=0 ,

{b(m)
j }k−s+1

j=1 è {b(n)j }
k−s+1
j=1 , êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò:

(i)

s−1∑
i=0

a
(m)
i +

k−s+1∑
j=0

b
(m)
j = m−k (ii)

s−1∑
i=0

a
(n)
i +

k−s+1∑
j=0

b
(n)
j = n−k

(iii) l = (s− 1)
2
+(k − s+ 1)

2
+

s−1∑
i=0

i
(
a
(m)
i + a

(n)
i

)
+

k−s+1∑
j=0

j
(
b
(m)
j + b

(n)
j

)

(iv) 2 (s− 1) +
s−1∑
i=0

(
a
(m)
i + a

(n)
i

)
≥ 2 (k − s) +

k−s+1∑
j=0

(
b
(m)
j + b

(n)
j

)

(v) 2 (s− 2) +

s−1∑
i=1

(
a
(m)
i + a

(n)
i

)
< 2 (k − s+ 1) + a

(m)
0

+a
(n)
0 +

k−s+1∑
j=0

(
b
(m)
j + b

(n)
j

)
êúäåòî s ∈ {1, 2, . . . , k + 1} â óñëîâèÿ (i)-(iii), s ∈ {1, 2, . . . , k} â

óñëîâèå (iv) è s ∈ {2, 3, . . . , k+ 1} â óñëîâèå (v). Öåëèòå ÷èñëà b(m)
0

è b
(n)
0 ñå äåôèíèðàò êàòî íóëà, b

(m)
0 := 0, b

(n)
0 := 0, çà ïúëíîòà â

óñëîâèÿ (i)-(v).

Òúé êàòî ïðîâåðêàòà íà óñëîâèÿ íà (i)-(v) ïî âñè÷êè âúçìîæ-

íè íåîòðèöàòåëíè öåëè ÷èñëà {a(m)
i }s−1i=0 , {a

(n)
i }

s−1
i=0 , {b

(m)
j }k−s+1

j=1 è

{b(n)j }
k−s+1
j=1 îòíåìà ìíîãî âðåìå, êîãàòî ñòîéíîñòèòå íà m è n ñà

ãîëåìè, òî èçâåæäàìå ðåêóðñèâíè ôîðìóëè çà áðîÿ íà ÷ëåíîâåòå â
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ñóìèòå (5.8) (âèæ Òâúðäåíèå 5.2) è çà âåðîÿòíîñòèòå íà Lm,n ïðè

âÿðíà H0 (âèæ Òâúðäåíèå 5.3).

Î÷àêâàíåòî è äèñïåðñèÿòà íà ñòàòèñòèêàòà Lm,n, êàêòî è íåé-

íîòî àñèìïòîòè÷íî ðàçïðåäåëåíèå ïðè H0, ñà èçâåäåíè â ñëåäíàòà

òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.1. Íåêà Lm,n å äåôèíèðàíî ÷ðåç (5.7). Òîãàâà î÷àêâàíå-

òî è äèñïåðñèÿòà íà Lm,n ïðè âÿðíà íóëåâà õèïîòåçà H0 ñà

E (Lm,n) =


mn(m+n+1)

4(m+n) , àêî m+ n å íå÷åòíî

mn(m+n)
4(m+n−1) , àêî m+ n å ÷åòíî,

(5.16)

Var (Lm,n) =


mn{(m+n)4−(m+n)3+7(m+n)2−15(m+n)−6mn(m+n−1)}

48(m+n)2(m+n−2) ,

mn{(m+n−1)4+11(m+n−1)2−24(m+n−1)−6mn(m+n−2)}
48(m+n−1)2(m+n−3) ,

(5.17)

êúäåòî ïúðâèÿò ñëó÷àé å ïðè m + n íå÷åòíî, à âòîðèÿò å ïðè

m+ n ÷åòíî.

Îñâåí òîâà, íîðìèðàíàòà ñòàòèñòèêà
Lm,n−E(Lm,n)√

Var(Lm,n)
èìà àñèì-

ïòîòè÷íî íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå ïðè m,n→∞ è âÿðíà H0.

Òîçè ðåçóëòàò äàâà íîðìàëíî ïðèáëèæåíèå íà ðàçïðåäåëåíèåòî

íà Lm,n ïðè âÿðíà H0 è å èçêëþ÷èòåëíî ïîëåçåí ïðè îïðåäåëÿíåòî

íà êðèòè÷íàòà îáëàñò çà ãîëåìè m è n.

Â � 5.4 ñðàâíÿâàìå ðàíãîâàòà ñòàòèñòèêà Lm,n, äåôèíèðàíà â

(5.7), ñúñ ñòàòèñòèêèòå íà Student, Wilcoxon, Kolmogorov-Smirnov è

Mood çà äâå èçâàäêè. ×ðåç èëþñòðàòèâíî ñèìóëàöèîííî èçñëåäâà-

íå ïîêàçâàìå, ÷å êðèòåðèÿò ïîñòðîåí îò ðàçñòîÿíèåòî íà Lee å ïî-

ìîùåí îò îñòàíàëèòå, êîãàòî ðàçïðåäåëåíèÿòà íà äâåòå ãåíåðàëíè

ñúâêóïíîñòè ñà ñ òåæêè îïàøêè. Çàêëþ÷âàìå, ÷å çà çàäà÷àòà ñ ìåñ-

òîïîëîæåíèåòî íà äâå èçâàäêè èìà êîìïðîìèñ ìåæäó ìîùíîñò íà

êðèòåðèÿ è íåãîâàòà óñòîé÷èâîñò ïî îòíîøåíèå íà ðàçïðåäåëåíèåòî

íà ãåíåðàëíàòà ñúâêóïíîñò.

Äîêàçàòåëñòâàòà íà Òåîðåìè 2.1, 4.1, 4.2 è 5.1 ñà äàäåíè â Ïðè-

ëîæåíèå E.
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Àâòîðñêà ñïðàâêà

Ïî ìíåíèå íà àâòîðà, îñíîâíèòå ïðèíîñè â äèñåðòàöèÿòà ñà:

1. Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà ïîëó÷åíà îò ðàçñòîÿíèåòî íà Lee ïðè

ðàâíîìåðíî ðàçïðåäåëåíè íàðåäáè å ïîäðîáíî èçó÷åíà è ñà èç-

âåäåíè íÿêîè íåéíè õàðàêòåðèñòèêè êàòî î÷àêâàíå, äèñïåðñèÿ

è ñèìåòðè÷íîñò çà ïðîèçâîëíà ãîëåìèíà íà íàðåäáèòå. Äîêàçà-

íà å àñèìïòîòè÷íà íîðìàëíîñò íà íåéíîòî ðàçïðåäåëåíèå, êî-

ÿòî ñå èçïîëçâà çà ïðèáëèæàâàíå íà íîðìèðàùàòà êîíñòàíòà

â ìîäåëà áàçèðàí íà ðàçñòîÿíèå. Òîçè ðåçóëòàò íàìèðà ïðèëî-

æåíèå è â äðóãè ìîäåëè çà íàðåäåíè äàííè, â êîèòî ñå èçïîëçâà

ðàçñòîÿíèåòî íà Lee.

2. ÅÌ àëãîðèòúìúò çà èç÷èñëÿâàíå íà ìàêñèìàëíî ïðàâäîïîäîá-

íè îöåíêè íà ïàðàìåòðèòå â ìîäåëà ñ ëàòåíòíè êëàñîâå è áà-

çèðàí íà ðàçñòîÿíèå å îáîáùåí â ñëó÷àÿ, êîãàòî ìîäaëíèòå

íàðåäáè íà ëàòåíòíèòå êëàñîâå íå ñà èçâåñòíè. Äîêàçàíà å ñõî-

äèìîñòòà íà ïðåäëîæåíèÿ àëãîðèòúì êúì ñòàöèîíàðíà òî÷êà è

ìåòîäúò å ïðèëîæåí êúì äîáðå èçñëåäâàíèòå èçáîðíè äàííè íà

Àìåðèêàíñêàòà ïñèõîëîãè÷íà àñîöèàöèÿ (ÀÑÀ). Èçïîëçâàéêè

ÅÌ àëãîðèòúìà, ìîæåì äà ïðèëîæèì ìîäåëà êúì äàííèòå, äà

ïðàâèì ñòàòèñòè÷åñêè èçâîäè è äà ñðàâíÿâàìå ìîäåëè áàçèðà-

íè íà ðàçëè÷íè ðàçñòîÿíèÿ âúðõó ïåðìóòàöèè.

3. Çà êëúñòåðèçàöèÿòà ñ �Ê-ñðåäíè� îñíîâàíà íà ðàçñòîÿíèåòî

íà Lee å ïîëó÷åíî àñèìïòîòè÷íî ïðèáëèæåíèå íà íîðìèðàùà-

òà êîíñòàíòà â ìÿðêàòà íà �ñãúñòåíîñò�. Ïîëó÷åíèÿò ðåçóëòàò

çíà÷èòåëíî íàìàëÿâà âðåìåòî è ðåñóðñèòå çà èç÷èñëÿâàíå íà

êîåôèöèåíòà íà �ñãúñòåíîñò� ïðè êëúñòåðèçàöèÿ ñ äâå ãðóïè

(K = 2) è ïðè îòíîñèòåëíî ãîëÿì ðàçìåð íà íàðåäáèòå (N ≥ 7).

4. Ìîäåëúò íà Mallows å ðàçãëåäàí êàòî àëòåðíàòèâåí ìîäåë çà

íåñúâúðøåíè íàðåäáè ïðè áàëàíñèðàíè èçâàäêè îò íàðåäåíè

ìíîæåñòâà (ÈÍÌ). Îïèñàí å ÅÌ àëãîðèòúì çà îöåíêà íà íåèç-

âåñòíèòå ïàðàìåòðè â ìîäåëà è å ïîêàçàíà íåãîâàòà ñõîäèìîñò

êúì ñòàöèîíàðíà òî÷êà. Èçâåäåíè ñà àñèìïòîòè÷íè ðåçóëòàòè

çà ìàòðèöèòå îò âåðîÿòíîñòíèòå çà ãðåøêà ïîëó÷åíè îò ïðà-

âèëîòî íà Spearman, ρ íà Spearman è ðàçñòîÿíèåòî íà Lee ïðè

ãîëÿì áðîé íàáëþäåíèÿ íà ÈÍÌ âúâ âñåêè öèêúë. Ïðåäëîæå-

íèÿò àëòåðíàòèâåí ìîäåë ìîæå äà ñå èçïîëçâà çà èçó÷àâàíåòî
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íà åôåêòà íà íåñúâúðøåíà íàðåäáà âúðõó åôåêòèâíîñòòà íà

íÿêîè ñòàòèñòè÷åñêè ïðîöåäóðè çà ÈÍÌ, êàêòî è çà ñðàâíÿâà-

íå íà ñïîñîáíîñòèòå çà íàðåäáà íà äâà ìåòîäà.

5. Èçâåäåí å íåïàðàìåòðè÷åí ðàíãîâ êðèòåðèé ïîëó÷åí îò ðàçñòî-

ÿíèåòî íà Lee è ìåòîäà íà Critchlow çà çàäà÷àòà çà ìåñòîïîëî-

æåíèåòî íà äâå èçâàäêè. Äîêàçàíà å àñèìïòîòè÷íà íîðìàëíîñò

íà ïîëó÷åíàòà ñòàòèñòèêà ïðè âÿðíà íóëåâà õèïîòåçà, êîåòî å

ïîëåçíî çà íàìèðàíåòî íà êðèòè÷íèòå îáëàñòè ïðè èçâàäêè ñ

ãîëÿì îáåì. ×ðåç ñèìóëàöèîííî èçñëåäâàíå å ïîêàçàíî, ÷å ñòà-

òèñòèêàòà ïîëó÷åíà îò ðàçñòîÿíèåòî íà Lee å ïî-ìîùíà, êîãàòî

ðàçïðåäåëåíèÿòà íà äâåòå ãåíåðàëíè ñúâêóïíîñòè ñà ñ òåæêè

îïàøêè.
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Àïðîáàöèÿ íà ðåçóëòàòèòå
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Áëàãîäàðíîñòè

Èçêàçâàì ñúðäå÷íà áëàãîäàðíîñò è äúëáîêà ïðèçíàòåëíîñò íà

íàó÷íèÿ ñè ðúêîâîäèòåë ïðîô. Åâãåíèÿ Ñòîèìåíîâà çà öåííèòå íà-

ïúòñòâèÿ, ìîòèâàöèÿ è ïîìîù. Áèõ æåëàë äà áëàãîäàðÿ è íà êîëåãè-

òå îò ñåêöèÿ �Èçñëåäâàíå íà îïåðàöèèòå, âåðîÿòíîñòè è ñòàòèñòèêà�

íà ÈÌÈ-ÁÀÍ çà òÿõíàòà ïîäêðåïà è ïðèÿòåëñêî îòíîøåíèå.

Èçñëåäâàíèÿòà â äèñåðòàöèÿòà ñà ïîäêðåïåíè ïî Íàöèîíàëíà

ïðîãðàìà �Ìëàäè ó÷åíè è ïîñòäîêòîðàíòè�, ÏÌÑ �577/17.08.2018.
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Ñïèñúê íà ïðåâåäåíèòå ïîíÿòèÿ

Ïîíÿòèå íà àíãëèéñêè Ïðåâîä íà áúëãàðñêè

Antimodal ranking Àíòèìîäàëíà íàðåäáà

Cluster Êëúñòåð (ãðóïà)

Distance-based model Ìîäåë áàçèðàí íà ðàçñòîÿíèå

Goodness-of-�t Ñúãëàñóâàíîñò

Imperfect ranking Íåñúâúðøåíà íàðåäáà

�K-means� clustering Êëúñòåðèçàöèÿ ñ �K-ñðåäíè�

Kendall's tau τ íà Kendall

Latent group Ëàòåíòíà ãðóïà

Latent-class Distance-based model Ìîäåë ñ ëàòåíòíè êëàñîâå è

áàçèðàí íà ðàçñòîÿíèå

Lee distance Ðàçñòîÿíèå íà Lee

Marginals model Ìàðãèíàëåí ìîäåë

Measure of �tightness� Ìÿðêà íà �ñãúñòåíîñò�

Modal ranking Ìîäàëíà íàðåäáà

Ordering Ïîäðåäáà

Perfect ranking Ñúâúðøåíà íàðåäáà

Population distribution Ðàçïðåäåëåíèå íà ãåíåðàëíà

ñúâêóïíîñò

Rank Ðàíã

Rank data Íàðåäåíè äàííè

Ranked set sampling (RSS) Èçâàäêè îò íàðåäåíè ìíîæåñ-

òâà (ÈÍÌ)

Ranking Íàðåäáà

Ranking error probability matrix Ìàòðèöà îò âåðîÿòíîñòíèòå

çà ãðåøêà ïðè íàðåäáà

Spearman's footrule Ïðàâèëî íà Spearman

Spearman's rho ρ íà Spearman

T-test Êðèòåðèé íà Student
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