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ОБЩИ ПОЛОЖЕНИЯ

Дисертационният труд "Асоциативни Пръстени с Единица и Слабо

Унипотентни Мултипликативни Групи"е обсъден, одобрен и насочен
за защита на разширено заседание на секцията по "Алгебра и Логи-

ка"при ИМИ на БАН-София с хабилитирани преподаватели от ФМИ на
СУ "Св. Климент Охридски"и АУБ, проведено на 14.02.2020 година в
заседателна зала No 578 на ИМИ на БАН-София.

Дисертационният труд съдържа 230 страници. Използваната там ли-
тература включва 110 източника на латиница, от които някои са цитира-
ни и тук. Списъкът на авторските публикации, използвани при написва-
нето на дисертацията, се състои от 16 заглавия. Защитата на дисертаци-
онния труд ще се състои не по-късно от 21.08.2020 година в централната
заседателна зала на ИМИ на БАН пред научно жури в състав:

1. Акад. Проф. д.м.н. Веселин Стоянов Дренски (Рецензия) – ИМИ
при БАН (ПРЕДСЕДАТЕЛ НА КОМИСИЯТА)

2. Проф. д.м.н. Петър Георгиев Бойваленков (Становище) – ИМИ при
БАН

3. Проф. д.м.н. Иван Николов Ланджев (Рецензия) – НБУ и ИМИ
при БАН

4. Проф. д.м.н. Стефка Христова Буюклиева (Рецензия) – ФМИ на
ВТУ "Св.св. Кирил и Методий"

5. Проф. д.н. Иво Михайлов Михайлов (Рецензия) – ФМИ на ШУ
"Еп. Константин Преславски"

6. Проф. д-р Иван Димитров Трендафилов (Становище) – ТУ София

7. Доц. д-р Цецка Григорова Рашкова (Становище) – пенсионер от
РУ "Ангел Кънчев"

8. Доц д-р Йорг Копиц (РЕЗЕРВА) – ИМИ при БАН

9. Доц д-р Илинка Димитрова (РЕЗЕРВА) – ЮЗУ "Неофит Рилски"

Материалите по защитата са на разположение на интересуващите се
в библиотеката на ИМИ при БАН всеки работен ден от 9.00 до 17.30
часа.
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ЧЕСТО ИЗПОЛЗВАНИ ОЗНАЧЕНИЯ

1. R – пръстен

2. U(R) – мултипликативна група на пръстена R

3. J(R) – радикал на Джекобсън на пръстена R

4. Id(R) – множеството от идемпотенти на пръстена R

5. Nil(R) – множеството от нилпотенти на пръстена R

6. N – множеството на естествените числа

7. Z – пръстен на целите числа

8. Mn(R) – пълен матричен n× n пръстен над пръстена R; n ∈ N

9. Tn(R) – триангуларен матричен n × n пръстен над пръстена R;
n ∈ N

10. G – група

11. R[G] – групов пръстен
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I. Пълна характеристика на дисертационния труд

1. Актуалност на проблематиката

Тук ще дадем някои по-основни насоки за успешното изследване на
поставените цели и проблеми. За целта, всички пръстени в тази дисер-
тация са асоциативни и притежават единичен елемент, който в повечето
случаи не съвпада с нулевия елемент. Добре известно е от [91, 92], че
пръстенът R се нарича чист, ако за всяко r ∈ R съществуват u ∈ U(R)
и e ∈ Id(R), за които r = u + e (вж. също [62],[108]). От историческа
гледна точка, развитието на тези пръстени и някои техни нетривиални
обобщения е следното: В [2] бяха разгледани тези комутативни пръстени,
за които, за всяко r ∈ R съществуват u ∈ U(R) и e ∈ Id(R) със свойс-
твото r = u + e или r = u − e. Общият случай е разгледан например в
[24], [107] и [D1]. Друго нетривиално обобщение са така наречените раз-
менни пръстени, които се дефинират по следния начин: За всяко a ∈ R
съществува e ∈ Id(R) ∩ aR, за което е изпълнено 1 − e ∈ (1 − a)R – ще
отбележим, че тази дефиниция е ляво-дясно симетрична в смисъла, че
съществува f ∈ Id(R) ∩Ra, за който 1− f ∈ R(1− a). Тези пръстени са
също обобщени до т.н. слабо разменни пръстени, които са пръстени със
свойството, че за всяко a ∈ R съществува e ∈ Id(R) ∩ aR, изпълнявайки
едно от равенствата 1 − e ∈ (1 − a)R или 1 − e ∈ (1 + a)R (вж. отново
[24], [107] и [D1]). Множество резултати в тази насока са получени до
тук, но все пак са останали и твърде много неизяснени неща в структур-
ната теория и характеристичните свойства на тези пръстенови класове.
Ето защо получаването на нови, по-съществени резултати в това нап-
равление определено биха били от някакъв интерес. Ние тук ще дадем
почти пълна характеризация за някои обобщени разновидности на чис-
тите пръстени, описвайки техните основни изоморфни класификации и
структурно-алгебрични свойства – вж. [D2]-[D7].

От друга страна, ние ще засегнем и някои важни класове от абелеви
групи, които са тясно свързани с гореспоменатите пръстенови класове
посредством пръстените си от ендоморфизми. И така, в [68, 69, 70] (вж.
също [44, 47]), абелевата група G се нарича напълно транзитивна, ако
за всеки два нейни елемента x и y, за които Улмовската редица на x е
по-малка или равна от тази на y, съществува ендоморфизм f на G, за
който f(x) = y. Респективно, абелевата група G се нарича транзитивна,
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ако за всеки два нейни елемента x и y, за които Улмовската редица на x
е равна от тази на y, съществува автоморфизм φ на G, за който φ(x) = y.
Доказано е в [29] чрез конструиране на конкретен пример, че тези две
понятия са независими едно от друго. Много съществени резултати за
тези групи са получени последователно в [15], [43], [50], [51], [59], [60].
Тук ние ще дадем някои по-точни структуризационни резултати относ-
но тези групи, касаещи изоморфната им класификация чрез замяната на
пръстена от ендоморфизми и съответстващата му група от автоморфиз-
ми съответно с пръстените породени от проективните ендоморфизми или
комутаторните ендоморфизми и съответстващите им мултипликативни
групи – вж. [D8,D9] и [D12-D15]. Някои други направления на абелеви-
те групи, които са тясно свързани с теорията на тотално проективните
(респ., просто представените) групи, са изследвани в детайли в [D10,D11]
и [D16].
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2. Цели и задачи на дисертационния труд

Основните ни цели са да дадем пълна характеризация с точност до
изоморфизъм на някои по-общи видове от чисти и разменни пръстени,
като за целта развиваме подходяща алгебрична техника. Основните мо-
менти в нея са използването на някои специфични свойства на възлови
елементи в пръстена и по-специално тези на идемпотентите, нилпотен-
тите и обратимите елементи. Също така от съществено значение е и при-
ложението на получените резултати в структурната характеризация на
един твърде специален вид от (основно некомутативни) групови пръсте-
ни.

Също така, изцяло ще бъдат изследвани и някои широки класове от
абелеви групи, като за целта ще развием мощен теоретико-множествен и
хомологичен апарат, чрез който ще постигнем много по-дълбоки почти
окончателни, и в много случаи дори напълно окончателни, резултати.

Затова нашите основни задачи са последователно поставени така:

• Първо, да се опишат по-подробно основните характеристични
свойства на някои известни класове от пръстени, като тези на слабо
чистите, слабо разменните и UU пръстените, дефинирани в детайли по-
долу.

• Второ, в съчетание с това, да се приложат получените резултати
в теорията на груповите пръстени.

• Трето, да се приложат някои от получените резултати от пър-
вия пункт в някои други по-специфични направления на комутативната
алгебра, като абелевите групи, както и детайлно да се изследват в дълбо-
чина различни класове от абелеви групи, тясно свързани с пръстеновите
свойства на техните разширения от ендоморфизми.
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3. Структура и обем на дисертационния труд

Дисертационният труд се състои от увод, въведение в някои основ-
ни понятия и по-специфични означения, два параграфа, всеки от които
съдържа по два тематично различни подпараграфа, заключение в което
са поставени основните нерешени проблеми и специфични въпроси, биб-
лиография от 110 източника на латиница, някои от които са конкретно
цитирани и тук, списък от 16 публикации по темата на дисертацията, и
най-накрая техните съответстващи цитати.

Цялостният обем на дисертационния труд е точно 230 страници.
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II. Кратко съдържание на дисертационния труд

1 Въведение в тематиката
Настоящата научна разработка ще се занимава с две основни теми, както
следва:

(1) Пълно описание на структурата и основните характеризационни
свойства на (основно некомутативни) пръстени, чиито елементи удовлет-
воряват някои по-общи условия от тези на чистите пръстени на Николсън
(вж. [91]) и на разменните пръстени на Уорфиелд-Гоодеарл (вж., напри-
мер, [62] и [108]). Някои последващи приложения за групови пръстени
са също дадени.

(2) Пълно описание на структурата и основните характеризационни
свойства на абелеви групи, принадлежащи на новодефинирани класове,
които изцяло съдържат редица класически класове от групи, подробно
описани например в [44]-[47].

Етапите на развитие на тази тематика са както следва:

• При първата се постигат окончателни резултати.

• При втората се постигат окончателни резултати.
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1.1 Некомутативни унитарни пръстени

Следвайки комутативната версия на дефиницията в [2], пръстенът R ще
наричаме слабо чист, ако всеки елемент r ∈ R може да се представи
като r = u + e или r = u − e, където u ∈ U(R) и e ∈ Id(R). В тази
връзка, пръстенът R ще наричаме слабо разменен, ако за всеки елемент
x ∈ R съществува e ∈ Id(R) така, че e ∈ xR и 1 − e ∈ (1 − x)R или
1 − e ∈ (1 + x)R (вж. [107]). Интензивното изследване на този сорт от
пръстени не е напълно завършено, което продължава и до днес, и затова
следващият резултат дава някаква удовлетворителна характеризация на
основни свойства, свързани с радикала на Джекобсон.

Теорема 2.1. ([D1]) Нека R е пръстен. Ако фактор-пръстенът R/J(R)
е слабо чист (съответно, слабо разменен) и всички идемпотенти се
лифтират по модул J(R), то R е също слабо чист (съответно, слабо
разменен). В частност, ако 2 ∈ J(R), то е вярна и обратната импли-
кация.

Аналогичен резултат на горния, без изискването 2 ∈ J(R), е трудно
постижим, само поради комплицираната ситуация с лифтиране на идем-
потенти – наистина, R бидейни слабо чист (съответно, слабо разменен)
непосредствено имплицира, че R/J(R) е също такъв пръстен.

Ще казваме, че пръстенът R е π-UU, ако ∀r ∈ R, ∃ n ∈ N (евентуално
зависещо от r) със свойството rn − 1 ∈ Nil(R). Ако, все пак, числото n
е фиксирано и независи от избора на елемента r, то R ще бъде наричан
n-UU пръстен.

Твърдение 2.1. ([D3]) Ще считаме, че R е пръстен. Тогава R е еднов-
ременно разменен и 2-UU тогава и само тогава, когато J(R) е нил и
R/J(R) е комутативен инво-чист пръстен (= трипотент).

Следният пример и конструкцията в него потвърждават, че този твър-
де странен феномен не е верен в общия случай; например за 3-UU пръс-
тен.

Пример 2.1. Нека да разгледаме пълния матричен 2 × 2 пръстен R =
M2(Z2). Доказано е в [11], че R е нил-чист и така той е разменен пръстен.
Освен това, R е 3-UU пръстен. Обаче, технически може да се провери, че
J(R) = {0} и, че R не е трипотентен (и затова не е също и булев) пръс-
тен. Наистина, U(R) има точно 6 елемента, удовлетворявайки следните
равенства:
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•
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=
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=
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=
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=

(
1 0
1 1

)
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=
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=
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=

(
0 0
0 0

)
.

•
(
0 1
1 1

)3

=
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така, че
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−
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)
=

(
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)
.

Въпреки всичко, следното основно твърдение за произволен инво-
чист пръстен е вярно (напомняме, че един пръстен R е (силно) инво-
чист, ако за всяко r ∈ R съществуват u ∈ U(R), u2 = 1 и e ∈ Id(R) със
свойството r = u+ e (в допълнение ue = eu)):

Теорема 2.2. ([D4]) Пръстенът R е инво-чист тогава и само тогава,
когато R ∼= R1×R2, където R1 е инво-чист пръстен с характеристика
най-много 8 (който пръстен е също така нил-чист), а R2 е или {0} или
комутативен полупримитивен (и следователно редуциран) инво-чист
пръстен с характеристика 3 така, че всеки негов елемент е сума на два
идемпотента (съответно на две инволюции). В допълнение, R2 може
да се вложи изоморфно като подпръстен в дирекното произведение на
копия на полето Z3.

В частност, получаваме важното следствие:

Следствие 2.1. ([D4]) Пръстенът R е силно инво-чист тогава и само
тогава, когато R ∼= R1 × R2, където R1 е силно инво-чист пръстен с
характеристика по-малка или равна на 8 (който пръстен е също така
силно нил-чист), а R2 е или {0} или комутативен полупримитивен (и
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следователно редуциран) инво-чист пръстен с характеристика 3 та-
ка, че всеки негов елемент е сума на два идемпотента (съответно на
две инволюции). В допълнение, R2 може да се вложи изоморфно като
подпръстен в дирекното произведение на копия на полето Z3.

Разширявайки по естествен начин този вид пръстени, стигаме до
следната нова концепция:

Дефиниция 2.1. Пръстенът R се нарича (силно) n-периодично чист
за някое цяло положително число n, ако за всяко r ∈ R съществуват
u ∈ U(R), un = 1, e ∈ Id(R) със свойството r = u+ e и n е минималното
число в този запис.

Важен резултат, който материализира тази дефиниция е следният:

Теорема 2.3. Нека R е абелев пръстен. Пръстенът R е чист, имайки
мултипликативна група с крайна експонента, тогава и само тогава,
когато R е n-периодично чист пръстен за някое естествено число n.

Друг основен резултат е следващото твърдение, което гласи следното:

Теорема 2.4. Нека n e нечетно естествено число. Пръстенът R е сил-
но n-периодично чист тогава и само тогава, когато той е чист пръс-
тен, в който редовете на всички обратими елементи са нечетни и
ограничени от n така, че съществува (поне един) обратим елемент от
ред n.

Основната проблематика, която остава нерешена и до днес, е дали
(слабо) чистите пръстени с циклични мултипликативни групи са ви-
наги силно n-периодично чисти за някое естествено число n, а както и
дали (слабо) разменните пръстени, чиито обратими елементи са су-
ми на два (некомутативни) идемпотента, са обобщено регулярни (=
π-регулярни)?
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1.2 Групови пръстени

Нека R е произволен пръстен с единичен елемент, а G е мултипликатив-
но записана абелева група. Под символа R[G] ще разбираме груповия
пръстен на G над R, състоящ се от всички формални крайни линейни
комбинации на елементи от G с коефициенти от R, образуващи базис.

Един от основните проблеми в теоретико-пръстеновите свойства на
груповите алгебри е да се намери критерий кога R[G] е (слабо) нил-
чист пръстен (вж., например, [40]). Този въпрос е нерешен и до днес,
поради широтата на класа от (слабо) нил-чисти пръстени, и ето защо
теоремата по-долу дава напълно удовлетворителен отговор на това за
комутативната версия на класа от нил-чисти пръстени.

И така, следващият резултат осигурява едно необходимо и достатъч-
но условие кога R[G] е UU пръстен само в термините на R и G, и съ-
що така разширява аналогична теорема от [83] доказана за нил-чисти
групови пръстени. Тази теорема може да се формулира, както следва:
R[G] е комутативен нил-чист пръстен тогава и само тогава, когато
R е комутативен нил-чист пръстен и G е абелева 2-група – нетриви-
ално обобщение за класа от комутативни слабо нил-чисти пръстени, ние
препращаме заинтересувания читател към статията [40], докато общият
случай на нил-чисти пръстени е изследван в [101].

Тъй като твърде лесно се проврява, че комутативните нил-чисти пръс-
тени са винаги UU пръстени, то в сила е следното по-силно, уточняващо
твърдение. Преди това само да припомним, че една произволна група се
нарича локално крайна, ако всяко нейно крайно подмножество от елемен-
ти генерира крайна подгрупа. Тези групи са задължително периодични.

Теорема 4.2.1. ([D6]) Нека G е локално крайна група. Груповият пръс-
тен R[G] е UU пръстен тогава и само тогава, когато R е UU пръстен
и G е 2-група.

Забележка. Условието върху групата G да бъде локално крайна група
е твърде реалистично ограничение, тъй като всяка периодична абелева
група определено го удовлетворява. В неабелевия случай, важен пример
на такива групи са локално нормалните групи, при които всяко край-
но подмножество от елементи на групата може да се вложи в крайна
нормална подгрупа на формиращата (основната) група.
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1.3 Абелеви групи

Следвайки [42], нека G е адитивно записана абелева група с пръстен от
ендоморфизми E(G). Един от основните проблеми в теория на абелевите
групи е да се опише този пръстен в зависимост от групата и също как
той влияе на нейната структура (вж. също [27], [10]). В частност, акту-
ален е и въпросът, кога E(G) е пръстен притежаващ някои определени
специфични свойства. Пълен отговор на този въпрос не е получен и до
сега, но съществен принос по тази тематика е постигнат в [26, 28, 29] и
[11]. Една част от основните и по-съществени резултати в тази насока са
следните:

(1) Нека G е p-група и нека е валидно условието E(G) � pωG =
ER(pωG). Тогава следните две твърдения са верни:

(i) G е комутаторно напълно транзитивна тогава и само тогава, когато
G/pωG и pωG са комутаторно напълно транзитивни.

(ii) G е силно комутаторно напълно транзитивна тогава и само тогава,
когато G/pωG и pωG са силно комутаторно напълно транзитивни.

(2) Някои p-групи със сепарабелна първа Улмовска подгрупа прите-
жават свойството: Нека G е p-група с дължина ≤ ω · 2 така, че ER(G) �
pωG = ER(pωG). Тогава G е комутаторно напълно транзитивна тогава и
само тогава, когато G е силно комутаторно напълно транзитивна.

(3) В тази връзка, ако pωG е елементарна подрупа на p-групата G, то
G е напълно транзитивна тогава и само тогава, когато нейният декартов
квадрат G⊕G е силно комутаторно напълно транзитивна група.

Остава все още открит въпросът за верността на тези резултати, без
да изискват допълнителни ограничения върху пръстена от ендоморфиз-
ми.

Много други резултати, касаещи пръстенът от ендоморфизми, показ-
ващи "топлата връзка"със структурата и поведението на съответната
група, могат да бъдат намерени в съответните параграфи на дисертаци-
ята.

От друга страна, в дисертацията са изследвани следните нови свойст-
ва и характеристики на тотално проективните групи и pω+n-проективните
групи, където n ∈ N: Наистина, в [44, 47] абелевата p-група G се нарича
тотално проективна, ако тя има пораждаща система от хубави подгру-
пи (тези групи са естествено обобщение на директните суми на изброими
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групи, притежавайки дължини ≥ ω1 = Ω и са въведени от Нунке в [96])
и pω+n-проективна, ако съществува pn-ограничена подгрупа A със свойс-
твото, че G/A е директна сума на циклични подгрупи.

Следното ново понятие значително уточнява тези две дефиниции ед-
новременно: Ще наричаме p-групата G n-тотално проективна, ако съ-
ществува pn-ограничена подгрупа C със свойството, че G/C е тотално
проективна.

И така, в сила е следният резултат от [D10-D11],[D16]:

Теорема 4.1.1. Следните твърдения са изпълнени:
(а) Нека G е такава група, че фактор-групата G/pω+1G е pω+1-проективна.

Ако pω+1G е изброима, то G е директна сума на pω+1-проективна група
и на изброима група.

(б) Нека да предположим, че G е група, n е естествено число и λ
е произволен ординал. Тогава групата G е n-просто представена ⇐⇒
групите pλG и G/pλG са n-просто представени.

Основен е и въпросът до каква степен резултати от този тип (вж.
също [D10]) остават независими от теоретико-множествените изисквания
извън стандартната аксиоматика в ZFC (теорията на Цермело-Френкел
и Аксиомата за Избора).
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Заключение и преглед на основните резултати

В заключение ще отбележим, че доказаните теореми дават по няка-
къв начин нов и по-ясен облик на класа от чисти пръстени, а приведените
доказателства очертават трудностите, които възникват при стремежа за
по-нататъшни нетривиални обобщения и разширения.

В резюме, основните получени резултати в дисертацията са тези:

(а) Пръстенът R е инво-чист ⇐⇒ R се разлага като R ∼= R1 ×
R2, където R1 = {0} или R1 е нил-чист пръстен с характеристика
≤ 8, а R2 = {0} или R2 се влага в директно произведение (т.е., той
е под-директно произведение) на фамилия от едно или повече копия
на полето F3. В частност, ако R е силно инво-чист, то R1/J(R1) е
Булев пръстен с нил J(R1) винаги, когато R1 is non-zero. (Резултатът е
публикуван в статията [D4].)

(б) Пръстенът R е уникално слабо нил-чист ⇐⇒ R се разлага
като R ∼= R1 × R2, където R1 = {0} или R1/J(R1) е Булев пръстен с
нил J(R1), и R2 = {0} или R2/J(R2) ∼= Z3 с нил J(R2). (Резултатът е
публикуван в статията [D5].)

(в) Слабо нил-чистият индекс на T2(Zp) е равен на p, докато за
T3(Zp) той е равен на p2 винаги, когато p е просто число; слабо нил-
чистият индекс на M2(Z3) е равен точно на 5. (Резултатът е публикуван
в статията [D5].)

(г) Пръстенът R е силно n-периодично чист за някое n ∈ N ⇐⇒
R е силно чист и U(R) е с крайна експоненета. В частност, ако n
е нечетно число, то R е чист пръстен, в който редовете на всички
обратими елементи са нечетни и ограничени от n, като съществува
обратим елемент от ред n ⇐⇒ R е поддиректно произведение на
фамилия от едно или повече копия на полетата F2ki , където i ∈ [1, t] за
някое цяло число t ≥ 1 така, че съществуват цели числа k1, · · · , kt ≥ 1
със свойството n = LCM(2k1 − 1, . . . , 2kt − 1). (Резултатът е публикуван
в статията [D7].)

(д) Ако G е локално крайна група и R е произволен пръстен, то
груповият пръстен R[G] е UU ⇐⇒ R е UU и G е 2-група. (Резултатът
е публикуван в статията [D6].)

(е) Нека G = A⊕B е група с подгрупи A,B. Тогава

16



(1) G е цокълно-регулярна ⇐⇒ A е цокълно-регулярна, предполагай-
ки, че B е сепарабелна.

(2) A е цокълно-регулярна, ако G е цокълно-регулярна, т.е., дирек-
тно събираемо на цокълно-регулярна група е отново цокълно-регулярна
група.

(3) Крилов-транзитивните групи са винаги цокълно-регулярни, до-
като обратната импликация е невярна.

(4) Съществува слабо транзитивна група, която не е цокълно-регулярна.
(5) Всяка тотално проективна група с дължина ≤ ω2 е силно про-

ективна напълно транзитивна.
(6) Ако G е група така, че нейната първа Улмовска подгрупа pωG е

елементарна, то G е напълно транзитивна ⇐⇒ декартовият квадрат
G ⊕ G е силно проективно напълно транзитивен ⇐⇒ декартовият
квадрат G⊕G е силно комутаторно напълно транзитивен.

(7) Всяка тотално проективна група с дължина < ω2 е комутатор-
но цокълно-регулярна.

(8) Директно събираемо на комутаторно цокълно-регулярна група
не е непременно отново комутаторно цокълно-регулярна група, като
същото е валидно и за случая на комутаторно напълно транзитивна
група.

(9) Проективно цокълно-регулярните и комутаторно цокълно-регулярните
групи са независими от транзитивните и напълно транситивните
групи.

(10) Комутаторно напълно транзитивните групи са винаги кому-
таторно цокълно-регулярни.

(11) Директно събираемо на напълно транзитивна IFI-група без пе-
риодични елементи е отново напълно транзитивна IFI-група без пери-
одични елементи.

(12) Ако G е IFI-група, то декартовият квадрат G⊕G е също IFI-
група.

(13) Коя да е силно сервантно-неразложима група, за която е ва-
лидно неравенството |G/pG| ≤ p за всяко просто число p, е IFI-група.
(Резултатите са публикувани в статиите [D8,D9] и [D12]-[D15].)

(ж) Нека да предположим, че G е група, за която фактор-групата
G/pω+1G е pω+1-проективна. Ако подгрупата pω+1G е изброима, то G
е директна сума на pω+1-проективна група и изброима група. Освен
това, съществува група G, за която фактор-групата G/pω+2G е pω+2-
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проективна и подгрупата pω+2G е изброима, но G не е директна сума на
pω+2-проективна група и изброима група. В частност, ако 0 < n < ω,
то класът от ω + n-тотално pω+n-проективни групи не е затворен
(инвариантен) относно крайните или безкрайни директни суми. (Ре-
зултатът е публикуван в статията [D10].)

(з) Предполагаме, че G е група, n е произволно естествено число и
λ е произволен ординал. Тогава G е n-просто представена ⇐⇒ групи-
те pλG и G/pλG са n-просто представени. (Резултатът е публикуван в
статията [D11]; вж. също [D16].)

(и) За всяко n ∈ N, директно събираемо на n-просто представена
група е отново n-просто представена група предполагайки, че допълни-
телното директно събираемо е изброима група. (Резултатът е публику-
ван в статията [D11].)

(й) Нека n ∈ N. Тогава следните две твърдения са верни:
(1) Хубаво ω1-n-просто представените групи с дължина < ω2 са n-

просто представени.
(2) Нека G е група, чиято фактор-група G/pλG е n-просто пред-

ставена за някой ординал λ. Тогава групата G е хубаво ω1-n-просто
представена ⇐⇒ подгрупата pλG е хубаво ω1-n-просто представена.
(Резултатът е публикуван в статията [D16].)
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Перспективи за развитие и основни нерешени проблеми

Техниката, която беше въведена, развита и използвана при доказва-
не на основните резултати описани по-горе, а именно някои аспекти от
хомологичната алгебра, теория на множествата, алгебрична теория на
матриците и матричните изчисления и др., позволява да бъде все още
усъвършенствана, както и дадените идеи да се приложат при бъдещи
разширения на нови видове некомутативни пръстени в класа на чисти-
те пръстени, както и някои нетривиални обобщения на твърде широки
класове от абелеви групи.

Въпреки всичко, едни от основните нерешени въпроси в дисертацията
остават следните:

(1) Следва ли, че всички слабо разменни (съответно, всички размен-
ни) пръстени, чиито обратими елементи са суми на два идемпотента са
π-регулярни (напомняме, че един пръстен е наречен π-регулярен, ако за
всеки елемент a ∈ R, съществува естествено число n (определено зави-
сещо от a) така, че an ∈ anRan)?

(2) Предполагаме, че R е пръстен, за който R = Id(R) + Id(R) и
U(R) = 1 + Nil(R). Вярно ли е, че R е (слабо) разменен или дори π-
регулярен?

(3) Нека R е пръстен и G е група. Е груповият пръстен R[G] UU-
пръстен тогава и само тогава, когато R е UU-пръстен и G е 2-група? Ако
той не е, да се намери необходимо и достатъчно условие за R[G] да бъде
UU само в термините на R, G и техни производящи?

(4) Вярно ли е, че просто представените p-групи са по необходимост
напълно транситивни?

(5) Нека n ∈ N. Ако директната сума G⊕H е силно n-просто пред-
ставена група за някои две групи G и H така, че H е изброима (крайна
или безкрайна), то следва ли, че G е също силно n-просто представена?

(6) В аксиоматиката на ZFC, ако G е собствено (ω+n)-тотално pω+n-
проективна p-група за някое n ∈ N, то следва ли, че pωG is задължително
изброима група?

Основни насоки, за да се преодолеят идейните трудности, с цел за
да се усъществи успешната атака на тези шест открити въпроса, е да
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се разшири стратегията и техниката, използвани при горните доказа-
телства, чрез по-финно изучаване на някои по-специфични свойства на
идемпотентите и нилпотентите в произволни некомутативни пръстени,
както и по-детайлното проникване в структурата на ендоморфизмите на
произволни абелеви групи.
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Апробация и дисертабилност на резултатите

Съществена част от основните резултати на този дисертационен труд
са докладвани на 13.09.2019 година в заседателната зала 578 при регу-
лярно заседание на секцията по "Алгебра & Логика"на ИМИ на БАН-
София.

Освен това някои от тях са докладвани на следните семинари, кон-
ференции и симпозиуми:

• Conference on "Rings and Factorizations February 19th to 23rd, 2018
in Graz, Austria.

• Специализиран семинар по "Съвременна Алгебра"на Университе-
та в Walla-Walla, WA, USA.

• Конференция по "Комутативна Алгебра – Абелеви Групи и Моду-
ли проведена под егидата на Дъбленския Институт по Технологии (DIT)
в Дъблин, Ирландия.

Също така, резултатите от стр. .. на автореферата, които са основни
за дисертацията, бяха представени, обсъдени и допуснати до защита на
специално заседание на секцията "Алгебра и Логика"на ИМИ към БАН
- София, разширена с хабилитирани преподаватели-специалисти от СУ
"Св. Климент Охридски НБУ-София и АУБ-Благоевград, което се про-
веде на 13.12.2019 г., отново в зала 578 на ИМИ.

Основните цели и насоки на дисертацията са да бъдат дадени значи-
телно по-обозрими и пълни характеризации на, а и също така да бъдат
описани в по-голяма пълнота, редица важни класове от некомутативни
пръстени и абелеви групи, като въпреки на пръв поглед съществуващата
симбиоза между тези две посоки, да се покаже, че между тях съществува
много "топла връзка".

Основните приноси се свеждат до (почти) пълното структурно описа-
ние на някои съществени класове от пръстени, които са тясно свързани
с класическите класове от чисти и разменни пръстени. Също така, не на
последно място, абелеви групи принадлежащи на твърде широки класове
са напълно изследвани и характеризирани.

От друга страна, поставените в края на дисертацията отворени проб-
леми и съответните към тях въпроси (вж. по-горе), недвусмислено показ-
ват актуалността и трудността на тематиката, като също така очертават
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някои нови насоки за бъдещи пълноценни изследвания в тези направ-
ления на алгебрата. За тези по-нататъшни цели може да се използва
същата тактика, проведена в доказателствата на трърденията, но инс-
трументариумът развит до тук би следвало да се доразвие в известна
степен, а в някои случаи - дори и значително.
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• Koşan M.T., Quynh T.C., Yildirim T., Žemlička, J., Rings in which
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the form u− un of units belongs to the Jacobson radical, Hacettepe J. Math.
& Stat. 49 (2020).

Статията [D8] е цитирана в следните публикации:

• Kemoklidze T., The lattice of fully invariant subgroups of a cotorsion
group, J. Math. Sci. (New York) (5) 203 (2014), 621–751.

• Ghowsi H., Extended to a counterexample, Global J. Math. (1) 11
(2017), 715–718.

Статията [D9] е цитирана в следните публикации:

• Chekhlov A.R., On abelian groups with commuting monomorphisms,
Siberian Math. J. (5) 54 (2013), 946–950.

• Misyakov V.M., Fully transitive, transitive abelian groups and some
their generalizations, Tomsk State University J. Math. & Mech. 4(42) (2016),
23–32. (In Russian.)

• Ghowsi H., Extended to a counterexample, Global J. Math. (1) 11
(2017), 715–718.

28



• Misyakov V.M., On some properties of endomorphism rings of abelian
groups, Fundam. Prikl. Mat. (5) 20 (2015), 131–139 (in Russian); translation
in J. Math. Sci. (N.Y.) (3) 230 (2018), 439–444.

• Chekhlov A.R., On abelian groups with commutative commutators of
endomorphisms, Fundam. Prikl. Mat. (5) 20 (2015), 227–233 (in Russian);
translation in J. Math. Sci. (N.Y.) (3) 230 (2018), 502–506.

Статията [D10] е цитирана в следните публикации:

• Sikander F., Fatima T., On totally projective QTAG-modules, J. Taibah
Univ. Sci. (1) 13 (2019), 892–896.

Статията [D11] е цитирана в следните публикации:

• Sikander F., Fatima T., On totally projective QTAG-modules, J. Taibah
Univ. Sci. (1) 13 (2019), 892–896.

• Fuchs L., Abelian Groups, Springer Monographs in Mathematics,
Springer International Publishing, Switzerland, 2015.

Статията [D12] е цитирана в следните публикации:

• Misyakov V.M., Fully transitive, transitive abelian groups and some
their generalizations, Tomsk State University J. Math. & Mech. 4(42) (2016),
23–32. (In Russian.)

Статията [D13] е цитирана в следните публикации:

• Sikander F., Mehdi A., Fatima T., On commutator socle-regular
QTAG-modules, Afr. Mat. (1-2) 29 (2018), 195–202.

Статията [D14] е цитирана в следните публикации:

• Misyakov V.M., Fully transitive, transitive abelian groups and some
their generalizations, Tomsk State University J. Math. & Mech. 4(42) (2016),
23–32. (In Russian.)

Статията [D15] е цитирана в следните публикации:

• Kaigorodov E.V., Chedushev S.M., Co-Hopfian Abelian groups, Vestnik

29



Tomskogo Gosudarstvennogo Universiteta – Matematika i Mekhanika 4(36)
(2015), 21–33.

• Misyakov V.M., Fully transitive, transitive abelian groups and some
their generalizations, Tomsk State University J. Math. & Mech. 4(42) (2016),
23–32. (In Russian.)

Статията [D16] е цитирана в следните публикации:

• Sikander F., Fatima T., On totally projective QTAG-modules, J. Taibah
Univ. Sci. (1) 13 (2019), 892–896.

Общо цитати от автори: 30 цитата от 31 автори

Забележка: Цитатите са подредени хронологично по нарастващи годи-
ни на публикуване.

30



БИБЛИОГРАФИЯ

In English (На Английски)

Литература
[1] M. Abdolyousefi and H. Chen, Rings in which elements are sums of

tripotents and nilpotents, J. Algebra & Appl. 17 (2018).

[2] M-S. Ahn and D. D. Anderson, Weakly clean rings and almost clean
rings, Rocky Mount. J. Math. 36 (2006), 783–798.

[3] B. Balof and P. Keef, Invariants on primary abelian groups and a
problem of Nunke, Note Mat. 28 (2008), 83–115.

[4] D.K. Basnet and J. Bhattacharyya, Nil clean index of rings, Int.
Electron. J. Algebra 15 (2014), 145–156.

[5] R.A. Beaumont and R.S. Pierce, Isomorphic direct summands of abelian
groups, Math. Ann. 153 (1964), 21–37.

[6] I.Kh. Bekker, P.A. Krylov, A.R. Chekhlov, Abelian torsion-free groups
close to algebraic compact, Abelian Groups and Modules, 1994, 3–52.

[7] Kh. Benabdallah, B. Eisenstadt, J. Irwin and M. Poluianov, The
structure of large subgroups of primary Abelian groups, Acta Math. Acad.
Sci. Hungar. (3-4) 21 (1970), 421–435.

[8] Kh. Benabdallah, J. Irwin and M. Rafiq, A core class of abelian p-groups,
in Sympos. Math., XIII, Acad. Press, London, 1974, 195–206.

[9] A. Braun, The nilpotency of the radical in a finitely generated P.I. ring,
J. Algebra 88 (1984), 375–396.

[10] G. Braun, B. Goldsmith, K. Gong and L. Strüngmann, Some transitivity-
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