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1. ÓÂÎÄÒåîðèÿòà íà ñîëèòîíèòå å åäíà áóðíî ðàçâèâàùà ñå îáëàñò íà ñúâðåìåííàòà ìàòåìàòè÷íà�èçèêà. Áðîÿò íà íàïúëíî èíòåãðèðóåìèòå ìîäåëè íàðàñòâà ñ èçêëþ÷èòåëíî áúðçèòåìïîâå ïðåç ïîñëåäíèòå äåñåòèëåòèÿ � ïîíàñòîÿùåì ñà èçâåñòíè äåñåòêè èíòåãðèðóåìèóðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèÿ îò ñîëèòîíåí òèï ñå ñðåùàò âúâ âñå ïîâå÷å äÿëîâå íà �èçèêàòà:êàòî ñå çàïî÷íå îò ìåõàíèêàòà íà �ëóèäèòå è íåëèíåéíàòà îïòèêà, ïðåìèíå ñå ïðåçòåîðèÿòà íà ïëàçìàòà è ñâðúõïðîâîäèìîñòòà è ñå ñòèãíå äî òåîðèÿòà íà åëåìåíòàðíèòå÷àñòèöè è êîíäåíçàöèÿòà íà Áîçå-Àéíùàéí. Äðóãà îñíîâíà îáëàñò íà ïðèëîæåíèå íàñîëèòîííèòå óðàâíåíèÿ ñå ïðåäîñòàâÿ îò äè�åðåíöèàëíàòà ãåîìåòðèÿ.Èñòîðè÷åñêè ïîãëåäíàòî êîðåíèòå íà òåîðèÿòà íà ñîëèòîíèòå ñà ñâúðçàíè ñ îïðåäå-ëåíè çàäà÷è íà êëàñè÷åñêàòà äè�åðåíöèàëíà ãåîìåòðèÿ íà ïîâúðõíèíèòå è íà õèäðî-äèíàìèêàòà, äàòèðàùè îò âòîðàòà ïîëîâèíà íà 19-òè âåê. Òàêà íàïðèìåð, èçâåñòíîòîóðàâíåíèå sin-�îðäúí
ωuv −

1

ρ2
sinω = 0, (1.1)êúäåòî äîëíèòå èíäåêñè îçíà÷àâàò âçèìàíå íà ïðîèçâîäíà ïî ñúîòâåòíàòà íåçàâèñèìàïðîìåíëèâà, ñå å ïîÿâèëî çà ïúðâè ïúò â ðàáîòèòå íà Áóð è ìàëêî ïî-êúñíî ïðè Áîíåè Åíåïåð ïðè èçâîäà íà óðàâíåíèÿòà íà �àóñ-Ìàéíàðäè-Êîäàöè çà ïîâúðõíèíè ñ ïîñòî-ÿííà îòðèöàòåëíà �àóñîâà êðèâèíà K = −1/ρ2 (âæ. [80℄ çà ïîâå÷å ïîäðîáíîñòè). Â òîçèêîíòåêñò �óíêöèÿòà ω ïðåäñòàâëÿâà úãúëúò ìåæäó àñèìïòîòè÷íèòå êîîðäèíàòè u è v.Äðóã êëàñè÷åñêè ïðèìåð å óðàâíåíèåòî íà Êîðòåâåã-äå Ôðèç (ÊäÔ)

ut + 6uux + uxxx = 0, (1.2)êîåòî îïèñâà ðàçïðîñòðàíåíèåòî íà ïîâúðõíîñòíè ãðàâèòàöèîííè âúëíè â ïëèòúê êàíàë.Ôóíêöèÿòà u çàäàâà ïðî�èëà íà ñúîòâåòíàòà âúëíà.Ïðèáëèçèòåëíî ïî ñúùîòî âðåìå ñå ïîñòàâÿ íà÷àëîòî è íà ðàçðàáîòêàòà íà ïúðâèòåìåòîäè çà ðåøàâàíå íà òåçè íåëèíåéíè óðàâíåíèÿ. Ìåòîäúò íà ïðåîáðàçóâàíå íà åäíîðåøåíèå íà äàäåíî äè�åðåíöèàëíî óðàâíåíèå â äðóãî ðåøåíèå íà ñúùîòî óðàâíåíèåå âúâåäåí çà ïúðâè ïúò îò Áåêëóíä çà ñëó÷àÿ íà sin-�îðäúí ïðåç 1882 ã. è å ðåàëèçè-ðàí ñ ïîìîùòà íà ÷èñòî ãåîìåòðè÷íè êîíñòðóêöèè. Èäåÿòà å äà ñå ïîñòðîè îò äàäåíàõèïåðáîëè÷íà ïîâúðõíîñò Σ äðóãà õèïåðáîëè÷íà Σ′ ÷ðåç òðàíñ�îðìàöèÿòà
~r ′ = ~r + l

(

cosφ~ru + sinφ( ~N × ~ru)
)

,êúäåòî ~r è ~r ′ ñà ðàäèóñ âåêòîðèòå íà Σ è Σ′ ñúîòâåòíî, ~N = ~ru×~rv/|~ru×~rv| å íîðìàëíèÿòâåêòîð çà Σ, à l = |~r ′ − ~r| è φ ñå ñ÷èòàò çà êîíñòàíòè. Ïî-ãîðå ñå ïðåäïîëàãà ñúùî, ÷å



1. Óâîä 5äîïèðàòåëíèòå âåêòîðè ~ru è ~rv ñà íîðìèðàíè. Áåêëóíä å ïîêàçàë, ÷å óñëîâèåòî Σ′ äàáúäå õèïåðáîëè÷íà ïîâúðõíîñò ñ ïîñòîÿííà �àóñîâà êðèâèíà âîäè äî ñëåäíèòå ëèíåéíèäè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò ïúðâè ðåä
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,êúäåòî úãúëúò ω′ ìåæäó àñèìïòîòè÷íèòå êîîðäèíàòè çà íîâàòà ïîâúðõíîñò ñúùî óäîâ-ëåòâîðÿâà óðàâíåíèåòî (1.1), à β å ïàðàìåòúð íà òðàíñ�îðìàöèÿòà. �åøàâàíåòî íà òåçèóðàâíåíèÿ ïîçâîëÿâà ïðè èçâåñòíà �óíêöèÿ ω äà ñå ïîëó÷è �àìèëèÿ îò ðåøåíèÿ íàóðàâíåíèåòî sin-�îðäúí, çàâèñåùà îò ïàðàìåòúðà β è íÿêàêâà èíòåãðàöèîííà êîíñòàí-òà. Íàé-ïðîñòèÿò ñëó÷àé, êîãàòî ω = 0 âîäè äî ðåøåíèå, êîåòî ñúãëàñíî ñúâðåìåííàòàòåðìèíîëîãèÿ ñå íàðè÷à 1-ñîëèòîííî (kink). �åçóëòàòèòå íà Áåêëóíä áèâàò ïî-êúñíîäîðàçâèòè îò Áèàíêè, êîéòî äîêàçâà ñúùåñòâóâàíåòî íà "íåëèíååí ïðèíöèï çà ñóïåðïî-çèöèÿ"çà ïðåîáðàçóâàíèÿòà íà Áåêëóíä, êîåòî ïîçâîëÿâà äà ñå ïðåñìåòíàò èòåðàòèâíîïî-ñëîæíè ðåøåíèÿ, íàðè÷àíè äíåñ ìíîãîñîëèòîííè.Óñïîðåäíî ñ ðàáîòèòå íà Áåêëóíä è Áèàíêè äî ìåòîä çà ïîëó÷àâàíå íà ðåøåíèÿíà íåëèíåéíè ÷àñòíè äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ äîñòèãà è Äàðáó (âæ. [74℄ çà ïîâå÷åïîäðîáíîñòè ïî òîçè âúïðîñ). Ïðè ñâîèòå èçñëåäâàíèÿ âúðõó çàäà÷àòà íà Ùóðì-Ëèóâèë
d 2y

d x2
+ (λ− u(x))y = 0 (1.3)Äàðáó å çàáåëÿçàë, ÷å òðàíñ�îðìàöèÿòà

y 7→ ỹ =
d y

d x
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d

dx
ln y(x, λ0), u 7→ ũ = u− 2

d 2

d x2
ln y(x, λ0)îñòàâÿ óðàâíåíèåòî (1.3) êîâàðèàíòíî. Ïîëçàòà îò òîâà íàáëþäåíèå ñå ñúñòîè âúâ �àêòà,÷å ïîòåíöèàëúò u ìîæå äà ñå ñâúðæå ñ íåëèíåéíî åâîëþöèîííî óðàâíåíèå. Ïî òîçè íà÷èíîò åäíî èçâåñòíî ðåøåíèå íà åâîëþöèîííîòî óðàâíåíèå ìîæå äà ñå ãåíåðèðà äðóãî.Öåííîñòà íà ðåçóëòàòèòå, ïîëó÷åíè îò Áåêëóíä è Äàðáó ïðåç òîçè ïåðèîä, îñòàâàíåäîîöåíåíà îò òåõíèòå ñúâðåìåííèöè è òå áèâàò çàáðàâåíè çà ïî÷òè öÿëî ñòîëåòèå.Èñòèíñêèÿò áóì â ðàçâèòèåòî íà òåîðèÿòà íà ñîëèòîíèòå çàïî÷âà åäâà ïðåç 60-òå ãîäè-íè íà ìèíàëèÿ âåê. Ïðåç 1965ã. ñå ïîÿâÿâà ðàáîòàòà íà Çàáóñêè è Êðóñêàë [87℄, â êîÿòîòå èçó÷àâàò ÷èñëåíî ÊäÔ âúâ âðúçêà ñúñ çàäà÷àòà íà Ôåðìè-Ïàñòà-Óëàì è óñòàíîâÿ-âàò, ÷å ñîëèòîíèòå íà ÊäÔ âçàèìîäåéñòâàò ïîìåæäó ñè ÷èñòî åëàñòè÷íî. Âñúùíîñò,ïî òàçè ïðè÷èíà Çàáóñêè è Êðóñêàë êðúùàâàò òîçè òèï óåäèíåíè íåëèíåéíè âúëíèñîëèòîíè. Òðè ãîäèíè ïî-êúñíî â ïèîíåðñêàòà ðàáîòà íà �àðäíúð, �ðèéí, Êðóñêàë èÌèóðà [45℄ å ïðåäëîæåí àëãîðèòúì çà ðåøàâàíå íà çàäà÷àòà íà Êîøè çà óðàâíåíèåòîíà ÊäÔ ñ ïîìîùòà íà âñïîìàãàòåëíà çàäà÷à íà Ùóðì-Ëèóâèë è íà èíòåãðàëíèòå óðàâ-íåíèÿ íà �åë�àíä-Ëåâèòàí-Ìàð÷åíêî è ïî òîçè íà÷èí ñà ïîñòàâåíè îñíîâèòå íà ìåòîäà



1. Óâîä 6íà îáðàòíàòà çàäà÷à íà ðàçñåéâàíåòî (ÌÎÇ�). Â ïîñëåäâàùà çàáåëåæèòåëíà ñåðèÿ îòïóáëèêàöèè [77, 78, 44, 69℄ ñà èçñëåäâàíè ïîäðîáíî ñâîéñòâàòà íà óðàâíåíèåòî (1.2). Â[77℄ Ìèóðà äîñòèãà äî èçâåñòíàòà òðàíñ�îðìàöèÿ
u = vx − v2, (1.4)êîÿòî ñâðúçâà äàäåíî ðåøåíèå v(x, t) íà ìîäè�èöèðàíîòî óðàâíåíèå íà Êîðòåâåã-äåÔðèç (ìÊäÔ)

vt − 6v2vx + vxxx = 0 (1.5)ñ ðåøåíèå u(x, t) íà ÊäÔ. Òðàíñ�îðìàöèÿòà íà Ìèóðà ñå ïîÿâÿâà ïðè ñðàâíÿâàíå íàçàêîíèòå çà çàïàçâàíå íà ÊäÔ è ìÊäÔ, ïîëó÷åíè îò Ìèóðà, �àðäíúð è Êðóñêàë â[78℄. Ïàê òàì àâòîðèòå äîêàçâàò, ÷å çàêîíèòå çà çàïàçâàíå îáðàçóâàò áåçêðàéíà ñåðèÿè ïëúòíîñòèòå èì ñà îò ïîëèíîìèàëåí òèï. Màëêî ïî-êúñíî Ëàêñ [71℄ îòêðèâà îáùàëãîðèòúì, ÷ðåç êîéòî ìîæå äà ñå ðåøè çàäà÷àòà íà Êîøè çà åâîëþöèîííî óðàâíåíèå
ut = P (u), (1.6)êúäåòî P (u) å ïîëèíîì íà �óíêöèÿòà u è íåéíèòå ïðîèçâîäíè ïî x, ñòèãà òî äà äîïóñêàïðåäñòàâÿíåòî
Lt = [A,L] (1.7)Ïðè ïîäõîäà íà Ëàêñ óðàâíåíèåòî (1.6) ïðåäñòàâëÿâà èçîñïåêòðàëíà äå�îðìàöèÿ íàçàäà÷àòà çà ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè
Ly = λy (1.8)çà ëèíåéíèÿ äè�åðåíöèàëåí îïåðàòîð L, ÷èèòî êîå�èöèåíòè ñà äè�åðåíöèàëíè ïîëè-íîìè îò ïîäõîäÿùà ñòåïåí íà ïðîìåíëèâàòà u. Âðåìåâàòà åâîëþöèÿ íà ñîáñòâåíèòå�óíêöèè íà L ñå îïðåäåëÿ îò îïåðàòîðà A

yt = Ay.Ïðåäñòàâÿíåòî íà Ëàêñ å åäèí îò �óíäàìåíòèòå íà ìåòîäà íà îáðàòíàòà çàäà÷à è íà òå-îðèÿòà íà èíòåãðèðóåìèòå ñèñòåìè èçîáùî � íàìèðàíåòî íà ïîäõîäÿùî Ëàêñîâî ïðåä-ñòàâÿíå íà äàäåíî íåëèíåéíî óðàâíåíèå îáèêíîâåíî å ïúðâàòà ñòúïêà ïðè íåãîâîòîàíàëèòè÷íî ðåøàâàíå è äîêàçâàíå íà ïúëíàòà ìó èíòåãðèðóåìîñò.Îñâåí íàëè÷èåòî íà Ëàêñîâî ïðåäñòàâÿíå äðóãà õàðàêòåðíà îñîáåíîñò íà ñîëèòîí-íèòå óðàâíåíèÿ å, ÷å òå ìîãàò äà ñå èíòåðïðåòèðàò êàòî áåçêðàéíîìåðåí àíàëîã íàíàïúëíî èíòåãðèðóåìèòå Õàìèëòîíîâè ñèñòåìè îò êëàñè÷åñêàòà ìåõàíèêà. Òîâà å áèëîäåìîíñòðèðàíî çà ïúðâè ïúò çà ñëó÷àÿ íà ÊäÔ â [44, 69℄, êúäåòî àâòîðèòå íàìèðàòÕàìèëòîíèàí çà ÊäÔ, êîéòî ñå îêàçâà òðåòèÿò ïî ðåä èíòåãðàë â áåçêðàéíàòà ñåðèÿ, èïîñòðîÿâàò ñêîáêà íà Ïîàñîí, ñïðÿìî êîÿòî íàìåðåíèòå çàêîíè çà çàïàçâàíå "êîìóòè-ðàò". Õàìèëòîíîâàòà �îðìóëèðîâêà íà ÊäÔ áèâà äîðàçâèòà îò Çàõàðîâ è Ôàäååâ [6℄,



1. Óâîä 7êîèòî ïîñòðîÿâàò ñèìïëåêòè÷íà �îðìà è íàìèðàò ïðîìåíëèâè äåéñòâèå-úãúë çà ÊäÔè òàêà ñå äîêàçâà ïúëíàòà èíòåãðèðóåìîñò ïî Ëèóâèë íà óðàâíåíèåòî.Âïå÷àòëÿâàùèòå ñâîéñòâà íà ÊäÔ ñà êàðàëè ìíîçèíà äà ñìÿòàò, ÷å òå ñà ïðèñúùèåäèíñòâåíî íà íåãî. Â òîçè ñìèñúë ñëåäâàùàòà âàæíà êðà÷êà â ðàçâèòèåòî íà òåîðè-ÿòà íà ñîëèòîíèòå å íàïðàâåíà îò Çàõàðîâ è Øàáàò [7℄. Òå ïîêàçâàò, ÷å íåëèíåéíîòîóðàâíåíèå íà Øðüîäèíãåð (ÍÓØ)
iut + uxx + 2κ|u|2u = 0, (1.9)êîåòî îïèñâà ðàçïðîñòðàíåíèåòî íà ñòàöèîíàðåí ñâåòëèíåí ïîòîê ñ îáâèâàùà u â íåëè-íåéíà ñðåäà ñ êâàäðàòè÷åí ïîêàçàòåë íà ïðå÷óïâàíå n ∼ |u|2, äîïóñêà Ëàêñîâî ïðåäñ-òàâÿíå ñ ìàòðè÷íè 2 × 2 Ëàêñîâè îïåðàòîðè. Çà òàêàâà L-A äâîéêà àâòîðèòå ðàçâèâàòìåòîäà íà îáðàòíàòà çàäà÷à è íàìèðàò N-ñîëèòîííîòî ðåøåíèå íà (1.9). Îò çàäà÷àòà çàñîáñòâåíè ñòîéíîñòè íà L ñëåä ïîäõîäÿùà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå àâòîðèòå èçâåæäàòêëàñè÷åñêàòà ñèñòåìà íà ðàçñåéâàíå

iψ1,x + wψ2 − ζψ1 = 0, (1.10)
iψ2,x + w∗ψ1 + ζψ2 = 0, (1.11)êúäåòî

w =
√
κu, ζ =

√

κ(κ− 1)λ, 0 < κ < 1.Ñëåä ðàáîòàòà íà Çàõàðîâ è Øàáàò ïîñòåïåííî ñå íàòðóïâàò è äðóãè ïðèìåðè íàóðàâíåíèÿ èíòåãðèðóåìè ñ ïîìîùòà íà ÌÎÇ�: Âàäàòè [86℄ ïîëó÷àâà ñîëèòîííèòå ðå-øåíèÿ íà ìÊäÔ, à Àáëîâèö, Êàóï, Íþúë è Ñèéãúð [18℄ è íåçàâèñèìî îò òÿõ Ôàäååâ èÒàõòàäæÿí [13℄ ïðàâÿò òîâà çà ñèíóñ-�îðäúí. Ïîÿâÿâàò ñå è ïúðâèòå ìíîãîêîìïîíåíòíèèíòåãðóåìè óðàâíåíèÿ: Ìàíàêîâ [10℄ èçâåæäà ñèñòåìàòà îò ñäâîåíè ÍÓØ
iu1,t + u1,xx + 2(|u1|2 + |u2|2)u1 = 0, (1.12)
iu2,t + u2,xx + 2(|u1|2 + |u2|2)u2 = 0, (1.13)à Çàõàðîâ è Ìàíàêîâ [2℄ óñïÿâàò äà èíòåãðèðàò èçâåñòíàòà îò íåëèíåéíàòà îïòèêà [30℄3-âúëíîâà ñèñòåìà

iu1,t + iv1u1,x + ǫ1ku2u
∗
3 = 0, (1.14)

iu2,t + iv2u2,x + ku1u3 = 0, (1.15)
iu3,t + iv3u3,x + ǫ2ku

∗
1u2 = 0 (1.16)è íåéíîòî îáîáùåíèå çà N âçàèìîäåéñòâàùè âúëíè.Ñèñòåìàòà (1.14)�(1.16) ïðè ǫ1 = ǫ2 = 1 îïèñâà ïðîöåñà íà ðàçïàäàíå íà âúëíà ñêîìïëåêñíà îáâèâàùà u2 íà äâå âúëíè ñ îáâèâàùè u1 è u3 è îáðàòíèÿ ïðîöåñ íà ñëèâàíåíà u1 è u3 â u2, äîêàòî èçáîðúò ǫ1 = ǫ2 = −1 âîäè äî îïèñàíèå íà âçðèâíà íåóñòîé÷èâîñò� ñïîíòàííî ðàæäàíå íà òðè âúëíè u1, u2 è u3.



1. Óâîä 8Óñïîðåäíî ñ òîâà ñå òúðñÿò è îáîáùåíèÿ íà ïîäõîäà íà Çàõàðîâ è Øàáàò � ïî òîâàâðåìå èçëèçàò îñíîâîïîëàãàùèòå ðàáîòè íà Àáëîâèö, Êàóï, Íþúë è Ñèéãúð (ÀÊÍÑ)[19, 20℄ è íà Çàõàðîâ è Øàáàò [8℄. Ïðè ïîäõîäà íà ÀÊÍÑ âìåñòî L-A äâîéêà ñå ðàçã-ëåæäàò äâåòå âñïîìàãàòåëíè ëèíåéíè çàäà÷è
Lψ(x, t, λ) = i∂xψ(x, t, λ) + U(x, t, λ)ψ(x, t, λ) = 0, (1.17)
Mψ(x, t, λ) = i∂tψ(x, t, λ) + V (x, t, λ)ψ(x, t, λ) = 0, (1.18)êúäåòî λ å äîïúëíèòåëåí ñïåêòðàëåí ïàðàìåòúð. Íåëèíåéíîòî åâîëþöèîííî óðàâíåíèåñå ïîëó÷àâà îò óñëîâèåòî çà òÿõíàòà ñúâìåñòèìîñò

[L,M ] = iUt − iVx − [U, V ] = 0, (1.19)èçïúëíåíî òúæäåñòâåíî ïî λ. Â îðèãèíàëíèòå ðàáîòè íà ÀÊÍÑ ïúðâàòà ëèíåéíà çàäà÷àå èçáðàíà îò òèïà íà çàäà÷àòà çà ðàçñåéâàíå íà Çàõàðîâ-Øàáàò
Lψ = i∂xψ + (q(x, t) − λσ3)ψ = 0, (1.20)êúäåòî

q(x, t) =

(

0 q+(x, t)

q−(x, t) 0

)

, σ3 =

(

1 0

0 −1

)

.Çà âòîðèÿ îïåðàòîð M ñå ïðåäëàãà ñëåäíèÿ àíçàö
M = i∂t +

∑

k

λkVk(x, t), (1.21)êúäåòî ñòåïåíèòå íà λ ìîãàò äà áúäàò è îòðèöàòåëíè, êàêúâòî å ñëó÷àÿò ñ óðàâíåíèåòî
sin-�îðäúí (âæ. Ïðèëîæåíèå Á). Â [20℄ àâòîðèòå âúâåæäàò è ðåêóðñèîíåí îïåðàòîð, ñ÷èÿòî ïîìîù ñå çàäàâà öÿëà éåðàðõèÿ îò èíòåãðèðóåìè íåëèíåéíè óðàâíåíèÿ, ñâúðçàíèñúñ çàäà÷àòà íà Çàõàðîâ-Øàáàò. Ïàê òàì ñà âúâåäåíè ò.íàð. êâàäðàòè íà ðåøåíèÿòà íàñèñòåìàòà íà Çàõàðîâ-Øàáàò, êîèòî ñà ñîáñòâåíè �óíêöèè íà ðåêóðñèîííèÿ îïåðàòîð.Ìàëêî ïî-êúñíî Êàóï [67℄ è íåçàâèñèìî îò íåãî �åðäæèêîâ è Õðèñòîâ [52℄ äîêàçâàòïúëíîòàòà íà êâàäðàòèòå íà ðåøåíèÿòà. Òîâà çàëàãà îñíîâàòà çà èíòåðïðåòàöèÿòà íàÌÎÇ� êàòî îáîáùåíî Ôóðèå ïðåîáðàçîâàíèå, êîåòî ñå èçïîëçâà çà ëèíåàðèçèðàíå íàíåëèíåéíîòî óðàâíåíèå è ïî òîçè íà÷èí çà íåãîâîòî ðåøåàâàíå. Ïî-íàòàòúê ïúëíîòà íàêâàäðàòèòå íà ðåøåíèÿòà çà îáîáùåíà ñèñòåìà íà Çàõàðîâ-Øàáàò, ñâúðçàíà ñ ïðîèç-âîëíà ïðîñòà àëãåáðà íà Ëè, å äîêàçàíà îò �åðäæèêîâ [47℄.Îñíîâíî ïðåäèìñòâî íà ñõåìàòà, ïðåäëîæåíà îò ÀÊÍÑ, ïðåä îðèãèíàëíèÿ Ëàêñîâïîäõîä å, ÷å çà îïåðàòîðèòå L è M ñå äîïóñêà è ïî-îáùà ðàöèîíàëíà çàâèñèìîñò îòïàðàìåòúðà λ. Ïúðâèÿò íåòðèâèàëåí ïðèìåð çà òàêàâà äâîéêà îïåðàòîðè å ïîñî÷åí îòÇàõàðîâ è Ìèõàéëîâ [5℄ è å ñâúðçàí ñ óðàâíåíèÿòà íà ãëàâíîòî êèðàëíî ïîëå

Ψξη =
1

2

(

ΨξΨ
−1Ψη + ΨηΨ

−1Ψξ

)

, (1.22)



1. Óâîä 9êúäåòî ïîëåòî Ψ âçèìà ñòîéíîñòè â íÿêàêâà ãðóïà íà Ëè G, à ξ = (t−x)/2 è η = (t+x)/2ñà êîíóñíèòå ïðîìåíëèâè. Òîâà ñà äèíàìè÷íèòå óðàâíåíèÿ íà ðåëàòèâèñòêà òåîðèÿ íàïîëåòî ñ ëàãðàíæèàí
L =

1

2
tr (ΨξΨ

−1
η ).Òîêîâåòå J = iΨξΨ

−1 è I = iΨηΨ
−1 ïðèíàäëåæàò íà ñúîòâåòíàòà àëãåáðà íà Ëè g èó÷àñòâàò â èçðàçèòå çà ïîòåíöèàëèòå íà âñïîìàãàòåëíèòå ëèíåéíè çàäà÷è ïî ñëåäíèÿíà÷èí

U = − J
λ+ 1

, V =
I

λ− 1
. (1.23)Äðóã òèï îáîáùåíèå íà ÌÎÇ� ñå èçëàãà â ðàáîòàòà [8℄. Â íåÿ Çàõàðîâ è Øàáàòðàçãëåæäàò ìàòðè÷íè Ëàêñîâè îïåðàòîðè, ñúäúðæàùè ïðîèçâîäíè ïî âðåìåòî è ïî äâåïðîñòðàíñòâåíè ïðîìåíëèâè, è ðàçðàáîòâàò ÌÎÇ� çà òÿõ ñ ïîìîùòà íà òåõíèêà íà �àê-òîðèçàöèÿ íà èíòåãðàëíè îïåðàòîðè. Òîâà ïîçâîëèëî íà àâòîðèòå äà ðåøàò óðàâíåíèåòîíà Êàäîìöåâ-Ïåòâèàøâèëè

ǫuyy + (ut + 6uux + uxxx)x = 0, ǫ = ±1, (1.24)êîåòî ïðåäñòàâëÿâà 2 + 1 ìåðåí àíàëîã íà ÊäÔ. Òîâà å ïúðâîòî 2 + 1-ìåðíî óðàâíåíèå,êîåòî å èíòåãðèðàíî ñ ïîìîùòà íà ÌÎÇ�.Îðèãèíàëåí ïîäõîä çà èçó÷àâàíå íà íåëèíåéíè åâîëþöèîííè óðàâíåíèÿ å ïðåäëîæåíîò Êàëîäæåðî è Äåãàñïåðèñ [32, 33℄. Â îñíîâàòà ìó ñòîÿò ò. íàð. îáîáùåíè Âðîíñêèàíñêèñúîòíîøåíèÿ, êîèòî ñâúðçâàò ïîòåíöèàëèòå íà äâå çàäà÷è íà ðàçñåéâàíåòî ñ äàííèòåíà ðàçñåéâàíåòî, êîèòî ñúîòâåòñòâàò íà òåçè çàäà÷è. Ñ òÿõíà ïîìîù Êàëîäæåðî è Äå-ãàñïåðèñ èçâåæäàò Áåêëóíä òðàíñ�îðìàöèè è çàêîíèòå çà çàïàçâàíå çà øèðîê êëàñ îòíåëèíåéíè óðàâíåíèÿ, ñðåä êîèòî èìà è óðàâíåíèÿ ñúñ èçðîäåí çàêîí çà äèñïåðñèÿ. Âðåçóëòàò íà òîâà íà àâòîðèòå ñå îòäàâà äà âúçïðîèçâåäàò ñîëèòîííèòå ðåøåíèÿ íà âå÷åïîçíàòè óðàâíåíèÿ, à ñúùî è äà ïîëó÷àâàò íîâè òèïîâå ñîëèòîíè çà íîâèòå óðàâíå-íèÿ. Ñðåä îòêðèòèòå îò òÿõ íîâè ñîëèòîíè ñå îêàçâàò è òàêèâà, ÷èèòî ñêîðîñòè íå ñàïîñòîÿííè, à ñå ìåíÿò ñ âðåìåòî � ò. íàð. áóìåðîííè ðåøåíèÿ.Îñâåí êàòî îáîáùåíî Ôóðèå ïðåîáðàçîâàíèå ÌÎÇ� ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà è êàòîëîêàëíà çàäà÷à íà �èìàí-Õèëáåðò. Òîâà êëþ÷îâî íàáëþäåíèå å íàïðàâåíî îò Øàáàò[15, 16℄, êîéòî âúâåæäà ñïåöèàëåí òèï �óíäàìåíòàëíè ðåøåíèÿ χ+ è χ− íà çàäà÷àòàíà ðàçñåéâàíåòî (1.20), ïðèòåæàâàùè ñâîéñòâà íà àíàëèòè÷íîñò ñúîòâåòíî â ãîðíàòà èäîëíàòà ïîëóðàâíèíà íà λ-ðàâíèíàòà. Èìåííî �óíäàìåíòàëíèòå àíàëèòè÷íè ðåøåíèÿñå ÿâÿâàò ðåøåíèÿ íà çàäà÷àòà íà �èìàí-Õèëáåðò. Èçïîëçâàéêè èäåÿòà íà �óíäàìåí-òàëíèòå àíàëèòè÷íè ðåøåíèÿ, Çàõàðîâ è Øàáàò [9℄ ïðåäëàãàò íîâ ìåòîä çà ïîñòðîÿâàíåíà ðåøåíèÿ íà íåëèíåéíè óðàâíåíèÿ � ìåòîäà íà îáëè÷àíåòî. Ïî ñúùåñòâî ìåòîäúòíà îáëè÷àíåòî ïðåäñòàâëÿâà îñúâðåìåíåíà âåðñèÿ íà òðàíñ�îðìàöèÿòà íà Äàðáó, ïðèêîÿòî ñúùåñòâåíî ñå èçïîëçâà íàëè÷èåòî íà âñïîìàãàòåëíà ëèíåéíà çàäà÷à. Ñõåìàòà íàìåòîäà ìîæå äà ñå îíàãëåäè ÷ðåç ñëåäâàùàòà äèàãðàìà
q0 7→ L0 7→ ψ0 7→ ψ 7→ L 7→ q.



1. Óâîä 10Îò èçâåñòíî ðåøåíèå q0 íà ðàçãëåæäàíîòî íåëèíåéíî åâîëþöèîííî óðàâíåíèå ñå êîíñ-òðóèðà Ëàêñîâ îïåðàòîð L0, ÷èèòî ïîòåíöèàë ïðåäñòàâëÿâà q0, è ñëåä òîâà ñå íàìèðà�óíäàìåíòàëíîòî ðåøåíèå íà ñúîòâåòíàòà ñèñòåìà íà ðàçñåéâàíåòî. Ïîëó÷åíîòî �óí-äàìåíòàëíî ðåøåíèå ψ0 ñå "îáëè÷à"ñ ïîìîùòà íà ñïåöèàëåí ìíîæèòåë, êîéòî çàâèñèÿâíî îò ïàðàìåòúðà λ, è òàêà ñå ïîëó÷àâà �óíäàìåíòàëíî ðåøåíèå ψ íà çàäà÷à íà ðàç-ñåéâàíåòî ñ íÿêàêúâ äðóã ïîòåíöèàë q, êîéòî ñå òúðñè. Çàõàðîâ è Øàáàò èçïîëçâàòñëåäíèÿ àíçàö çà îáëè÷àùèÿ ìíîæèòåë
g = 11+

λ− − λ+

λ− λ−
P, (1.25)êúäåòî P å ïðîåêòîð îò äàäåí ðàíã, à λ+ è λ− ñà �èêñèðàíè òî÷êè ñúîòâåòíî îò ãîðíàòàè äîëíàòà ïîëóðàâíèíà íà λ-ðàâíèíàòà. Íàïðèìåð, àêî âñïîìàãàòåëíàòà ëèíåéíà çàäà÷àèìà âèäà

Lψ = i∂xψ + (q − λJ)ψ = 0, (1.26)êúäåòî J å ðåàëíà êîíñòàíòíà äèàãîíàëíà ìàòðèöà, òîãàâà ñå äîêàçâà, ÷å íîâîòî ðåøåíèå
q ìîæå äà ñå ïðåñìåòíå ïî �îðìóëàòà

q = q0 + (λ− − λ+)[J, P ]. (1.27)Å�åêòèâíîñòòà íà ìåòîäà ñå ñúñòîè â òîâà, ÷å P ñå èçðàçÿâà ñàìî ÷ðåç �óíäàìåíòàëíèòåàíàëèòè÷íè ðåøåíèÿ χ±
0 íà íà÷àëíàòà ëèíåéíà çàäà÷à. Ïî-íàòàòúøíî îáîáùåíèå íà òàçèìåòîäèêà âêëþ÷âà èçïîëçâàíå íà íåëîêàëíà çàäà÷à íà �èìàí-Õèëáåðò è ∂̄-çàäà÷à [4,39℄ êîèòî ïîçâîëÿâàò äà ñå èíòåãðèðàò ìíîãîìåðíè åâîëþöèîííè óðàâíåíèÿ (íàïðèìåðóðàâíåíèåòî íà Êàäîìöåâ-Ïåòâèàøâèëè).Êàòî ïðàâèëî èíòåãðèðóåìèòå íåëèíåéíè óðàâíåíèÿ, êîèòî èìàò �èçè÷åñêè ïðèëî-æåíèÿ, ñå ïîëó÷àâàò íå îò îïåðàòîðè íà Ëàêñ â îáùî ïîëîæåíèå, à îò òàêèâà, êîèòîïðèòåæàâàò íÿêàêâè äîïúëíèòåëíè ñèìåòðèè. Òîâà å ðàâíîñèëíî íà íàëàãàíå íà íÿ-êàêâè äîïúëíèòåëíè àëãåáðè÷íè âðúçêè âúðõó êîìïîíåíòèòå íà ïîòåíöèàëà q, êîèòî âòåîðèÿòà íà ñîëèòîíèòå å ïðèåòî äà ñå íàðè÷àò ðåäóêöèè. Íàïðèìåð íåëèíåéíîòî óðàâ-íåíèå íà Øðüîäèíãåð ñå ïîëó÷àâà îò óñëîâèåòî çà ñúâìåñòèìîñò íà L îïåðàòîð (1.20),ïðè óñëîâèå ÷å q− = (q+)∗ å èçïúëíåíî. Îïèñàíèåòî íà ðåäóêöèèòå å áèëî �îðìàëèçè-ðàíî îò Ìèõàéëîâ [11, 75℄, êîéòî âúâåæäà ïîíÿòèåòî ãðóïà íà ðåäóêöèèòå. �ðóïàòà íàðåäóêöèèòå ïðåäñòàâëÿâà êðàéíà ãðóïà, êîÿòî äåéñòâà âúðõó ðåøåíèÿòà íà âñïîìàãà-òåëíàòà ëèíåéíà çàäà÷à ïîñðåäñòâîì ïðåîáðàçóâàíå íà ñòîéíîñòèòå èì è íà àðãóìåíòà

λ è íàëàãà îïðåäåëåíè ñèìåòðèéíè èçèñêâàíèÿ âúðõó ìàòðè÷íîçíà÷íàòà �óíêöèÿ U âîïåðàòîðà L. Â ñëó÷àÿ íà óðàâíåíèåòî íà Øðüîäèíãåð ãðóïàòà íà ðåäóêöèèòå å Z2.Âúïðåêè ÷å ñëó÷àÿò íà Z2 ðåäóêöèè å äîñòà ÷åñòî ñðåùàí, íå ìàëúê èíòåðåñ ïðåäñ-òàâëÿâàò è óðàâíåíèÿ, íà ÷èèòî Ëàêñîâè îïåðàòîðè ñà íàëîæåíè "ïî-äúëáîêèòå"ðåäóê-öèè, ò. å. ðåäóêöèè, ïîðîäåíè îò ïî-ñëîæíè ãðóïè: ãðóïàòà Zn (n ≥ 3) [37, 41, 42, 75, 48℄,äèåäðàëíàòà ãðóïà Dn [72, 75℄ è äð. Ñâîéñòâàòà íà îïåðàòîðà L çà òàêèâà ñèñòåìè ñå



1. Óâîä 11ðàçëè÷àâà äîñòà îò Z2-ðåäóöèðàíèÿ ñëó÷àé. Òåîðèÿòà íà òàêèâà Ëàêñîâè îïåðàòîðè åïî-ñëàáî èçó÷åíà è ïðåäñòàâëÿâà èçâåñòåí èíòåðåñ.Íàïðàâåíèÿò äîòóê êðàòúê ïðåãëåä íà ðàçâèòèåòî íà òåîðèÿòà íà ñîëèòîíèòå, ðàçáè-ðà ñå, â íèêàêúâ ñëó÷àé íå ìîæå äà ïðåòåíäèðà çà èç÷åðïàòåëíîñò. Îñòàíàõà íåçàñåãíàòèðåäèöà âàæíè íàïðàâëåíèÿ, êîèòî âå÷å ñà ñå îòäåëèëè êàòî ñàìîñòîÿòåëíè íàïðàâëåíèÿ.Òàêèâà ñà íàïðèìåð: êâàíòîâèÿò ìåòîä íà îáðàòíàòà çàäà÷à íà ðàçñåéâàíåòî, ðàçâèòèåòîíà àëãåáðî-ãåîìåòðè÷íèòå ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà ïåðèîäè÷íàòà çàäà÷à íà ðàçñåéâàíåòî,ïðîöåäóðàòà íà Óîëêóèñò-Åñòàáðóê çà ïîñòðîÿâàíå íà ïðåîáðàçîâàíèÿ íà Áåêëóíä çàäàäåíî íåëèíåéíî óðàâíåíèå ÷ðåç ñòðóêòóðàòà íà ïðîäúëæàâàíå (prolongation struture)è ò. í. Åäíî ïîäðîáíî èçëîæåíèå íà òîçè âúïðîñ èçëèçà èçâúí ðàìêèòå íà íàñòîÿùà-òà äèñåðòàöèÿ. Ïîäáîðúò íà ðàçãëåäàíèÿ ìàòåðèàë å íàïðàâåí ñ îãëåä íà òåìàòèêàòàíà äèñåðòàöèÿòà. Èçëîæåíèå íà êâàíòîâèÿ ìåòîä íà ðàçñåéâàíåòî ìîæå äà áúäå íàìå-ðåíî â [12℄, à íà ïåðèîäè÷íàòà çàäà÷à â [3, 29℄. Çàäúëáî÷åíî âúâåäåíèå â òåîðèÿòà íàïðåîáðàçîâàíèÿòà íà Áåêëóíä ñå ñúäúðæà â [31, 73, 81℄.Öåëèòå è çàäà÷èòå, ïîñòàâåíè â íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ, ñà ñëåäíèòå:
• Ïîëó÷àâàíå íà íîâè èíòåãðèðóåìè ñèñòåìè, ñâúðçàíè ñ õîìîãåííè è ñèìåòðè÷íèïðîñòðàíñòâà, ñ ïîìîùòà íà ìåòîäà íà ðåäóêöèèòå. Ïî-òî÷íî ñòàâà äóìà çà ïîëó-÷àâàíå íà: Z2 è Z2 × Z2 ðåäóöèðàíè ñèñòåìè îò òèïà íà N-òå âúëíè, ñâúðçàíè ñïðîñòè àëãåáðè íà Ëè; Z2 ðåäóöèðàíè ìíîãîêîìïîíåíòíè íåëèíåéíè óðàâíåíèÿ íàØðüîäèíãåð, àñîöèèðàíè ñúñ ñèìåòðè÷íèòå ïðîñòðàíñòâà è Z2 è Z2×Z2 ðåäóöèðà-íè ìíîãîêîìïîíåíòíè ìîäè�èöèðàíè óðàâíåíèÿ íà Êîðòåâåã-äå Ôðèç, ñâúðçàíèñúñ ñèìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà.
• Îáîáùàâàíå íà òåõíèêàòà íà îáëè÷àíåòî íà Çàõàðîâ-Øàáàò çà íåëèíåéíè óðàâ-íåíèÿ, ÷èÿòî âñïîìàãàòåëíà ñïåêòðàëíà çàäà÷à ïðåñòàâëÿâà îáîáùåíà ñèñòåìà íàÇàõàðîâ-Øàáàò, ñâúðçàíà ñ ïðîñòèòå àëãåáðè îò ñåðèèòå Ar, Br, Cr è Dr, ïðè íàëî-æåíè äîïúëíèòåëíî ðåäóêöèè. Òîâà ïîçâîëÿâà äà áúäàò ïðåñìåòíàòè ìíîãîñîëè-òîííèòå èì ðåøåíèÿ è ïî-ñïåöèàëíî ìíîãîñîëèòîííèòå ðåøåíèÿ íà íåëèíåéíèòåóðàâíåíèÿ, êîèòî ñå ðàçãëåæäàò â äèñåðòàöèÿòà.
• Ïîñòðîÿâàíå íà "êâàäðàòèòå"íà ðåøåíèÿòà çà íåëèíåéíè óðàâíåíèÿ, ÷èèòî âñïî-ìàãàòåëíè ñïåêòðàëíè çàäà÷è ñà çàäà÷è íà Êîäðè-Áèéëñ-Êîè�ìàí ñ äîïúëíèòåë-íè "äúëáîêè"ðåäóêöèè; äîêàçâàíå íà ïúëíîòàòà íà òåçè "êâàäðàòè"è èçâåæäàíåíà ñúîòâåòíèòå ñúîòíîøåíèÿ çà ïúëíîòà.Äèñåðòàöèÿòà å ðàçäåëåíà íà 7 ãëàâè. Âúâ âòîðà ãëàâà ñå èçëàãàò îñíîâíè ñâåäåíèÿîò ìàòåìàòè÷íèÿ àïàðàò, êîéòî ùå áúäå èçïîëçâàí ïî-íàòàòúê â èçëîæåíèåòî: ïðîñòèàëãåáðè íà Ëè, ìåòîä íà îáðàòíàòà çàäà÷à, ìåòîä íà ðåäóêöèèòå è çàäà÷à íà �èìàí-Õèëáåðò. Îñíîâíèòå ðåçóëòàòè â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ñà ïîìåñòåíè â ñëåäâàùèòå 4ãëàâè. Òðåòà è ÷åòâúðòà ãëàâà ñà ïîñâåòåíè íà ïîëó÷àâàíåòî íà ìíîãîêîìïîíåíòíè



1. Óâîä 12íåëèíåéíè åâîëþöèîííè óðàâíåíèÿ îò òèïà íà N-òå âúëíè, ñâúðçàíè ñ ïðîñòè êîìï-ëåêñíè àëãåáðè íà Ëè, è òåõíè ÷àñòíè ðåøåíèÿ. Òîâà ñà ïðèìåðè çà ñèñòåìè, ñâúðçàíèñ õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà. Ïî ñïåöèàëíî, òðåòà ãëàâà ñúäúðæà N-âúëíîâè ñèñòåìè çàîðòîãîíàëíèòå è ñèìïëåêòè÷íè àëãåáðè, ïîëó÷åíè ïîñðåäñòâîì ïðèëàãàíå íà ìåòîäà íàðåäóêöèèòå çà ãðóïàòà Z2. Â ÷åòâúðòà ãëàâà, îò ñâîÿ ñòðàíà, ñà èçâåäåíè N-âúëíîâèñèñòåìè çà àëãåáðèòå Ar, Br è Cr, íî òîçè ïúò ïîëó÷åíè ïðè äåéñòâèåòî íà ãðóïàòà
Z2 × Z2. Â ðàçãëåæäàíèòå ãëàâè å îáîáùåíà êëàñè÷åñêàòà òåõíèêà íà îáëè÷àíåòî íàÇàõàðîâ-Øàáàò, òàêà ÷å äà ñå îò÷åòå âèäà íà êîíêðåòíàòà àëãåáðà íà Ëè è äåéñòâèå-òî íà ñúîòâåòíàòà ãðóïà íà ðåäóêöèèòå. Òîâà ïîçâîëÿâà äà ñå ïðåñìåòíàò îòíîñèòåëíîïðîñòî è åëåãàíòíî 1-ñîëèòîííèòå ðåøåíèÿ íà ðàçãëåæäàíèòå íåëèíåéíè åâîëþöèîííèóðàâíåíèÿ. Íàëè÷èåòî íà äâå Z2 ðåäóêöèè âîäè äî âúçíèêàâàíåòî íà äâà òèïà ñîëè-òîííè ðåøåíèÿ: äóáëåòíè è êâàäðîïëåòíè. Â ïîñëåäíèÿ ïàðàãðà� íà ÷åòâúðòà ãëàâàå èëþñòðèðàíî êàê ñ ïîìîùòà íà òåõíèêàòà íà îáëè÷àíåòî äà ñå ñòðîÿò ñèíãóëÿðíèðåøåíèÿ íà çàäà÷àòà íà �èìàí-Õèëáåðò.Â ãëàâà 5 å ïîêàçàíî êàê îòíîâî ñ ïîìîùòà íà ìåòîäà íà ðåäóêöèèòå ìîæå äà ñåïîëó÷àò ìíîãîêîìïîíåíòíè îáîáùåíèÿ íà íåëèíåéíîòî óðàâíåíèå íà Øðüîäèíãåð èìîäè�èöèðàíîòî óðàâíåíèå íà Êîðòåâåã-äå Ôðèç, êîèòî ñà ñâúðçàíè ñúñ ñèìåòðè÷íèïðîñòðàíñòâà îò ñåðèÿòà BD.I. �àçãëåäàíè ñà ïðèìåðè íà Z2-ðåäóöèðàíè íåëèíåéíèóðàâíåíèÿ íà Øðüîäèíãåð, à ñúùî òàêà íà Z2-ðåäóöèðàíè è íà Z2 × Z2-ðåäóöèðàíèìîäè�èöèðàíè óðàâíåíèÿ íà Êîðòåâåã-äå Ôðèç. Äåìîíñòðèðàíî å êàê ñ òåõíèêàòà íàîáëè÷àíåòî, ðàçâèòà â ïðåäèøíèòå ãëàâè, äà ñå ïðåñìåòíàò òåõíèòå ñîëèòîííè ðåøåíèÿ.Ïðè Z2 ×Z2-ðåäóöèðàíèòå ìîäè�èöèðàíè óðàâíåíèÿ íà Êîðòåâåã-äå Ôðèç ïî àíàëîãèÿñúñ ñëó÷àÿ íà óðàâíåíèÿòà íà N-òå âúëíè ñå ïîÿâÿâàò äâà òèïà ñîëèòîííè ðåøåíèÿ:äóáëåòíè è êâàäðîïëåòíè. Äâå îò ñúäúðøàùèòå ñå òóê íåëèíåéíè ñèñòåìè èìàò �èçè-÷åñêè ïðèëîæåíèÿ � îïèñâàò êîíäåíçàòè íà Áîçå-Àéíùàéí.Ùåñòà ãëàâà å ïîñâåòåíà íà èíòåðïðåòàöèÿòà íà ìåòîäà íà îáðàòíàòà çàäà÷à êàòîîáîáùåíî ïðåîáðàçîâàíèå íà Ôóðèå. Òóê ñå ðàçãëåæäàò äâå íåëèíåéíè èíòåãðèðóåìèóðàâíåíèÿ: óðàâíåíèåòî íà Êàóï-Êóïúðøìèä è äâóêîìïîíåíòåí à�èíåí ìîäåë íà Òîäà.Àñîöèèðàíèòå ñ òÿõ ñïåêòðàëíè çàäà÷è ïðåäñòàâëÿâàò ïðèìåðè çà çàäà÷è íà Êîäðè-Áèéëñ-Êîè�ìàí, ñâúðçàíè ñ àëãåáðèòå sl(3,C) è so(5,C) ñúîòâåòíî. Ñúãëàñíî îáùà-òà òåîðèÿ íà òåçè ñèñòåìè ñà ïîñòðîåíè "êâàäðàòèòå"íà ðåøåíèÿòà. Çà ïîñëåäíèòå ñàèçâåäåíè ñúîòíîøåíèÿ çà ïúëíîòà ñ ïîìîùòà íà òåîðåìàòà íà Êîøè çà ðåçóäóóìèòå,ïðèëîæåíà êúì ïîäõîäÿùà "ïîðàæäàùà"�óíêöèÿ.Ïîñëåäíàòà ãëàâà ïðåäñòàâëÿâà çàêëþ÷åíèå è ñúäúðæà èçâîäè è êîìåíòàðè ïî ðå-çóëòàòèòå íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä.



2. ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÈ ÑÂÅÄÅÍÈß ÎÒ ÒÅÎ�ÈßÒÀ ÍÀÈÍÒÅ��È�ÓÅÌÈÒÅ ÑÈÑÒÅÌÈÂ íàñòîÿùàòà ãëàâà ùå äàäåì êðàòêî âúâåäåíèå â ìàòåìàòè÷íèÿ àïàðàò, êîéòî ùå áúäåèçïîëçâàí ïî-íàòàòúê â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä. Ïîðàäè �àêòà ÷å îáåêò íà òîâà èçñëåäâà-íå ñà íåëèíåéíè åâîëþöèîííè óðàâíåíèÿ, ñâúðçàíè ñ îïðåäåëåíè ïîëóïðîñòè àëãåáðè íàËè, òî â ñàìîòî íà÷àëî ùå íàïîìíèì íÿêîè îñíîâíè �àêòè îò òåîðèÿòà íà òåçè àëãåáðè.Ñëåä òîâà ùå áúäàò èçëîæåíè íåîáõîäèìè ñâåäåíèÿ îò òåîðèÿòà íà èíòåãðèðóåìèòå ñèñ-òåìè: ïðàâà è îáðàòíà çàäà÷à íà ðàçñåéâàíåòî. Ñïåöèàëíî ìÿñòî å îòäåëåíî ñúùî òàêàè íà ìåòîäà íà ðåäóêöèèòå, êàòî îñíîâåí ìåòîä çà ïîëó÷àâàíå íà íîâè èíòåãðèðóåìèóðàâíåíèÿ. 2.1 Ïîëóïðîñòè àëãåáðè íà ËèÍàñòîÿùèÿò ïàðàãðà� èìà çà öåë äà äàäå êðàòêî âúâåäåíèå â òåîðèÿòà íà ïðîñòèòåàëãåáðè íà Ëè. Çà ïî-ïîäðîáíî çàïîçíàâàíå ìîãàò äà áúäàò èçïîëçâàíè ìîíîãðà�èèòå[24, 25, 61, 63, 64℄. Åäíà àëãåáðà íà Ëè g ñå íàðè÷à ïîëóïðîñòà, àêî íå ñúäúðæà íåíóëåâèêîìóòàòèâíè èäåàëè. Â ñëó÷àé ÷å òÿ íå ñúäúðæà íèêàêâè íåòðèâèàëíè èäåàëè, ò. å.îòëè÷íè îò 0 è íåÿ ñàìàòà, òÿ ñå íàðè÷à ïðîñòà. Âñÿêà ïîëóïðîñòà àëãåáðà ñå ðàçëàãàíà ïðÿêà ñóìà îò ïðîñòè ïîäàëãåáðè. Äà ïðèïîìíèì, ÷å ìåòðèêàòà, äå�èíèðàíà ÷ðåçðàâåíñòâîòî
(X, Y ) := tr (ad X ad Y ), ∀X, Y ∈ g, (2.1)ñå íàðè÷à ìåòðèêà (�îðìà) íà Êèëèíã. Ñúãëàñíî êðèòåðèÿ íà Êàðòàí åäíà àëãåáðà íàËè å ïîëóïðîñòà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî íåéíàòà ìåòðèêà íà Êèëèíã å íåèçðîäåíà.Ïîëóïðîñòèòå àëãåáðè íå ïðèòåæàâàò êîìóòàòèâíè èäåàëè, íî ïðèòåæàâàò êîìóòà-òèâíè ïîäàëãåáðè. Ìàêñèìàëíàòà êîìóòàòèâíà ïîäàëãåáðà h ⊂ g, çà êîÿòî ëèíåéíèÿòîïåðàòîð ad X å ïîëóïðîñò1 çà âñÿêî X ∈ h, ñå íàðè÷à ïîäàëãåáðà íà Êàðòàí2. �àçìåð-íîñòòà íà Êàðòàíîâàòà ïîäàëãåáðà ñå íàðè÷à ðàíã íà àëãåáðàòà g. Îòòóê íàòàòúê çà íàñùå ïðåäñòàâëÿâàò îñíîâåí èíòåðåñ êîìïëåêñíè ìàòðè÷íè àëãåáðè íà Ëè. Ïðè ïîäõîäÿù1 Ïîëóïðîñò ñå êàçâà ëèíååí îïåðàòîð, ÷èèòî èíâàðèàíòíè ïîäïðîñòðàíñòâà èìàò èíâàðèàíòíè äî-ïúëíåíèÿ.2 Ñúùåñòâóâà åêâèâàëåíòíà äå�èíèöèÿ íà Êàðòàíîâà ïîäàëãåáðà � ìàêñèìàëíàòà íèëïîòåíòíà ïî-äàëãåáðà, êîÿòî ñúâïàäà ñúñ ñâîÿ íîðìàëèçàòîð.



2. Íåîáõîäèìè ñâåäåíèÿ îò òåîðèÿòà íà èíòåãðèðóåìèòå ñèñòåìè 14èçáîð íà áàçèñ Êàðòàíîâàòà ïîäàëãåáðà ñå ñúñòîè îò âñè÷êè äèàãîíàëíè ìàòðèöè, êîèòîïðèíàäëåæàò íà ñúîòâåòíàòà àëãåáðà íà Ëè.Çà èçÿñíÿâàíå íà ñòðóêòóðàòà íà ïîëóïðîñòèòå àëãåáðè îò êëþ÷îâî çíà÷åíèå ñàò.íàð. êîðíåâè ñèñòåìè. Ïîä êîðåí ñå ðàçáèðà ëèíååí �óíêöèîíàë α : h → C, êîéòî ñåâúâåæäà ÷ðåç ðàâåíñòâîòî
[H,Eα] = α(H)Eα, ∀H ∈ h, (2.2)êúäåòî Eα ñå íàðè÷à êîðíåâè âåêòîð. Ìíîæåñòâîòî gα = {Eα ∈ g : [H,Eα] = α(H)Eα}èìà ñòðóêòóðà íà ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî � êîðíåâî ïîäïðîñòðàíñòâî. Â êîìïëåêñíèÿñëó÷àé òîâà ïîäïðîñòðàíñòâî å åäíîìåðíî.Íåêà îçíà÷èì ñ ∆ ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè êîðåíè íà g. Òîãàâà ìîæå äà ñå ïîêàæå,÷å ñà â ñèëà ñëåäíèòå ñâîéñòâà:1. Çà àëãåáðàòà g å íàëèöå ïðåäñòàâÿíåòî: g = h ⊕

⊕

α∈∆ gα.2. [gα, gβ] ⊂ gα+β, àêî α + β ∈ ∆.3. Àêî α ∈ ∆, òî è −α ∈ ∆, íî kα /∈ ∆ ïðè k 6= ±1.4. Àêî α + β 6= 0, òî ñëåäâà (gα, gβ) = 0.5. �åñòðèêöèÿòà íà �îðìàòà íà Êèëèíã âúðõó h å íåèçðîäåíà.6. Íåêà
hR =

{

X =
∑

α∈∆

XαHα, Xα ∈ R

}

,êúäåòî Hα ∈ h å äóàëíèÿò âåêòîð íà êîðåíà α ïî îòíîøåíèå íà Êèëèíãîâàòà�îðìà
α(Y ) = (Hα, Y ), ∀Y ∈ h.Òîãàâà èìàìå ðàçëàãàíåòî h = hR + ihR è ðåñòðèêöèÿòà íà �îðìàòà íà Êèëèíãâúðõó hR å ðåàëíà è ïîëîæèòåëíî äå�èíèòíà.7. Íåêà α, β ∈ ∆ óäîâëåòâîðÿâàò α 6= ±β. Ñúùåñòâóâàò òàêèâà öåëè ÷èñëà m > 0 è

n < 0, ÷å α+kβ ∈ ∆ çà âñÿêî n ≤ k ≤ m è α+kβ /∈ ∆ âúí îò ïîñî÷åíèÿ èíòåðâàë.Âàëèäíî å ðàâåíñòâîòî
2(α, β)

(α, α)
= −m− n.Áàçèñúò, êîéòî ñå ñúñòîè îò áàçèñ íà h è îò êîðíåâè âåêòîðè, íîñè èìåòî áàçèñ íàÊàðòàí-Âàéë. Çàíàïðåä ùå èçïîëçâàìå òàêúâ áàçèñ íà Êàðòàí-Âàéë, çà êîéòî âàæàòêîìóòàöèîííèòå ñúîòíîøåíèÿ

[Eα, E−α] = Hα, (2.3)
[Eα, Eβ ] = Nα,βEα+β. (2.4)



2. Íåîáõîäèìè ñâåäåíèÿ îò òåîðèÿòà íà èíòåãðèðóåìèòå ñèñòåìè 15Êîíñòàíòèòå Nα,β óäîâëåòâîðÿâàò ñèìåòðèéíèòå óñëîâèÿ
Nα,β = −Nβ,α, Nα,β = Nβ,γ = Nγ,α, α+ β + γ = 0.Äðóãî ïðÿêî ñëåäñòâèå îò èçáðîåíèòå ñâîéñòâà íà êîðíåâèòå ñèñòåìè å íàëè÷èåòî íàãðàäóèðîâêà â àëãåáðàòà g. Íàèñòèíà, ñâîéñòâà 1 è 2 îïðåäåëÿò ãðàäóèðàíà àëãåáðà íàËè.Ìíîæåñòâîòî íà êîðåíèòå ∆ ïîðàæäà öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî íà ëèíåéíèòå �óíêöè-îíàëè âúðõó h, íî íå âñè÷êè êîðåíè ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè. Åäèí óäîáåí "áàçèñ"â ∆ñå çàäàâà îò ò. íàð. ïðîñòè êîðåíè. Çà äà èçÿñíèì êîé êîðåí ùå íàðè÷àìå ïðîñò, å íå-îáõîäèìî äà èçáåðåì ïîäðåäáà â ∆, ò.å. äà óêàæåì êîé êîðåí å ïîëîæèòåëåí è êîé �îòðèöàòåëåëåí. Çà öåëòà íåêà èçáåðåì îðòîíîðìèðàí áàçèñ {ek}r

k=1 â hR. Ïîðàäè íå-èçðîäåíîñòòà íà �îðìàòà íà Êèëèíã âúðõó h ìîæåì äà îòúæäåñòâèì ïðîñòðàíñòâîòî
h ñ íåãîâîòî äóàëíî. Òîãàâà ùå ñ÷èòàìå, ÷å äàäåí êîðåí å ïîëîæèòåëåí (ñúîòâ. îòðè-öàòåëåí), àêî ïúðâàòà ìó îòëè÷íà îò íóëà êîìïîíåíòà ñïðÿìî âúâåäåíèÿ âå÷å áàçèñ åïîëîæèòåëíà (ñúîòâ. îòðèöàòåëíà). Ïðîñòè ñà òåçè ïîëîæèòåëíè êîðåíè, êîèòî íå ìîãàòäà ñå ïðåäñòàâÿò êàòî ñóìà íà 2 ïîëîæèòåëíè êîðåíà. Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å ïðîñòèòåêîðåíè ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè è îáðàçóâàò ïúëíà ñèñòåìà, ò.å. âñåêè êîðåí å ëèíåéíàêîìáèíàöèÿ îò ïðîñòèòå êîðåíè

α =

r
∑

k=1

nkαk,êúäåòî âñè÷êè êîå�èöèåíòè nk ñà öåëè è íåîòðèöàòåëíè èëè íåïîëîæèòåëíè â çàâè-ñèìîñò îò òîâà äàëè êîðåíúò α å ïîëîæèòåëåí èëè îòðèöàòåëåí. Ïîäìíîæåñòâîòî íàâñè÷êè ïðîñòè êîðåíè ùå îçíà÷àâàìå ñ ∆0. Ñóìàòà íà êîå�èöèåíòèòå nk ñå íàðè÷àâèñî÷èíà íà êîðåíà α.
ht(α) =

∑

k

nk. (2.5)Îò îïðåäåëåíèåòî íà ïðîñòèòå êîðåíè ñëåäâà, ÷å âñåêè ïðîñò êîðåí èìà âèñî÷èíà 1.Åäèí ïîëîæèòåëåí êîðåí ñå íàðè÷à ìàêñèìàëåí, àêî ïðè äîáàâÿíåòî êúì íåãî íàïðîèçâîëåí äðóã ïîëîæèòåëåí êîðåí, ñå ïîëó÷àâà �óíöèîíàë, êîéòî íå ïðèíàäëåæè íàêîðíåâîòî ïðîñòðàíñòâî. Ìàêñèìàëíèÿò êîðåí èìà íàé-ãîëÿìàòà âúçìîæíà âèñî÷èíà.Àíàëîãè÷íà å äå�èíèöèÿòà íà ìèíèìàëåí êîðåí. Ïðîñòèòå êîðåíè çàåäíî ñ ìèíèìàëíèÿêîðåí îáðàçóâàò ìíîæåñòâîòî íà äîïóñòèìèòå êîðåíè A .Çà âñåêè äâà ïðîñòè êîðåíà αi è αj å âÿðíî ñëåäíîòî ñâîéñòâî
(αi, αj) ≤ 0, i, j = 1, . . . , r.Ìàòðèöàòà ñ åëåìåíòè

Cij =
(αi, αj)

(αj , αj)ñå íàðè÷à ìàòðèöà íà Êàðòàí. Òÿ èãðàå âàæíà ðîëÿ ïðè êëàñè�èêàöèÿòà íà âúçìîæíèòåêîðíåâè ñèñòåìè è îòòàì íà ïðîñòèòå àëãåáðè íà Ëè.



2. Íåîáõîäèìè ñâåäåíèÿ îò òåîðèÿòà íà èíòåãðèðóåìèòå ñèñòåìè 16Íåêà äà ðàãëåäàìå ïðîèçâåäåíèåòî
CijCji =

2(αi, αj)

(αi, αi)

2(αj, αi)

(αj, αj)
= 4 cos2 ϕi,j. (2.6)Ïîðàäè ñâîéñòâî 7 íà êîðíåâèòå ñèñòåìè ñòîéíîñòèòå íà úãúëà ϕi,j ñà îãðàíè÷åíè äîñëåäíèòå 4 âúçìîæíîñòè

ϕi,j =
π

2
,

2π

3
,

3π

4
,

5π

6
.Âúç îñíîâà íà òîçè ðåçóëòàò ïðîñòèòå àëãåáðè íà Ëè ñå êëàñè�èöèðàò â íÿêîëêî ãðóïè.Òîâà ñà ÷åòèðèòå áåçêðàéíè êëàñè÷åñêè ñåðèè: Ar ≈ sl(r+1), Br ≈ so(2r+1), Cr ≈ sp(2r)è Dr ≈ so(2r) è ïåòòå èçêëþ÷èòåëíè àëãåáðè: E6, E7, E8, F4 è G2.�ðóïà íà Âàéë ñå íàðè÷à ãðóïàòà íà ñèìåòðèèè íà ∆. Òÿ å êðàéíà ãðóïà è ñå ïî-ðàæäà îò îòðàæåíèÿòà ñïðÿìî õèïåððàâíèíè îðòîãîíàëíè íà êîðåíèòå. Âñÿêî òàêîâàîòðàæåíèå Wα, α ∈ ∆ èìà âèäà

Wα(β) = β − 2(α, β)

(α, α)
α, β ∈ ∆. (2.7)Èçîáðàæåíèåòî

C = Wα1
◦Wα2

◦ . . . ◦Wαr
, αk ∈ ∆0, k = 1, . . . , r, (2.8)ñå íàðè÷à åëåìåíò íà Êîêñòúð (Coxeter). Íåãîâèÿò ïîðÿäúê h, ò.å. íàé-ìàëêîòî öÿëîïîëîæèòåëíî ÷èñëî, êîåòî óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî Ch = 11, ñå êàçâà ÷èñëî íà Êîêñòúð.Äå�èíèöèÿòà (2.2) ñå îáîáùàâà çà ñëó÷àÿ íà ëèíåéíî ïðåäñòàâÿíå ρ : g 7→ gl(V ) ïîñëåäíèÿ íà÷èí

ρH(Eω) = ω(H)Eω, (2.9)êúäåòî �óíêöèîíàëúò ω : h 7→ C ñå íàðè÷à òåãëî, à âñè÷êè âåêòîðè Eω ïðè äàäåíî ωîáðàçóâàò òåãëîâî ïîäïðîñòðàíñòâî Vω. Òàêà ïðîñòðàíñòâîòî V ñå ðàçáèâà íà ñóìà îòïîäïðîñòðàíñòâà Vω èíâàðèàíòíè îòíîñíî äåéñòâèåòî íà åëåìåíòè íà h. Èçîáùî êàçàíî,ðàçìåðíîñòòà íà Vω íå âèíàãè å åäèíèöà. Ñúâêóïíîñòòà Γ íà âñè÷êè òåãëà ñå íàðè÷àòåãëîâà ñèñòåìà. Ïî ïîäîáèå íà ñèñòåìèòå îò êîðåíè òåãëîâèòå ñèñòåìè ðàçïúâàò ïîä-ïðîñòðàíñòâîòî hR è ñà èíâàðèàíòíè îòíîñíî ãðóïàòà íà Âàéë. Ñúùî òàêà å â ñèëàðàâåíñòâîòî
2(α, ω)

(α, α)
∈ Z, ∀α ∈ ∆, ∀ω ∈ Γ.Ñúùåñòâóâàò òåãëà ωi, i = 1, . . . , r, íàðå÷åíè �óíäàìåíòàëíè, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàòóñëîâèåòî

2(αi, ωj)

(αi, αi)
= δij .Â òåãëîâàòà ñèñòåìà íà êðàéíîìåðíî ïðåäñòàâÿíå âèíàãè ñúùåñòâóâà ìàêñèìàëíî ωmax,ò.å. òàêîâà, çà êîåòî å âàëèäíî ωmax + α /∈ Γ çà êîé äà å êîðåí α > 0. Àíàëîãè÷íî ñåäå�èíèðà è ïîíÿòèåòî ìèíèìàëíî òåãëî.



2. Íåîáõîäèìè ñâåäåíèÿ îò òåîðèÿòà íà èíòåãðèðóåìèòå ñèñòåìè 172.2 Ïðàâà è îáðàòíà çàäà÷à íà ðàçñåéâàíåòîÏðåäìåò íà íàñòîÿùîòî èçëîæåíèå ùå áúäàò 1+1-ìåðíè íåëèíåéíè åâîëþöèîííè óðàâ-íåíèÿ (ÍÅÓ), ò.å. íåëèíåéíè ÷àñòíè äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ íà 1 ïðîñòðàíñòâåíà è1 âðåìåâà ïðîìåíëèâà. Òåîðèÿòà íà òîçè òèï óðàâíåíèÿ å íàé-äîáðå ðàçâèòà îò âñè÷êèîñòàíàëè íåëèíåéíè åâîëþöèîííè óðàâíåíèÿ. Ïîâå÷å ïîäðîáíîñòè ìîãàò äà ñå íàìåðÿòâ íÿêîÿ îò êëàñè÷åñêèòå ìîíîãðà�èè [3, 14, 17, 31, 34, 36, 70, 79℄, à ñúùî è â [59℄.Ïîä èíòåãðèðóåìî óðàâíåíèå ùå ðàçáèðàìå óðàâíåíèå, êîåòî äîïóñêà ïðåäñòàâÿíåíà Ëàêñ
[L,M ] = 0, (2.10)êúäåòî L è M ñà ëèíåéíè äè�åðåíöèàëíè îïåðàòîðè îò âèäà

L(λ) := i∂x + U(x, t, λ),

M(λ) := i∂t + V (x, t, λ).Ôóíêöèèòå U è V âçèìàò ñòîéíîñòè â êîìïëåêñíà ïîëóïðîñòà àëãåáðà íà Ëè g. Ïàðà-ìåòúðúò λ ∈ C íîñè èìåòî ñïåêòðàëåí ïàðàìåòúð è óñëîâèåòî çà ñúãëàñóâàíîñò (2.10)òðÿáâà äà å óäîâëåòâîðåíî òúæäåñòâåíî ïî λ.�åîìåòðè÷åñêè U è V ìîãàò äà ñå èíòåðïðåòèðàò êàòî êîìïîíåíòè íà �îðìàòà íàñâúðçàíîñòòà âúðõó ðàçñëîåíèå ñúñ ñòðóêòóðíà ãðóïà G � ãðóïàòà íà Ëè, ñúîòâåòñòâà-ùà íà àëãåáðàòà g. Òîãàâà (2.10) îçíà÷àâà ïðîñòî íóëèðàíå íà �îðìàòà íà êðèâèíàòàíà òàçè ñâúðçàíîñò
i∂tU − i∂xV + [V, U ] = 0.Íèå ùå ðàçãëåæäàìå çàíàïðåä îïåðàòîðè íà Ëàêñ L èM îò ñïåöèàëåí ïîëèíîìèàëåíòèï

U(x, t, λ) = q(x, t) − λJ, V (x, t, λ) =
n
∑

k=−m

λkVk(x, t).êúäåòî ãëàäêèòå �óíêöèè q è Vk âçèìàò ñòîéíîñòè â g, J å ðåàëåí êîíñòàíòåí ðåãóëÿðåí3åëåìåíò íà íåéíàòà Êàðòàíîâà ïîäàëãåáðà h ⊂ g. Ïîðàäè óñëîâèåòî (2.10) îïåðàòîðèòåíà Ëàêñ èìàò îáùè ñîáñòâåíè �óíêöèè è çàòîâà ìîæåì äà çàïèøåì ñëåäíàòà âñïîìà-ãàòåëíà ëèíåéíà ñèñòåìà
L(λ)ψ(x, t, λ) := i∂xψ(x, t, λ) + (q(x, t) − λJ)ψ(x, t, λ) = 0, (2.11)
M(λ)ψ(x, t, λ) := i∂tψ(x, t, λ) +

n
∑

k=−m

λkVk(x, t)ψ(x, t, λ) = ψ(x, t, λ)C(λ), (2.12)êúäåòî C(λ) ùå áúäå îïðåäåëåíà ïî-äîëó. Îòòóê ñëåäâà, ÷å �óíäàìåíòàëíèòå ðåøå-íèÿ4 ψ âçèìàò ñòîéíîñòè â ñúîòâåòíàòà ãðóïà íà Ëè G. Ùå ïðåäïîëàãàìå ñúùî, ÷å3 Òóê ðåãóëÿðåí îçíà÷àâà åëåìåíò, ÷èèòî äèàãîíàëíè åëåìåíòè ñà ðàçëè÷íè åäíè îò äðóãè.4 Íàâñÿêúäå â íàñòîÿùèÿ òåêñò ïîä �óíäàìåíòàëíî ðåøåíèå ùå ðàçáèðàìå �óíäàìåíòàëíàòà ìàò-ðèöà îò ðåøåíèÿ íà ëèíåéíîòî äè�åðåíöèàëíî óðàâíåíèå.



2. Íåîáõîäèìè ñâåäåíèÿ îò òåîðèÿòà íà èíòåãðèðóåìèòå ñèñòåìè 18ïîòåíöèàëúò q óäîâëåòâîðÿâà íóëåâè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ, ïî-òî÷íî q å áåçêðàéíî ïúòèäè�åðåíöèðóåìà �óíêöèÿ è çà íåÿ å â ñèëà óñëîâèåòî
lim

x→±∞
|x|kq(x, t) = 0, ∀ k.Âðúçêàòà ìåæäó íåëèíåéíîòî óðàâíåíèå è íåãîâîòî ïðåäñòàâÿíå íà Ëàêñ íå å âçàèì-íî åäíîçíà÷íà � åäíî è ñúùî óðàâíåíèå äîïóñêà áåçêðàéíî ìíîãî ðàçëè÷íè ïðåäñòàâÿ-íèÿ íà Ëàêñ. Òàçè íååäíîçíà÷íîñò å ñâúðçàíà ñ äåéñòâèåòî íà ãðóïàòà íà êàëèáðîâú÷íè-òå ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîèòî çàïàçâàò óñëîâèåòî çà ñúâìåñòèìîñò íà Ëàêñîâèòå îïåðàòîðè.Êàëèáðîâú÷íè ñå íàðè÷àò òðàíñ�îðìàöèè îò òèïà

ψ(x, t, λ) → g(x, t)ψ(x, t, λ),ò.å. òðàíñ�îðìèðàò ñå ñàìî ñòîéíîñòèòå íà �óíêöèèòå áåç äà ïðîìåíÿò àðãóìåíòà èì.�åîìåòðè÷åñêè òîâà ñà âåðòèêàëíè ìîð�èçìè íà ñúîòâåòíîòî ãëàâíî ðàçñëîåíèå. Â ðå-çóëòàò íà òîâà ñå èíäóöèðà äåéñòâèå âúðõó îïåðàòîðèòå íà Ëàêñ
L→ L̃ = gLg−1, M → M̃ = gMg−1.Ñëåäîâàòåëíî U è V ñå ïðåîáðàçóâàò ïî ïðàâèëîòî

U → Ũ = −i∂xgg
−1 + gUg−1, V → Ṽ = −i∂tgg

−1 + gV g−1.Ñèñòåìàòà (2.11) ùå íàðè÷àìå îáîáùåíà ñèñòåìà íà Çàõàðîâ-Øàáàò (ÑÇØ), çàùîòîòÿ å åñòåñòâåíî îáîáùåíèå íà êëàñè÷åñêàòà ñèñòåìà íà Çàõàðîâ-Øàáàò, êîÿòî ñå îòíàñÿçà ñëó÷àÿ íà àëãåáðàòà sl(2,C). Íàëè÷èåòî íà êàëèáðîâú÷íà ñâîáîäà ïîçâîëÿâà ëèíåé-íàòà çàäà÷à ñ ïîòåíöèàë U(x, t, λ) = U0(x, t) + λU1 ïðè U1 � êîíñòàíòíà ìàòðèöà, äà ñåñâåäå äî âèäà (2.11). Ñ äðóãè äóìè ñèñòåìàòà íà Çàõàðîâ-Øàáàò å êàíîíè÷åí ïðåäñòà-âèòåë íà òàçè îðáèòà íà êàëèáðîâú÷íàòà ãðóïà.Åäíè îò îñíîâíèòå ïîíÿòèÿ ïðè ïðàâàòà çàäà÷à íà ðàçñåéâàíåòî ñà ò.íàð. ðåøåíèÿíà Éîñò. �åøåíèÿ íà Éîñò ψ± ñå íàðè÷àò äâåòå �óíäàìåíòàëíè ðåøåíèÿ íà ÑÇØ, êîèòîñà îïðåäåëåíè ÷ðåç àñèìïòîòèêàòà ñè ïðè x→ ±∞, ò.å.
lim

x→±∞
ψ±(x, t, λ)eiλJx = 11. (2.13)Êîðåêòíîñò íà òàçè äå�èíèöèÿ ñå îñèãóðÿâà ñ ïîäõîäÿù èçáîð íà ìàòðèöàòà C(λ), àèìåííî

C(λ) := lim
x→±∞

V (x, t, λ).Êàêòî å äîáðå èçâåñòíî, âñåêè äâå �óíäàìåíòàëíè ðåøåíèÿ íà åäíà ñèñòåìà îò ëè-íåéíè îáèêíîâåíè äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñà ëèíåéíî ñâúðçàíè. Çàòîâà è ðåøåíèÿòàíà Éîñò ñà ñâúðçàíè ïîìåæäó ñè ÷ðåç ò.íàð. ìàòðèöà íà ðàçñåéâàíåòî
ψ−(x, t, λ) = ψ+(x, t, λ)T (t, λ). (2.14)



2. Íåîáõîäèìè ñâåäåíèÿ îò òåîðèÿòà íà èíòåãðèðóåìèòå ñèñòåìè 19Âñëåäñòâèå íà (2.12) è íà äå�èíèöèèòå íà ðåøåíèÿòà íà Éîñò âðåìåâàòà åâîëþöèÿíà ìàòðèöàòà íà ðàçñåéâàíå T (t, λ) ñå îïðåäåëÿ îò ñëåäíîòî ëèíåéíî äè�åðåíöèàëíîóðàâíåíèå
i∂tT + [f(λ), T ] = 0, (2.15)êúäåòî âåëè÷èíàòà f(λ) ñå íàðè÷à äèñïåðñèîíåí çàêîí íà ÍÅÓ è ñå äå�èíèðà êàòî

f(λ) := lim
x→±∞

V (x, t, λ). (2.16)Ïðèìåð çà ÍÅÓ ñ íàé-ïðîñòèÿ äèñïåðñèîíåí çàêîí f(λ) = −λI, êàòî I å äðóã ðåàëåí èêîíñòàíòåí Êàðòàíîâ åëåìåíò, å óðàâíåíèåòî íà N-òå âúëíè
i[J,Qt] − i[I, Qx] − [[J,Q], [I, Q]] = 0. (2.17)Òóê �óíêöèÿòà Q äîïóñêà ïðåäñòàâÿíåòî

Q(x, t) =
∑

α∈∆

Qα(x, t)Eα,êúäåòî Eα ñà ãåíåðàòîðèòå íà Âàéë çà àëãåáðàòà g. Òàçè �óíêöèÿ ñå âúâåæäà îò èçèñ-êâàíåòî çà ñúãëàñóâàíîñò íà Ëàêñîâèòå îïåðàòîðè
L = i∂x + q(x, t) − λJ,

M = i∂t + V0(x, t) − λI,êîåòî âîäè äî óñëîâèÿòà
q = [J,Q], V0 = [I, Q]. (2.18)Óðàâíåíèåòî (2.15) ñå èíòåãðèðà ëåñíî è äàâà
T (t, λ) = eif(λ)tT (0, λ)e−if(λ)t. (2.19)Ïîëó÷åíèÿò ðåçóëòàò ïîçâîëÿâà äà ñå ðåøè çàäà÷àòà íà Êîøè çà ÍÅÓ, êîåòî ñòàâà ïîïîñî÷åíàòà ïî-äîëó ñõåìà

q(x, t = 0)
ÏÇ�−→ T (t = 0, λ) → T (t, λ)

ÎÇ�−→ q(x, t). (2.20)Âúâ âðúçêà ñ òîâà íåêà îòáåëåæèì, ÷å ïúðâàòà ñòúïêà îò òàçè äèàãðàìà ïðåäñòàâëÿâàïðàâàòà çàäà÷à íà ðàçñåéâàíåòî (ÏÇ�) èëè ïîëó÷àâàíå íà ìàòðèöàòà íà ðàçñåéâàíåòîîò ïîòåíöèàëà, à òðåòàòà � îáðàòíàòà çàäà÷à íà ðàçñåéâàíåòî (ÎÇ�), ò.å. âúçñòàíîâÿ-âàíå íà ïîòåíöèàëà ïî ìàòðèöàòà íà ðàçñåéâàíåòî. Â ïîñëåäíàòà ñòúïêà ñå ñúäúðæàîñíîâíàòà òðóäíîñò ïðè ðåøàâàíå íà çàäà÷àòà íà Êîøè.Òúé êàòî âðåìåâàòà åâîëþöèÿ íà âñè÷êè âåëè÷èíè (ïîòåíöèàëè, �óíäàìåíòàëíèðåøåíèÿ è ò.í.) ìîæå äà áúäå âúçñòàíîâåíà îò (2.19), òî îòòóê íàòàòúê ùå èçïóñêàìåâðåìåâàòà çàâèñìîñò è ùå ñ÷èòàìå, ÷å t å �èêñèðàíî.



2. Íåîáõîäèìè ñâåäåíèÿ îò òåîðèÿòà íà èíòåãðèðóåìèòå ñèñòåìè 20Â ðåäèöà âúïðîñè îò òåîðèÿòà íà èíòåãðèðóåìèòå ñèñòåìè âàæíà ðîëÿ èãðàÿò �óí-äàìåíòàëíè ðåøåíèÿ íà ÑÇØ, êîèòî èìàò àíàëèòè÷íè ñâîéñòâà èçâúí ðåàëíàòà îñ íàêîìïëåêñíàòà λ-ðàâíèíà. �åøåíèÿòà íà Éîñò ψ± íå ïðèòåæàâàò òàêèâà ñâîéñòâà � òåñà äîáðå äå�èíèðàíè ñàìî çà ðåàëíè ñòîéíîñòè íà λ. Òîâà ñå âèæäà ëåñíî, àêî ÑÇØ ñåïðå�îðìóëèðà íà åçèêà íà ëèíåéíè èíòåãðàëíè óðàâíåíèÿ îò Âîëòåðîâ òèï. Çà öåëòà åóäîáíî äà ñå âúâåäàò ïîìîùíè "íîðìèðàíè"ðåøåíèÿ íà Éîñò
ξ±(x, λ) = ψ±(x, λ)eiλJx,êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò ñèñòåìàòà

i∂xξ(x, λ) + q(x)ξ(x, λ) − λ[J, ξ(x, λ)] = 0,àñîöèèðàíà ñ ÑÇØ. Òîãàâà å â ñèëà ñëåäíîòî ïðåäñòàâÿíå
ξ±(x, λ) = 11+ i

∫ x

±∞
d ye−iλJ(x−y)q(y)ξ±(y, λ)eiλJ(x−y). (2.21)Ìàòðèöàòà J å ðåàëíà è ðåãóëÿðíà è çàòîâà ìîæåì äà èçáåðåì ïîäðåäáà íà íåéíèòåäèàãîíàëíè åëåìåíòè, êàêòî ñëåäâà: J1 > J2 > . . . > Jn. Ïî-âíèìàòåëíèÿò àíàëèç íàóñëîâèÿòà çà ñõîäèìîñò íà ïîñî÷åíèÿ èíòåãðàë âîäè äî èçâîäà, ÷å ïúðâèÿò ñòúëá íà ξ+(ðåñï. ïîñëåäíèÿò ñòúëá íà ξ−) äîïóñêàò àíàëèòè÷íî ïðîäúëæåíèå â ãîðíàòà ïîëóðàâ-íèíà C+ íà λ ðàâíèíàòà, à ïîñëåäíèÿò ñòúëá íà ξ+ (ðåñï. ïúðâèÿò íà ξ−) � â äîëíàòàïîëóðàâíèíà C−. Çà äà ïîëó÷èì ðåøåíèå, êîåòî å àíàëèòè÷íî âúí îò ðåàëíàòà îñ, å íå-îáõîäèìî äà èçêîìáèíèðàìå ìàòðè÷íè åëåìåíòè íà ξ+ ñ òåçè íà ξ− ïî ïîäõîäÿù íà÷èí.Ìîæå äà ñå ïðîâåðè, ÷å çà àëãåáðàòà sl(n) �óíäàìåíòàëíèòå ðåøåíèÿ η±, îïðåäåëåíèïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâàòà

η±kl(x, λ) =

{

δkl + i
∫ x

±∞ d y eiλ(Jk−Jl)(y−x)(qη±)kl(y, λ), k ≤ l,

i
∫ x

∓∞ d y eiλ(Jk−Jl)(y−x)(qη±)kl(y, λ), k > l.
(2.22)êúäåòî δkl å ñèìâîëúò íà Êðîíåêåð, ñà àíàëèòè÷íè â C±. �åøåíèÿòà η± èìàò ñâîèòå àíà-ëîçè χ±(x, λ) = η±(x, λ) exp(−iλJx) è çà ñëó÷àÿ íà ñòàíäàðòíàòà ÑÇØ. Òå ñå èçðàçÿâàò÷ðåç ðåøåíèÿòà íà Éîñò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

χ±(x, λ) = ψ−(x, λ)S±(λ) = ψ+(x, λ)T∓(λ)D±(λ), (2.23)êúäåòî ìàòðèöèòå S±(λ), T∓(λ) è D±(λ) ñà ìíîæèòåëè îò ðàçëîæåíèåòî íà �àóñ íàìàòðèöàòà íà ðàçñåéâàíåòî T (λ)

T (λ) = T∓(λ)D±(λ)(S±(λ))−1.ßâíèÿò âèä íà ïîñî÷åíèòå ìíîæèòåëè çà àëãåáðà g ñå äàâà îò ñëåäíèòå �îðìóëè
T±(λ) = exp

(

∑

α∈∆+

t±,αE±α

)

, D+(λ) = exp

(

r
∑

k=1

2d+
k Hk

(αk, αk)

)

,

S±(λ) = exp

(

∑

α∈∆+

s±,αE±α

)

, D−(λ) = exp

(

r
∑

k=1

2d−w0Hk

(αk, αk)

)

,



2. Íåîáõîäèìè ñâåäåíèÿ îò òåîðèÿòà íà èíòåãðèðóåìèòå ñèñòåìè 21êúäåòî w0 å åëåìåíò íà Âàéëîâàòà ãðóïà, êîéòî èçîáðàçÿâà ìàêñèìàëíîòî òåãëî çà äà-äåíî íåïðèâîäèìî ïðåäñòàâÿíå â ìèíèìàëíîòî. Â ñëó÷àÿ íà àëãåáðàòà sl(n) ìàòðè÷íèòååëåìåíòè íà D± ñå äàâàò îò
D+

jj(λ) =
m+

j (λ)

m+
j−1(λ)

, D−
jj(λ) =

m−
n−j+1(λ)

m−
n−j(λ)

, (2.24)êúäåòî m+
j è m−

n−j ñà ãëàâíèòå ìèíîðè íà ìàòðèöàòà íà ðàçñåéâàíåòî
m+

j =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

T11 T12 . . . T1j

T21 T22 . . . T2j... ... . . . ...
Tj 1 Tj 2 . . . Tjj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, m−
n−j =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Tn−j+1 n−j+1 Tn−j+1n−j+2 . . . Tn−j+1n

Tn−j+2 n−j+1 Tn−j+2n−j+1 . . . Tn−j+2n... ... . . . ...
Tn n−j+1 Tn n−j+2 . . . Tnn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.Åäíî îò îñíîâíèòå ïðèëîæåíèÿ íà �óíäàìåíòàëíèòå àíàëèòè÷íè ðåøåíèÿ ñå îòíàñÿäî ïoñòðîÿâàíåòî íà ðåçîëâåíòåí îïåðàòîð çà îïåðàòîðà L. Ïîä ðåçîëâåíòåí îïåðàòîð(ðåçîëâåíòà) ùå ðàçáèðàìå èíòåãðàëíèÿ îïåðàòîð
R(λ)f(x) =

∫ ∞

−∞
R(x, y, λ)f(y)dy, (2.25)êîéòî óäîâëåòâîðÿâà ðàâåíñòâîòî

L(λ)R(λ) = 11 (2.26)èëè èçðàçåíî ÷ðåç èíòåãðàëíîòî ÿäðî R

LR(x, y, λ) = δ(x− y)11.Ñòîéíîñòèòå íà ñïåêòðàëíèÿ ïàðàìåòúð λ, çà êîèòî ðåçîëâåíòàòà R(λ) íå å äå�èíèðàíà,ïðèíàäëåæàò íà ñïåêòúðà íà L, à òî÷êèòå îò íåãîâîòî äîïúëíåíèå ñå íàðè÷àò ðåãóëÿðíè.Èçîáùî êàçàíî, ñïåêòúðúò íà îïåðàòîðà L ñå ñúñòîè îò íåïðåêúñíàòà êîìïîíåíòà è îòíàáîð îò äèñêðåòíè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè.Ñ äèðåêòíà ïðîâåðêà ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å çà ñëó÷àÿ íà sl(n) ÿäðîòî íà ðåçîëâåí-òàòà ñå èçðàçÿâà ÷ðåç ðåøåíèÿòà χ± ïî ñëåäíèÿ íà÷èí [46℄
R(x, y, λ) =

{

R+(x, y, λ) = iχ+(x, λ)Θ+(x− y)(χ+(y, λ))−1, Imλ > 0

R−(x, y, λ) = −iχ−(x, λ)Θ−(x− y)(χ−(y, λ))−1, Imλ < 0êúäåòî
Θ±(x− y) = θ(∓(x− y))

a
∑

p=1

Epp − θ(±(x− y))

(11− a
∑

p=1

Epp

)

,êúäåòî a å ðàâíî íà áðîÿ íà ïîëîæèòåëíèòå äèàãîíàëíè åëåìåíòè íà ìàòðèöàòà J .Íåïðåêúñíàòà ÷àñò íà ñïåêòúðà íà L ñå îïðåäåëÿ îò óñëîâèåòî ÿäðîòî íà ðåçîëâåíòàòà
R äà íå ïðèòåæàâà ãðàíèöà ïðè x → ±∞, êîåòî âîäè äî ðàçõîäèìîñò íà èíòåãðàëà



2. Íåîáõîäèìè ñâåäåíèÿ îò òåîðèÿòà íà èíòåãðèðóåìèòå ñèñòåìè 22(2.25). Â ñëó÷àé íà ðåàëåí Êàðòàíîâ åëåìåíò J íåïðåêúñíàòèÿò ñïåêòúð ñúâïàäà ñðåàëíàòà ïðàâà â λ-ðàâíèíàòà. Äèñêðåòíàòà ÷àñò íà ñïåêòúðà, îò ñâîÿ ñòðàíà, å ñâúðçàíàñ íàëè÷èåòî íà ïîëþñíè îñîáåíîñòè â èçðàçà çà R. Òàêúâ òèï îñîáåíîñòè ìîãàò äàâúçíèêíàò, àêî ãëàâíèòå ìèíîðè íà T èìàò íóëè.Äðóãî ïðèëîæåíèå íà �óíäàìåíòàëíèòå àíàëèòè÷íè ðåøåíèÿ å ñâúðçàíî ñ �îðìó-ëèðàíå íà ìåòîäà íà îáðàòíàòà çàäà÷à êàòî îáîáùåíèå íà ïðåîáðàçîâàíèåòî íà Ôóðèå.Ïî àíàëîãèÿ ñ ïëîñêèòå âúëíè exp(ikx), êîèòî èãðàÿò ðîëÿòà íà áàçèñ âúâ Ôóðèå àíà-ëèçà, è â òåîðèÿòà íà èíòåãðèðóåìèòå ñèñòåìè ñå âúâåæäàò áàçèñíè �óíêöèè. Òå ñåíàðè÷àò "êâàäðàòè"íà ðåøåíèÿòà, òúé êàòî â íàé-ïðîñòèÿ ñëó÷àé íà sl(2) àëãåáðàòà èêëàñè÷åñêàòà ñèñòåìà íà Çàõàðîâ-Øàáàò ñå èçðàçÿâàò êâàäðàòè÷íî ÷ðåç êîìïîíåíòèòåíà ðåøåíèÿòà íà Éîñò. Îáùàòà äå�èíèöèÿ íà "êâàäðàòèòå"íà ðåøåíèÿòà çà ïðîèçâîëíàïðîñòà àëãåáðà g å ñëåäíàòà
e±α (x, λ) = PJ

[

χ±(x, λ)Eα(χ±(x, λ))−1
]

, h±j (x, λ) = PJ

[

χ±(x, λ)Hj(χ
±(x, λ))−1

]

,(2.27)êúäåòî PJ : g 7→ g/ ker ad J "îòðÿçâà"äèàãîíàëíàòà ÷àñò íà ñúîòâåòíàòà ìàòðèöà. Ïî-äîáíè êîìáèíàöèè îò �óíäàìåíòàëíèòå àíàëèòè÷íè ðåøåíèÿ åñòåñòâåíî âúçíèêâàò ïðèðàçãëåæäàíå íà Âðîíñêèàíñêè ñúîòíîøåíèÿ
[(χ±)−1Jχ± − J ]|∞−∞ = i

∫ ∞

−∞
d x(χ±)−1[q, J ]χ±,êîèòî ïîçâîëÿâàò äà ñå èçðàçÿò äàííèòå íà ðàçñåéâàíåòî êàòî îáîáùåíî Ôóðèå ïðåîá-ðàçîâàíèå íà ïîòåíöèàëà.Êâàäðàòèòå íà ðåøåíèÿòà ñà ñîáñòâåíè �óíêöèè íà îïåðàòîðà

ΛX = ad−1
J

{

i∂xX
f +

[

q,Xf
]f
}

+ i

∫ x

±∞
d y
[

ad −1
J q(x),

[

q(y), Xf
]d
]

.�îðíèòå èíäåêñè d è f áåëåæàò âçèìàíå íà äèàãîíàëíàòà èëè íåäèàãîíàëíàòà ÷àñò íàäàäåíàòà ìàòðèöà ñúîòâåòíî.Çàáåëåæêà 1: Ñèìâîëúò ad −1
J íå ñëåäâà äà ñå ðàçáèðà áóêâàëíî, òúé êàòî ad J èìà íåò-ðèâèàëíî ÿäðî è íå ñúùåñòâóâà îáðàòíî èçîáðàæåíèå. Òóê ïî îïðåäåëåíèå ad J äåéñòâàñàìî âúðõó ìàòðèöè ñ íóëåâè äèàãîíàëíè åëåìåíòè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

(ad JX)ij = (Ji − Jj)Xij ,ðåñïåêòèâíî íåãîâîòî îáðàòíî èçîáðàæåíèå èìà âèäà
(ad JX)ij :=

Xij

Ji − Jj

.



2. Íåîáõîäèìè ñâåäåíèÿ îò òåîðèÿòà íà èíòåãðèðóåìèòå ñèñòåìè 232.3 �åäóêöèèÂ íàñòîÿùèÿ ïàðàãðà� ùå ïðèñòúïèì êúì ðàçãëåæäàíå íà ìåòîäà íà ðåäóêöèèòå íàÌèõàéëîâ. Òîé ïðåäñòàâëÿâà åäèí å�åêòèâåí íà÷èí çà ïîëó÷àâàíå íà íîâè èíòåãðèðó-åìè óðàâíåíèÿ.Íåêà å äàäåíà êðàéíàòà ãðóïà GR, êîÿòî ùå íàðè÷àìå ãðóïà íà ðåäóêöèèòå è êîÿòîäåéñòâà â ìíîæåñòâîòî íà �óíêöèèòå {F (x, λ)}, âçèìàùè ñòîéíîñòè â ãðóïàòà G, ïîñëåäíèÿ íà÷èí
K : F (x, λ) → F̃ (x, λ) = K

(

F
(

x, κ−1(λ)
))

, K ∈ Aut(G),êàòî κ : C → C å êîí�îðìíî èçîáðàæåíèå. Òîâà äåéñòâèå ïîðàæäà ïî åñòåñòâåí íà÷èíäåéñòâèå âúðõó äè�åðåíöèàëíèòå îïåðàòîðè íà Ëàêñ
L→ L̃ = KLK−1, M → M̃ = KMK−1. (2.28)Íàëàãàìå åñòåñòâåíîòî óñëîâèå çà GR -èíâàðèàíòíîñò íà ìíîæåñòâîòî íà �óíäàìåí-òàëíèòå ðåøåíèÿ íà ÑÇØ, ò.å. àêî ψ å ðåøåíèå íà ÑÇØ, òî è ψ̃ = Kψ äà áúäå íåéíîðåøåíèå. Òîãàâà îò (2.28) ìîãàò äà ñå èçâåäàò ñèìåòðèéíè èçèñêâàíèÿ âúðõó U(x, λ)è V (x, λ), êîèòî ùå áúäàò äåìîíñòðèðàíè íà êîíêðåòíè ïðèìåðè ïî-äîëó. Òåçè èçèñê-âàíèÿ íàìàëÿâàò áðîÿ íà íåçàâèñèìèòå êîìïîíåíòè íà q (íåçàâèñèìèòå ïîëåòà). Òîçè�àêò îáÿñíÿâà ïðîèçõîäà íà èìåòî íà ãðóïàòà GR.Íàëàãàíåòî íà ñèìåòðèè âúðõó ïîòåíöèàëèòå U(x, λ) è V (x, λ) âîäè äî ïîäîáíî óñ-ëîâèå è âúðõó çàêîíà çà äèñïåðñèÿ íà ñúîòâåòíîòî ÍÅÓ. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å íå âñåêè òèïðåäóêöèÿ å íåïðåìåííî âúçìîæåí çà äàäåíî ÍÅÓ � òîé òðÿáâà äà å ñúãëàñóâàí ñ âèäàíà äèñïåðñèîííèÿ çàêîí.Íåêà äà èëþñòðèðàìå äîòóê êàçàíîòî ñ ïîìîùòà íà íÿêîëêî ïðèìåðà.Ïðèìåð 1: Äà ðàçãëåäàìå ÑÇØ, ñâúðçàíà ñ îðòîãîíàëíàòà àëãåáðà so(2r+1,C). Íåêàå äàäåíî äåéñòâèå íà ãðóïàòà Z2 âúðõó �óíäàìåíòàëíèòå ðåøåíèÿ îò âèäà

K : ψ(x, λ) → ψ̃(x, λ) = K
(

ψ† (x, λ∗)
)−1

K−1, K ∈ SO(2r + 1,C).Â ÷àñòíîñò, òîâà îçíà÷àâà, ÷å �óíäàìåíòàëíèòå àíàëèòè÷íè ðåøåíèÿ χ+(x, λ) è χ−(x, λ)ñà ñâúðçàíè ïîìåæäó ñè
χ−(x, λ) = K

[

(

χ+ (x, λ∗)
)†
]−1

K−1. (2.29)Òîãàâà ïîòåíöèàëèòå U è V óäîâëåòâîðÿâàò âðúçêèòå
KU †(x, λ∗)K−1 = U(x, λ), KV †(x, λ∗)K−1 = V (x, λ), (2.30)

⇒ Kq†(x)K−1 = q(x), KJK−1 = J, KV †
k (x)K−1 = Vk(x). (2.31)



2. Íåîáõîäèìè ñâåäåíèÿ îò òåîðèÿòà íà èíòåãðèðóåìèòå ñèñòåìè 24Çà äà áúäå òúæäåñòâåíî óäîâëåòâîðåíî èçèñêâàíåòî âúðõó Êàðòàíîâèÿ åëåìåíò J , åäîñòàòú÷íî äà èçáåðåì K îò Êàðòàíîâàòà ïîäãðóïà: K = diag (ǫ1, . . . , ǫr, 1, ǫr, . . . , ǫ1),
ǫk = ±1 ïðè k = 1, . . . , r. Òîãàâà ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå âðúçêè çà q

qjk =











ǫjǫkq
∗
kj , j, k = 1, . . . , r, j > k,

ǫkq
∗
kj , j = r + 1, k = 1, . . . , r,

ǫ2(r+1)−j ǫkq
∗
kj, j = r + 2, . . . , 2r + 1, k = 1, . . . , r.

(2.32)Â ðåçóëòàò îò äåéñòâèåòî íà òàçè ðåäóêöèÿ áðîÿò íà íåçàâèñèìèòå êîìïîíåíòè q ñåíàìàëÿâà îò 2r2 íà r2. Îò äå�èíèöèÿòà íà äèñïåðñèîííèÿ çàêîí (2.16) è îò (2.30) ïî-ëó÷àâàìå, ÷å å â ñèëà óñëîâèåòî Kf †(λ∗)K−1 = f(λ). 2Ïðèìåð 2: Íåêà îòíîâî å äàäåíà ÑÇØ, ñâúðçàíà ñ so(2r+1,C). Òîçè ïúò äà ðàçãëåäàìå
Z2 ðåäóêöèÿòà

ψ̃(x, λ) = K(ψT (x,−λ))−1K−1, K ∈ SO(2r + 1,C).Àíàëèòè÷íèòå ðåøåíèÿ χ+(x, λ) è χ−(x, λ) ñà ñâúðçàíè ïîñðåäñòâîì
χ−(x, λ) = K

[

(

χ+ (x,−λ)
)T
]−1

K−1. (2.33)Â òîçè ñëó÷àé óñëîâèÿòà âúðõó U è V ñà ñëåäíèòå
KUT (x,−λ)K−1 = −U(x, λ), KV T (x,−λ)K−1 = −V (x, λ) (2.34)
⇒ KqT (x)K−1 = −q(x), KJK−1 = J. (2.35)Èçáèðàéêè ìàòðèöàòà K êàêòî è â ïðåäèøíèÿ ïðèìåð, ñòèãàìå äî âðúçêèòå
qjk = −











ǫjǫkqkj , j, k = 1, . . . , r, j > k,

ǫkqkj , j = r + 1, k = 1, . . . , r,

ǫ2(r+1)−j ǫkqkj , j = r + 2, . . . , 2r + 1, k = 1, . . . , r.

(2.36)Áðîÿò íà íåçàâèñèìèòå êîìïîíåíòè è òóê å r2. Âçèìàéêè ãðàíèöàòà ïðè x → ±∞ îò(2.34) è ñïîìíÿéêè ñè îïðåäåëåíèåòî íà äèñïåðñèîíåí çàêîí (2.16), ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòîñúîòíîøåíèå
KfT (−λ)K−1 = −f(λ). (2.37)Âúâ âñè÷êè ñëó÷àè, êîèòî ïðåäñòàâëÿâàò èíòåðåñ çà íàñ ïî-íàòàòúê, äèñïåðñèîííèÿòçàêîí å ïðîïîðöèîíàëåí íà íÿêàêúâ Êàðòàíîâ åëåìåíò, ò.å. KfT (λ)K−1 = f(λ). Ñëå-äîâàòåëíî óäîâëåòâîðÿâàíåòî íà (2.37) å âúçìîæíî ñàìî, àêî f(λ) å íå÷åòåíïîëèíîì íà ñïåêòðàëíèÿ ïàðàìåòúð. 2



2. Íåîáõîäèìè ñâåäåíèÿ îò òåîðèÿòà íà èíòåãðèðóåìèòå ñèñòåìè 252.4 Çàäà÷à íà �èìàí-ÕèëáåðòÇàäà÷àòà íà �èìàí-Õèëáåðò (Ç�Õ) å åäíà îò êëàñè÷åñêèòå çàäà÷è îò òåîðèÿòà íà àíà-ëèòè÷íèòå �óíêöèè íà åäíà íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà (âæ. [1℄). Íåêà å äàäåíà ãëàäêàòà,çàòâîðåíà è ïðîñòà êðèâà γ : (a, b) → C è �óíêöèÿòà G, äå�èíèðàíà è íåïðåêúñíàòàâúðõó êðèâàòà è âçèìàùà ñòîéíîñòè â GL(n,C) èëè â íÿêîÿ íåéíà ïîäãðóïà. Êðèâàòà
γ ðàçäåëÿ êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà íà äâå îáëàñòè: âúòðåøíà îáëàñò D− è âúíøíà D+.Òúðñèì ìàòðè÷íîçíà÷íè �óíêöèè Ψ+(λ) è Ψ−(λ) àíàëèòè÷íè â D+ è D− ñúîòâåòíî,êîèòî ñà ñâúðçàíè ïîìåæäó ñè ÷ðåç ðàâåíñòâîòî

Ψ+(λ) = Ψ−(λ)G(λ), ∀λ ∈ γ. (2.38)Ïîðàäè ëîêàëíèÿ õàðàêòåð íà ðåëàöèÿòà (2.38) òàçè çàäà÷à íîñè èìåòî ëîêàëíà çàäà÷àíà �èìàí-Õèëáåðò, à �óíêöèÿòà G(λ) ñå íàðè÷à �óíêöèÿ íà ñúøèâàíå. Òàçè çàäà÷àñå ÿâÿâà ÷àñòåí ñëó÷àé íà íåëîêàëíàòà çàäà÷à íà �èìàí-Õèëáåðò, ïðè êîÿòî Ψ+(λ) è
Ψ−(λ) ñà ñâúðçàíè ïîñðåäñòâîì

Ψ+(λ) =

∫

γ

Ψ−(λ̃)G(λ̃, λ)d λ̃,êúäåòî T : γ × γ → GL(n,C) å íåïðåêúñíàòà �óíêöèÿ. Ëîêàëíàòà çàäà÷à ñå ïîëó÷àâàîò òàçè ïî-îáùà çàäà÷à ïðè ñïåöèàëíèÿ èçáîð: G(λ̃, λ) = δ(λ̃− λ)G(λ).Ïðè óñëîâèå ÷å det Ψ±(λ) íÿìà íóëè èëè ïîëþñè çà íèêîå λ ∈ D±, ðåøåíèåòî ñåíàðè÷à ðåãóëÿðíî, â ïðîòèâåí ñëó÷àé � ñèíãóëÿðíî. Íåêà Ψ±(λ) å åäíî ïðîèçâîëíî ðå-ãóëÿðíî ðåøåíèå íà Ç�Õ. Òîãàâà C(λ)Ψ±(λ) çà êîÿ äà å öÿëà ìàòðè÷íîçíà÷íà �óíêöèÿ
C ñúùî å ðåøåíèå íà Ç�Õ, ò. å. ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíà íååäíîçíà÷íîñò ïðè îïðåäåëÿíåíà ðåøåíèåòî. Àêî ïîèñêàìå C(λ)Ψ±(λ) äà áúäå ðåãóëÿðíî, òî îò òåîðåìàòà íà Ëèóâèëñå ïîëó÷àâà, ÷å ìíîæèòåëÿò C(λ) å êîíñòàíòà. Â òàêúâ ñëó÷àé, çà äà ñå îáåçïå÷è åäèí-ñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî, å íåîáõîäèìî äà ñå çàäàäå äîïúëíèòåëíî óñëîâèå (íîðìèðîâêà).Åäíî òàêîâà íîðìèðîâú÷íî óñëîâèå å êàíîíè÷íîòî

lim
λ→∞

Ψ+(λ) = 11. (2.39)�åãóëÿðíàòà Ç�Õ ìîæå äà ñå ñâåäå äî ñèíãóëÿðíî èíòåãðàëíî óðàâíåíèå ñ ïîìîùòàíà àíçàöà
Ψ±(λ) = 11+ lim

|n(λ)|→0

∫

γ

ψ(λ̃)

λ̃− λ± n(λ̃)
d λ̃, (2.40)êúäåòî n(λ̃) å íîðìàëàòà êúì êðèâàòà γ â òî÷êàòà λ̃. Â ÷àñòíîñò ïðè γ ≡ R íîðìàëàòàå ñ �èêñèðàíî íàïðàâëåíèå è çàòîâà n(λ̃) = iǫ çà íÿêàêâî ǫ > 0. Ñëåä êàòî çàìåñòèì(2.40) â (2.38) è èçïîëçâàìå èçâåñòíèòå �îðìóëè íà Ñîõîöêè-Ïëåìåë

Ψ±(λ) = 11+ v.p.

∫

γ

ψ(λ̃)

λ̃− λ
d λ̃∓ iπψ(λ),



2. Íåîáõîäèìè ñâåäåíèÿ îò òåîðèÿòà íà èíòåãðèðóåìèòå ñèñòåìè 26ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî èíòåãðàëíî óðàâíåíèå çà ψ
iπψ(λ)(G(λ) + 11)(G(λ) − 11)−1 + 11+ v.p.

∫

γ

ψ(λ̃)

λ̃− λ
d λ̃ = 0. (2.41)�åøàâàíåòî íà òîâà ñèíãóëÿðíî óðàâíåíèå ïîçâîëÿâà äà ñå ðåøè è Ç�Õ â ðåãóëÿðíèÿñëó÷àé.Íàìèðàíåòî íà ðåøåíèÿ íà Ç�Õ, êîèòî èìàò ïîëþñíè îñîáåíîñòè, å ïî-íåòðèâèàëíî.Â íàé-ïðîñòèÿ ñëó÷àé íà ñêàëàðíà Ç�Õ, çàäà÷àòà ëåñíî ñå ñâåæäà äî ðåãóëÿðíà Ç�Õ.Íåêà Ψ± ñà ðåøåíèÿ íà Ç�Õ è Ψ+ èìà ïðîñòè íóëè â òî÷êèòå λ+
k ∈ D+, k = 1, . . . , n, à

Ψ− èìà ïðîñòè ïîëþñè â λ−k ∈ D
−. Òîãàâà �óíêöèèòå

Ψ±
0 (λ) =

n
∏

k=1

λ− λ−k
λ− λ+

k

Ψ±(λ)íÿìàò íèòî íóëè, íèòî ïîëþñè â äå�èíèöèîííèòå ñè îáëàñòè è óäîâëåòâîðÿâàò ñúùîòîóñëîâèå çà íîðìèðîâêà, êàêòî è Ψ±. Ñëåäîâàòåëíî òå ñà ðåøåíèÿ íà ðåãóëÿðíà Ç�Õñúñ ñúùàòà �óíêöèÿ íà ñúøèâàíå. È òàêà ïîçíàâàíåòî íà ðåãóëÿðíî ðåøåíèå íà Ç�Õè ðàçïîëîæåíèåòî íà îñîáåíîñòèòå íà ñèíãóëÿðíîòî ðåøåíèå, êîåòî òúðñèì, ïîçâîëÿ-âà ïîñëåäíîòî äà áúäå íàìåðåíî ÷ðåç ïðèëàãàíå íà ïðîñòà ïðîöåäóðà íà îáëè÷àíå íàðåãóëÿðíîòî ðåøåíèå
Ψ±

0 (λ) 7→ Ψ±(λ) = g(λ)Ψ±
0 (λ), (2.42)êúäåòî ìíîæèòåëÿò g(λ) å àíàëèòè÷åí â öÿëàòà êîìïëåêñíà ðàâíèíà ñ èçêëþ÷åíèå íàêðàåí áðîé ïðåäïèñàíè òî÷êè, â êîèòî èìà îñîáåíîñòè, è óäîâëåòâîðÿâà íîðìèðîâêàòà

lim
λ→∞

g(λ) = 1. (2.43)Màòðè÷íèÿò ñëó÷àé ñå òðåòèðà ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí íà ñêàëàðíèÿ, ò.å.
Ψ±

0 (λ) 7→ Ψ±(λ) =

[11+
∑

k

(

Ak

λ− λ+
k

+
Bk

λ− λ−k

)

]

Ψ±
0 (λ), (2.44)êúäåòî è òóê λ±k ∈ D±, à Ak è Bk ñà ëèíåéíè îïåðàòîðè â Cn. Ïî-ñëîæíàòà ñòðóêòóðàíà îáëè÷àùèÿ ìíîæèòåë ïîðàæäà äîïúëíèòåëåí ïðîèçâîë, ñâúðçàí ñ èçáîðà íà îïåðà-òîðèòå Ak è Bk. Òúé êàòî äàäåí îïåðàòîð å îïðåäåëåí, êîãàòî å èçâåñòíî ÿäðîòî ìóè ðåñòðèêöèÿòà ìó âúðõó îáðàçà, òî òîâà å èí�îðìàöèÿòà íåîáõîäèìà çà åäíîçíà÷íîçàäàâàíå è íà ñèíãóëÿðíîòî ðåøåíèå (2.44). Â ÷àñòíîñò, àêî îïåðàòîðúò å ïðîåêòîð, òîäîñòàòú÷íî å äà çíàåì ÿäðîòî è îáðàçà ìó (ðåñòðèêöèÿòà íà ïðîåêòîðà âúðõó îáðàçàäàâà ïðîñòî èäåíòèòåòà).Ñúùåñòâóâà äúëáîêà âðúçêà ìåæäó ìåòîäà íà îáðàòíàòà çàäà÷à è Ç�Õ. Íàèñòèíà,ñúîòíîøåíèÿòà (2.23) ìîæå äà ñå ïðåíàïèøàò òàêà

χ+(x, t, λ) = χ−(x, t, λ)G0(t, λ), G0(t, λ) =
(

S−(t, λ)
)−1

S+(t, λ). (2.45)



2. Íåîáõîäèìè ñâåäåíèÿ îò òåîðèÿòà íà èíòåãðèðóåìèòå ñèñòåìè 27Òóê å ïî-óäîáíî äà èçïîëçâàìå "íîðìèðàíèòå"�óíäàìåíòàëíè ðåøåíèÿ η±, òúé êàòî çàòÿõ å â ñèëà êàíîíè÷íàòà íîðìèðîâêà (2.39) çà ðàçëèêà îò χ±. �åøåíèÿòà η± óäîâëåò-âîðÿâàò àíàëîãè÷íî ñúîòíîøåíèå
η+(x, t, λ) = η−(x, t, λ)G(x, t, λ), G(x, t, λ) = e−iλJxG0(t, λ)eiλJx. (2.46)Òîâà îçíà÷àâà, ÷å �óíäàìåíòàëíèòå àíàëèòè÷íè ðåøåíèÿ ìîãàò äà ñå èíòåðïðåòèðàòêàòî ðåøåíèÿ (èçîáùî êàçàíî ñèíãóëÿðíî) íà ëîêàëíà Ç�Õ, ïðè êîÿòî êîíòóðúò γ ñúâ-ïàäà ñ R. Îêàçâà ñå, ÷å å âÿðíî è îáðàòíîòî: íåêà η±(x, t, λ) å ðåøåíèå íà Ç�Õ (2.46) ñ�óíêöèÿ íà ñúøèâàíå, êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà

i∂xG(x, t, λ) − λ[J,G(x, t, λ)] = 0, (2.47)
i∂tG(x, t, λ) + [f(λ), G(x, t, λ)] = 0, (2.48)êúäåòî ìàòðè÷íîçíà÷íàòà �óíêöèÿ f èìà ðåàëíè êîå�èöèåíòè, ò. å. f(λ) ∈ Gl(n,R) ïðè

λ ∈ R. Òîãàâà �óíêöèèòå χ±(x, t, λ) = η±(x, t, λ) exp(−iλJx) ñà �óíäàìåíòàëíè àíàëè-òè÷íè ðåøåíèÿ íà çàäà÷àòà íà Çàõàðîâ-Øàáàò. Äîêàçàòåëñòâîòî íà òîâà òâúðäåíèå ñåáàçèðà íà ðàçãëåæäàíåòî íà âñïîìàãàòåëíèòå �óíêöèè
Ξ± = i∂xη

±(η±)−1 + λ
(

η±J(η±)−1 − J
)

.Êàòî ñå îò÷åòàò ðàâåíñòâàòà (2.46) è (2.47) ëåñíî ñå ïîêàçâà, ÷å
Ξ+ = Ξ−, λ ∈ R.Ñëåäîâàòåëíî �óíêöèÿòà

Ξ =

{

Ξ+, Im (λ) ≥ 0

Ξ−, Im (λ) ≤ 0.å àíàëèòè÷íà â öÿëàòà êîìïëåêñíà ðàâíèíà. Îò äðóãà ñòðàíà òÿ å îãðàíè÷åíà è ñúãëàñíîòåîðåìàòà íà Ëèóâèë íå çàâèñè îò ñïåêòðàëíèÿ ïàðàìåòúð λ. Òîãàâà íåêà äà îçíà÷èì
i∂xη

±(η±)−1 + λ
(

η±J(η±)−1 − J
)

= −q. (2.49)Ñëåä êàòî óìíîæèì äâåòå ñòðàíè íà òîâà ðàâåíñòâî ñ η± exp(−iλJx), ñå óáåæäàâàìå, ÷å�óíêöèèòå χ±, äå�èíèðàíè ïî-ãîðå, ñà �óíäàìåíòàëíè àíàëèòè÷íè ðåøåíèÿ íà ñèñòå-ìàòà íà Çàõàðîâ-Øàáàò ñ ïîòåíöèàë q.Àêî ñå íàïðàâè ãðàíè÷åí ïðåõîä â (2.49) ïðè λ → ∞, òî ñå äîñòèãà äî ñëåäíàòàïðîñòà âðúçêà
q(x) = lim

λ→∞
[J, η±(x, λ)]. (2.50)È òàêà, çà äà ïðåñìåòíåì ðåøåíèåòî q, å íåîáõîäèìî äà çíàåì ñàìî êîå�èöèåíòà ïðåä

λ−1 â àñèìïòîòè÷íîòî ðàçëîæåíèå íà �óíäàìåíòàëíîòî ðåøåíèå. ×àñòåí ñëó÷àé, êîéòîïðåäñòàâëÿâà îñîáåí èíòåðåñ, å êîãàòî G = 11. Òîãàâà ðåøåíèÿòà íà Ç�Õ ñúîòâåòñò-âàò íà áåçîòðàæàòåëíè ïîòåíöèàëè íà çàäà÷àòà íà Çàõàðîâ-Øàáàò (ðåñï. íà ñîëèòîííè



2. Íåîáõîäèìè ñâåäåíèÿ îò òåîðèÿòà íà èíòåãðèðóåìèòå ñèñòåìè 28ðåøåíèÿ íà ÍÅÓ). Òîâà ïîòâúðæäàâà òâúðäåíèåòî, ÷å áåçîòðàæàòåëíèòå ïîòåíöèàëè(ðåñï. ñîëèòîííèòå ðåøåíèÿ) ñà íàé-ïðîñòèÿ êëàñ îò ïîòåíöèàëè (ðåñï. ðåøåíèÿ).Íàëè÷èåòî íà ðåäóêöèÿ íàëàãà äîïúëíèòåëíè óñëîâèÿ âúðõó �óíäàìåíòàëíèòå àíà-ëèòè÷íè ðåøåíèÿ è îòòóê íà �óíêöèÿòà íà ñúøèâàíå. Íàïðèìåð, â ñëó÷àÿ íà Z2 ðå-äóêöèÿ îò òèïà
χ−(x, λ) = K[χ+(x, λ∗)]−1K−1 (2.51)

G(λ) óäîâëåòâîðÿâà èçèñêâàíåòî
G(λ) = KG†(λ)K−1.



3. ÍÅÓ, ÑÂÚ�ÇÀÍÈ Ñ ÕÎÌÎ�ÅÍÍÈ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ I.
Z2-�ÅÄÓÖÈ�ÀÍÈ N -ÂÚËÍÎÂÈ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÂ íàñòîÿùàòà ãëàâà ñà èçëîæåíè îðèãèíàëíè ðåçóëòàòè ïî ïîëó÷àâàíåòî íà íîâè èíòåã-ðèðóåìè ñèñòåìè, ñâúðçàíè ñ õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà è òåõíèòå ñîëèòîííè ðåøåíèÿ.Ïî-êîíêðåòíî, ñòàâà äóìà çà óðàâíåíèÿ îò òèïà íà N-òå âúëíè, ñâúðçàíè ñ ïðîñòè àë-ãåáðè íà Ëè îò ñåðèèòå Br, Cr è Dr. Èçâåñòíî å, ÷å N-âúëíîâèòå ñèñòåìè íàìèðàòïðèëîæåíèÿ âúâ �èçèêàòà [30, 21℄ è ìàòåìàòèêàòà [38℄. Òîâà ìîòèâèðà îïðåäåëåí èíòå-ðåñ êúì òÿõíîòî èçó÷àâàíå. Òàêà íàïðèìåð, â [50, 49℄ ñà êëàñè�èöèðàíè è àíàëèçèðàíèäîïóñòèìèòå Z2 ðåäóêöèè çà óðàâíåíèÿ íà N-òå âúëíè çà ïðîñòè àëãåáðè íà Ëè ñ íèñúêðàíã.Ïðèìåðèòå íà N-âúëíîâè ñèñòåìè, êîèòî ñå ñúäúðæàò òàçè ãëàâà, ñå ïîëó÷àâàò ñëåäïðèëàãàíå íà ìåòîäà íà ðåäóêöèèòå çà ãðóïàòà Z2. Îáùèòå ðåçóëòàòè ñà èëþñòðèðàíè÷ðåç ÷àñòíèòå ñëó÷àè íà Z2-ðåäóöèðàíè 4-âúëíîâè ñèñòåìè, ñúîòâåòñòâàùè íà àëãåáðèòåñ íàé-íèñúê ðàíã. Åäíà îò òåçè ñèñòåìè íàìèðà ïðèëîæåíèå â òåîðèÿòà íà �àìàíîâî-òî ðàçñåéâàíå. Çà èçâåäåíèòå ñèñòåìè îò íåëèíåéíè óðàâíåíèÿ ñà ïðåñìåòíàòè ÷àñòíèðåøåíèÿ îò ñîëèòîíåí òèï ñ ïîìîùòà íà òåõíèêà íà îáëè÷àíå. Òîâà èçèñêâà êîíñòðóèðà-íåòî íà ïîäõîäÿù îáëè÷àù ìíîæèòåë çà àëãåáðèòå îò ñïîìåíàòèòå ñåðèè è îò÷èòàíåòîíà äåéñòâèåòî íà ðåäóêöèÿòà. Íà ïîäðîáíîòî èçëîæåíèå íà òåçè âúïðîñè å ïîñâåòåíïúðâèÿò ïàðàãðà�. 3.1 Ìåòîä íà îáëè÷àíåòîÑúùåñòâóâàò ðàçëè÷íè ìåòîäè çà èíòåãðèðàíå íà íåëèíåéíè åâîëþöèîííè óðàâíåíèÿ.Íàé-îáùî òå ìîãàò äà ñå êëàñè�èöèðàò íà: äèðåêòíè ìåòîäè, êúì êîèòî ñïàäà ìåòîäúòíà Õèðîòà, è èíäèðåêòíè ìåòîäè, êîèòî âêëþ÷âàò óðàâíåíèÿòà íà �åë�àíä-Ëåâèòàí-Ìàð÷åíêî, ñâåæäàíå äî çàäà÷à íà �èìàí-Õèëáåðò è ïðåîáðàçîâàíèÿ îò òèïà íà Áåê-ëóíä. Åäèí ñïåöèàëåí ñëó÷àé íà àâòî-Áåêëóíä ïðåîáðàçîâàíèå ïðåäñòàâëÿâà ìåòîäúòíà îáëè÷àíåòî íà Çàõàðîâ-Øàáàò.Íåêà å èçâåñòíî ðåøåíèåòî q0 íà íåëèíåéíîòî åâîëþöèîííî óðàâíåíèå. Òî èãðàåðîëÿòà íà ïîòåíöèàë çà ÑÇØ

L0ψ0(x, λ) = i∂xψ0(x, λ) + (q0(x) − λJ)ψ0(x, λ) = 0. (3.1)Ïîçíàâàíåòî íà ïîòåíöèàëà íà òàçè ñèñòåìà ïîçâîëÿâà ïî ïðèíöèï äà ñå ïîëó÷àò íåãî-



3. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñ õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà I. Z2-ðåäóöèðàíè N -âúëíîâè óðàâíåíèÿ 30âèòå �óíäàìåíòàëíè ðåøåíèÿ. Äà ïðåäïîëîèì, ÷å ψ0 å êîå äà å îò òÿõ. Òîãàâà ìîæåìäà ïîñòðîèì íîâàòà �óíêöèÿ ψ1(x, λ) = g(x, λ)ψ0(x, λ), êúäåòî g âçèìà ñúùî ñòîéíîñòèâ ãðóïàòà G è ñå íàðè÷à îáëè÷àù ìíîæèòåë. Îò óñëîâèåòî ψ1 äà å ðåøåíèå íà ÑÇØ ñäðóã ïîòåíöèàë q1, ò.å.
L1ψ1(x, λ) = i∂xψ1(x, λ) + (q1(x) − λJ)ψ1(x, λ) = 0 (3.2)ïîëó÷àâàìå, ÷å îáëè÷àùèÿò ìíîæèòåë óäîâëåòâîðÿâà

i∂xg(x, λ) + q1(x)g(x, λ) − g(x, λ)q0(x) − λ[J, g(x, λ)] = 0. (3.3)Ïî-ãîðíîòî ðàâåíñòâî òðÿáâà äà å èçïúëíåíî òúæåäåñòâåíî ïî λ. Âðúçêàòà íà ÌÎÇ�ñúñ çàäà÷àòà íà �èìàí-Õèëáåðò íàëàãà èçâåñòíè îãðàíè÷åíèÿ âúðõó âèäà íà îáëè÷à-ùèÿ ìíîæèòåë. Òàêà íàïðèìåð, îò ñàìàòà âðúçêà (2.45) ñëåäâà, ÷å ìíîæèòåëÿò òðÿáâàäà áúäå àíàëèòè÷åí êàêòî â ãîðíàòà, òàêà è â äîëíàòà ïîëóðàâíèíà íà λ-ðàâíèíàòà ñèçêëþ÷åíèå íà êðàåí áðîé òî÷êè, â êîèòî òîé ìîæå äà èìà îñîáåíîñòè. Çàòîâà òîé ñåèçáèðà äà å ìåðîìîð�íà �óíêöèÿ íà ñïåêòðàëíèÿ ïàðàìåòúð λ îò âèäà
g(x, λ) = 11+

∑

k

∑

nk

Ank
(x)

(λ− λk)nk
.Ñâîáîäíèÿò ÷ëåí ñå �èêñèðà îò óñëîâèåòî íà êàíîíè÷íàòà íîðìèðîâêà (2.43). Íèå ùåñå îãðàíè÷èì ñ èçïîëçâàíå íà îáëè÷àùè ìíîæèòåëè îò âèäà

g(x, λ) = 11+
A(x)

λ− λ+
+

B(x)

λ− λ−
, (3.4)êàòî λ+ è λ− ñà ðàçïîëîæåíè â ãîðíàòà è â äîëíàòà ïîëóðàâíèíà ñúîòâåòíî.Ñëåä êàòî âçåìåì ãðàíèöàòà λ→ ∞ â óðàâíåíèåòî (3.3) è èçïîëçâàìå ÿâíèÿ âèä íàîáëè÷àùèÿ ìíîæèòåë (3.4), òî äîñòèãàìå äî ñëåäíèòå àëãåáðè÷íè ðåëàöèè

q1(x) = q0(x) + [J,A(x) +B(x)]. (3.5)Ïî-ãîðíèòå ðàâåíñòâà äàâàò îòãîâîð íà âúïðîñà êàê îò åäíî èçâåñòíî ðåøåíèå íà íå-ëèíåéíî óðàâíåíèå ìîæå äà ñå ïîñòðîè íîâî è èçîáùî êàçàíî íåòðèâèàëíî ðåøåíèå íàñúùîòî óðàâíåíèå. Çà öåëòà å íåîáõîäèìî ñàìî äà çíàåì âèäà íà n× n-ìàòðèöèòå A(x)è B(x). Å�åêòèâíîñòòà íà ìåòîäà ñå ñúñòîè â òîâà, ÷å ïîñî÷åíèòå âåëè÷èíè ìîãàò äàáúäàò èçðàçåíè ÷ðåç �óíäàìåíòàëíèòå àíàëèòè÷íè ðåøåíèÿ χ±
0 íà "íà÷àëíàòà"ÑÇØ.Íåêà äà àíàëèçèðàìå ïî-âíèìàòåëíî îáëè÷àùèÿ ìíîæèòåë (3.5). Íåãîâèÿò îáðàòåíùå òúðñèì îò âèäà

[g(x, λ)]−1 = 11+
C(x)

λ− λ−
+

D(x)

λ− λ+
. (3.6)Òóê ùå èçëîæèì àëãîðèòúì çà íàìèðàíå íà ìàòðè÷íîçíà÷íèòå �óíêöèè A, B, C è D.



3. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñ õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà I. Z2-ðåäóöèðàíè N -âúëíîâè óðàâíåíèÿ 31Òúé êàòî ïî äå�èíèöèÿ gg−1 = 11, òî óìíîæàâàíåòî íà (3.4) è (3.6) è ñðàâíÿâàíåòîíà êîå�èöèåíòèòå ïðåä åäíàêâèòå ïîëþñè âîäè äî ñëåäíèòå àëãåáðè÷íè ñúîòíîøåíèÿ
AD = 0, BC = 0, (3.7)

A

(11+
C

λ+ − λ−

)

+

(11+
B

λ+ − λ−

)

D = 0, (3.8)
B

(11+
D

λ− − λ+

)

+

(11+
A

λ− − λ+

)

C = 0. (3.9)Çà ïî-ãîëÿìî óäîáñòâî îòòóê íàòàòúê ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèòå îáîçíà÷åíèÿ
A = (λ+ − λ−)Ã, B = (λ− − λ+)B̃,

C = (λ− − λ+)C̃, D = (λ+ − λ−)D̃.Â íîâèòå îçíà÷åíèÿ ðàâåíñòâàòà (3.7)�(3.9) äîáèâàò âèäà
ÃD̃ = 0, B̃C̃ = 0, (3.10)

Ã
(11− C̃

)

+
(11− B̃

)

D̃ = 0, (3.11)
B̃
(11− D̃

)

+
(11− Ã

)

C̃ = 0. (3.12)Íåêà äà ïðåäñòàâèì òúðñåíèòå �óíêöèè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí
Ã(x) = X̃(x)F T (x), B̃(x) = Ỹ (x)GT (x), (3.13)
C̃(x) = Z(x)H̃T (x), D̃(x) = W (x)ÑT (x), (3.14)êúäåòî ìíîæèòåëèòå â ðàçëîæåíèåòî ïðåäñòàâëÿâàò ïðàâîúãúëíè n× s ìàòðèöè. Çà äàóäîâëåòâîðèì óñëîâèåòî (3.10), å äîñòàòú÷íî äà ïîèñêàìå

F TW = 0, GTZ = 0. (3.15)Îò âèäà íà îñòàíàëèòå äâå àëãåáðè÷íè óñëîâèÿ ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâàò äâå s×s ìàòðèöè
α̃ è β̃ òàêèâà, ÷å

(11− Ỹ GT )W = X̃α̃, F T (11− ZH̃T ) = −α̃ÑT , (3.16)
(11− X̃F T )Z = Ỹ β̃, GT (11−WÑT ) = −β̃H̃T . (3.17)Ïúðâàòà äâîéêà ðàâåíñòâà ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî ëèíåéíà ñèñòåìà çà X̃ è Ỹ .Íåéíîòî ðåøåíèå ñå äàâà îò
X̃ = [Z −W (GTW )−1β̃][F TZ − α̃(GTW )−1β̃]−1, (3.18)
Ỹ = [W − Z(F TZ)−1α̃][GTW − β̃(F TZ)−1α̃]−1. (3.19)Àíàëîãè÷íî âòîðàòà äâîéêà óðàâíåíèÿ èìà ñëåäíîòî ðåøåíèå çà H̃ è Ñ

H̃ = [F +G(W TG)−1α̃T ][ZTF − β̃T (W TG)−1α̃T ]−1, (3.20)
Ñ = [G+ F (ZTF )−1β̃T ][W TG− α̃T (ZTF )−1β̃T ]−1. (3.21)



3. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñ õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà I. Z2-ðåäóöèðàíè N -âúëíîâè óðàâíåíèÿ 32È òàêà çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî íàìèðàíå íà 6 ìàòðèöè: 4-òå ìíîæèòåëÿ F , G, Z è W èäâåòå ìàòðèöè α̃ è β̃. Îêàçâà ñå, ÷å F è G ñå ïîëó÷àâàò îò �óíäàìåíòàëíèòå àíàëèòè÷íèðåøåíèÿ χ±
0 (x, λ) íà ãîëàòà ëèíåéíà çàäà÷à. Çà äà ñå óáåäèì, ÷å òîâà íàèñòèíà å òàêà, ùåèçïîëçâàìå óðàâíåíèå (3.3) çà îáëè÷àùèÿ ìíîæèòåë. Ñëåä êàòî çàìåñòèì â íåãî àíçàöàçà g è ñðàâíèì êîå�èöèåíòèòå ïðåä (λ−λ+)−2 è (λ−λ−)−2, ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå ëèíåéíèäè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ

i∂xF
T − F T (q0 − λ+J) = γF T ,

i∂xG
T −GT (q0 − λ−J) = δGT .Òóê å ìîìåíòúò äà ñå âúçïîëçâàìå îò �àêòà, ÷å ðàçëîæåíèÿòà íà A è B ñà íååäíîçíà÷íè,ò.å. ìíîæèòåëèòå â òÿõ ñà îïðåäåëåíè ñ òî÷íîñò äî íÿêàêâà îáðàòèìà ìàòðèöà

X̃, F T → X̃C−1
1 , C1F

T ,

Ỹ , GT → Ỹ C−1
2 , C2G

T .Òîâà íè äàâà ïðàâî äà ïîäáåðåì C1 è C2 ïî òàêúâ íà÷èí, ÷å γ = δ ≡ 0 äà å â ñèëà. Ïðèòîçè èçáîð çà ìíîæèòåëèòå F è G ïîëó÷àâàìå
F T = F T

0 [χ+
0 (x, λ+)]−1, GT = GT

0 [χ−
0 (x, λ−)]−1, (3.22)êúäåòî F0 è G0 ñà êîíñòàíòíè ïðàâîúãúëíè n× s ìàòðèöè.Àíàëîãè÷íîòî ðàçãëåæäàíå íà ðåçèäóóìèòå â (3.3) âîäè äî ëèíåéíè äè�åðåíöèàëíèóðàâíåíèÿ çà α̃ è β̃

i∂xα̃ + (λ+ − λ−)F TJW = 0, (3.23)
i∂xβ̃ + (λ− − λ+)GTJZ = 0. (3.24)Çà äà ãè ðåøèì, òðÿáâà äà ïîçíàâàìå ìíîæèòåëèòå Z è W . Òå ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíèîò ñðàâíÿâàíåòî íà êîå�èöèåíòèòå ïðåä (λ − λ+)−2 è (λ − λ−)−2 â äè�åðåíöèàëíîòîóðàâíåíèå çà g−1

i∂xg
−1 − g−1q1 + q0g

−1 − λ[J, g−1] = 0. (3.25)Ïî àíàëîãèÿ ñúñ ñëó÷àÿ íà F è G è ñåãà ñå ïîëó÷àâàò ëèíåéíè äè�åðåíöèàëíè óðàâíå-íèÿ îò âèäà
i∂xW + (q0 − λ+J)W = 0, (3.26)

i∂xZ + (q0 − λ−J)Z = 0. (3.27)Ñëåäîâàòåëíî çà W è Z èìàìå
W (x) = χ+

0 (x, λ+)W0, Z(x) = χ−
0 (x, λ−)Z0, (3.28)



3. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñ õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà I. Z2-ðåäóöèðàíè N -âúëíîâè óðàâíåíèÿ 33êúäåòî W0 è Z0 ñà êîíñòàíòíè n × s ìàòðèöè. Ìàòðèöèòå F0, G0, Z0 è W0 íå ñà íå-çàâèñèìè. Ïîðàäè óñëîâèåòî (3.15) è îò÷èòàéêè �îðìóëè (3.22) è (3.28), äîñòèãàìå äîðåëàöèèòå
F T

0 W0 = 0, GT
0Z0 = 0. (3.29)�åîìåòðè÷åñêè òåçè ðàâåíñòâà îçíà÷àâàò, ÷å ïîäïðîñòðàíñòâàòà, ðàçïúíàòè îò ñòúëáî-âåòå íà F0 (ðåñï. íà G0) è îò ñòúëáîâåòå íà W0 (ðåñï. íà Z0), ñà âçàèìíî îðòîãîíàëíè.Âå÷å ðàçïîëàãàìå ñ íåîáõîäèìàòà èí�îðìàöèÿ, çà äà ðåøèì óðàâíåíèÿ (3.23) è(3.24). Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å ðåøåíèÿòà ñå äàâàò îò ñëåäíèòå èçðàçè

α̃(x) = −(λ+ − λ−)F T
0 [χ+

0 (x, λ+)]−1∂λχ
+
0 (x, λ+)W0 + α̃0, (3.30)

β̃(x) = −(λ− − λ+)GT
0 [χ−

0 (x, λ−)]−1∂λχ
−
0 (x, λ−)Z0 + β̃0, (3.31)êúäåòî α̃0 è β̃0 ñà èíòåãðàöèîííè êîíñòàíòè. Â ñîëèòîííèÿ ñåêòîð, ò.å. ïðè χ±

0 (x, λ) =

exp(−iλJx), ïîëó÷åíèòå ðåøåíèÿ ñèëíî ñå îïðîñòÿâàò
α̃ = i(λ+ − λ−)F T

0 JW0x+ α̃0, (3.32)
β̃ = i(λ− − λ+)GT

0 JZ0x+ β̃0, (3.33)Çà äà ñå âúçñòàíîâè âðåìåâàòà åâîëþöèÿ íà ðåøåíèåòî íà ÍÅÓ, ñëåäâà äà ñå èçâúðøèçàìÿíà íà èíòåãðàöèîííèòå êîíñòàíòè F0, G0 è ò.í. ñúãëàñíî ïî-äîëíèòå �îðìóëè
F T

0 → F T
0 e−if(λ+)t, GT

0 → GT
0 e−if(λ−)t, (3.34)

Z0 → eif(λ−)tZ0, W0 → eif(λ+)tW0, (3.35)
α̃0 → i(λ− − λ+)F T

0

f(λ+)

dλ
W0t+ α̃0, β̃0 → i(λ+ − λ−)GT

0

f(λ−)

dλ
Z0t+ β̃0. (3.36)Èçâîäúò íà òåçè ñúîòâåòñòâèÿ èçèñêâà äà ñå ñðàâíÿâàò êîå�èöèåíòèòå ïðè âñåêè ïîëþñâ äè�åðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå

i∂tg + V1g − gV0 = 0, (3.37)òàêà êàêòî òîâà áå íàïðàâåíî ïî-ãîðå çà óðàâíåíèå (3.3). Ñàìîòî óðàâíåíèå (3.37) ñåïîëó÷àâà ïðè êîìáèíèðàíåòî íà âòîðèòå ëèíåéíè çàäà÷è çà ψ0 è ψ1

M0(λ)ψ0(x, t, λ) := i∂tψ0(x, t, λ) + V0(x, t, λ)ψ0(x, t, λ) = ψ0(x, t, λ)C(λ), (3.38)
M1(λ)ψ1(x, t, λ) := i∂tψ1(x, t, λ) + V1(x, t, λ)ψ1(x, t, λ) = ψ1(x, t, λ)C(λ). (3.39)Òóê ñëåäâà äà ñå îòáåëåæè, ÷å ìàòðèöàòà C(λ) å åäíà è ñúùà çà äâåòå ëèíåéíè çàäà÷è,òúé êàòî òÿ íå çàâèñè îò ïîòåíöèàëà q íà ñúîòâåòíàòà ñèñòåìà íà Çàõàðîâ-Øàáàò.×ðåç äèðåêòíà ïðîâåðêà ìîæå äà ñå óñòàíîâè, ÷å det g = 1, ò. å. ìíîæèòåëÿò (3.4)âçèìà ñòîéíîñòè â ãðóïàòà SL(n,C).



3. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñ õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà I. Z2-ðåäóöèðàíè N -âúëíîâè óðàâíåíèÿ 34Àíçàöúò (3.4) ñúäúðæà â ñåáå ñè êàòî ÷àñòåí ñëó÷àé ìíîæèòåëÿò íà Çàõàðîâ èØàáàòçà àëãåáðàòà sl(n,C). Íàèñòèíà, íåêà äà ðàçãëåäàìå ÷àñòíèÿ ñëó÷àé, êîãàòî ìíîæèòåëÿòèìà ñàìî åäèí ïîëþñ
g(x, λ) = 11+

λ− − λ+

λ− λ−
B̃(x).Òîãàâà íåãîâèÿò îáðàòåí èìà âèäà

[g(x, λ)]−1 = 11+
λ+ − λ−

λ− λ+
D̃(x).Òúé êàòî ñåãà Ã = C̃ = 0, òî óñëîâèÿòà (3.10) ñà óäîâëåòâîðåíè àâòîìàòè÷íî. Äðóãèòåäâå àëãåáðè÷íè ñúîòíîøåíèÿ íè âîäÿò äî çàêëþ÷åíèåòî

B̃ = D̃ = P, P 2 = P. (3.40)Ùîì P å ïðîåêòîð, òî çà íåãî ñúùåñòâóâà ïðåäñòàâÿíåòî
P = W (GTW )−1GT , (3.41)êúäåòî W è G ñà ïîäõîäÿùè ìàòðè÷íîçíà÷íè �óíêöèè. Ñëåä ðàçãëåæäàíèÿ ïîäîáíè íàâå÷å íàïðàâåíèòå ìîæåì äà ñå óáåäèì, ÷å çà ìíîæèòåëèòå W è G ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà

W (x) = χ+
0 (x, λ+)W0, GT (x) = GT

0 [χ−
0 (x, λ−)]−1. (3.42)Äî òîçè ðåçóëòàò ìîæå äà ñå ñòèãíå è �îðìàëíî ñëåä ðåøàâàíå íà (3.16) (ðåñï. (3.17))ñïðÿìî ìíîæèòåëÿ Ỹ (ðåñï. ÑT ) è îò÷èòàíå íà �îðìóëè (3.22) è (3.28). Òàêà ñëåä êàòîâúâåäåì íîâèòå îáîçíà÷åíèÿ c(λ) = (λ − λ+)/(λ − λ−) çà êîå�èöèåíòà íà Áëÿøêå-Ïîòàïîâ, n(x) = W (x) è m(x) = G(x), òî âúçïðîèçâåæäàìå êëàñè÷åñêèÿ àíçàö íàÇàõàðîâ-Øàáàò

g(x, λ) = 11+ (c(λ) − 1)P (x). (3.43)Â ñëó÷àÿ íà ïðîåêòîð ñ ðàíã 1 å â ñèëà ïðåäñòàâÿíåòî
P (x) =

n(x)mT (x)

mT (x)n(x)
, (3.44)Â òîçè ïî-ïðîñò ñëó÷àé îáëå÷åíîòî ðåøåíèå ìîæå äà ñå ïðåñìåòíå ñ ïîìîùòà íà ïî-äîëíàòà âðúçêà

q1(x) = q0(x) + (λ− − λ+)[J, P (x)]. (3.45)Äðóã ÷àñòåí ñëó÷àé, êîéòî ùå èçïîëçâàìå ìíîãîêðàòíî ïî-íàòàòúê, ñå ïîëó÷àâà ïðèçàäàâàíå íà äîïúëíèòåëíîòî ñèìåòðèéíî èçèñêâàíå
gT (x, λ)Sg(x, λ) = S, (3.46)



3. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñ õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà I. Z2-ðåäóöèðàíè N -âúëíîâè óðàâíåíèÿ 35êúäåòî S å ìàòðèöàòà íà íÿêàêâà íåîñîáåíà áèëèíåéíà �îðìà. Â ñëó÷àÿ êîãàòî å èç-ïúëíåíî ST = S, ìíîæèòåëÿò ïðèíàäëåæè íà îðòîãîíàëíàòà ãðóïà, à ïðè ST = −S �íà ñèìïëåêòè÷íà ãðóïà. Îò óñëîâèåòî
[g(x, λ)]−1 = S−1gT (x, λ)S,êîåòî å òðèâèàëíî ñëåäñòâèå íà (3.46), äîñòèãàìå äî èçâîäà, ÷å ñà â ñèëà ñúîòíîøåíèÿòà
W = S−1F, Z = S−1G. (3.47)Ñëåä êàòî çàìåñòèì (3.47) â (3.18) è (3.19), ñå ïîëó÷àâà ñëåäíîòî

X = (λ+ − λ−)X̃ = (λ+ − λ−)
(

S−1G− S−1F (SGF )−1β̃
)(

SFG − α̃(SGF )−1β̃
)−1

, (3.48)
Y = (λ− − λ+)Ỹ = (λ− − λ+)

(

S−1F − S−1G(SFG)−1α̃
)

(

SGF − β̃(SFG)−1α̃
)−1

, (3.49)êúäåòî
SFG := F TS−1G.Ñåãà êîíñòàíòíèòå ìàòðèöè F0 è G0 óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà

F T
0 SF0 = 0, GT

0 SG0 = 0.�åîìåòðè÷åñêè òîâà îçíà÷àâà, ÷å ðåñòðèêöèÿòà íà �îðìàòà S âúðõó ïîäïðîñòðàíñòâà-òà, ðàçïúíàòè îò ñòúëáîâåòå íà F0 è G0, å òúæäåñòâåíî íóëà. Â ñèìïëåêòè÷íèÿ ñëó÷àéâúïðîñíèòå ñòúëáîâå îïðåäåëÿò èçîòðîïíè ïîäïðîñòðàíñòâà íà ñèìïëåêòè÷íîòî ïðîñò-ðàíñòâî C2r. Ñëåäîâàòåëíî òÿõíàòà ðàçìåðíîñò íå ìîæå äà íàäìèíàâà r.Màòðèöèòå α̃(x) è β̃(x) ñà àíòèñèìåòðè÷íè â îðòîãîíàëíèÿ è ñèìåòðè÷íè � â ñèìï-ëåêòè÷íèÿ ñëó÷àé, êîåòî ìîæå äà ñå ïðîâåðè è ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâàòà
α(x) :=

α̃(x)

λ+ − λ−
= −F T

0 (χ+
0 (x, λ+))−1∂λχ

+
0 (x, λ+)S−1F0 + α0, (3.50)

β(x) :=
β̃(x)

λ− − λ+
= −GT

0 (χ−
0 (x, λ−))−1∂λχ

−
0 (x, λ−)S−1G0 + β0. (3.51)Òîêó-ùî ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè, êàñàåùè ìíîæèòåë îò îðòîãîíàëíàòà è ñèìïëåêòè÷íàòàãðóïà, ñå ñúãëàñóâàò ñ òåçè â [88℄ è [66℄.Â îðòîãîíàëíèÿ ñëó÷àé ïðè ðàíã s = 1 èìàìå α = β = 0 è ïîëó÷åíèòå �îðìóëèçíà÷èòåëíî ñå îïðîñòÿâàò

X = (λ+ − λ−)
SG

F TSG
, Y = −(λ+ − λ−)

SF

F TSG
.Ñëåä êàòî çàìåñòèì èçðàçèòå çà X è Y â (3.4) è îò÷åòåì (3.22), òî ðåçóëòàòúò ãëàñè

g(x, λ) = 11+ (c(λ) − 1)P (x) +

(

1

c(λ)
− 1

)

P (x), P (x) = SP T (x)S−1, (3.52)



3. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñ õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà I. Z2-ðåäóöèðàíè N -âúëíîâè óðàâíåíèÿ 36êúäåòî ïðîåêòîðúò P (x) ñå äàâà îò
P (x) =

SFGT

F TSG
.Îêàçâà ñå óäîáíî âúâåæäàíåòî íîâèòå îáîçíà÷åíèÿ

n(x) = SF (x), m(x) = G(x).Òîãàâà âèäúò íà P â íîâèòå îçíà÷åíèÿ ñúâïàäà ñ (3.44), à íåãîâèòå ñîáñòâåíè âåêòîðèñà ñâúðçàíè ñ �óíäàìåíòàëíèòå àíàëèòè÷íè ðåøåíèÿ ïîñðåäñòâîì
n(x) = χ+

0 (x, λ+)n0, mT (x) = mT
0 [χ−

0 (x, λ−)]−1. (3.53)�àçãëåäàíàòà ïðîöåäóðà íà îáëè÷àíå, ðàçáèðà ñå, ìîæå äà ñå ïðèëîæè îòíîâî âúðõóîáëå÷åíîòî �óíäàìåíòàëíî ðåøåíèå ψ1(x, λ) è íåãîâèÿ ïîòåíöèàë q1(x), êîåòî ùå äîâåäåäî íÿêàêâî íîâî ðåøåíèå ψ2(x, λ), óäîâëåòâîðÿâàùî ÑÇØ ñ ïîòåíöèàë q2(x), è ò.í.
ψ0

g→ ψ1
g→ ψ2

g→ . . . , (3.54)
q0

g→ q1
g→ q2

g→ . . . . (3.55)Åäèí ñïåöèàëåí êëàñ îò ðåøåíèÿ íà èíòåãðèðóåìèòå ÍÅÓ ñà ñîëèòîííèòå ðåøåíèÿ. Çàäà ñå ïîëó÷àò òåçè ðåøåíèÿ, ñå òðúãâà îò òðèâèàëíîòî ðåøåíèå q0 = 0. �åçóëòàòúò ïðèîáëè÷àíåòî ìó ïðåäñòàâëÿâà 1-ñîëèòîííî ðåøåíèå, à ñëåä êàòî 1-ñîëèòîííîòî ðåøåíèåáúäå îáëå÷åíî ñå ïîëó÷àâà 2-ñîëèòîííî ðåøåíèå è ò.í.
0

g→ q1s
g→ q2s

g→ . . .
g→ qns.Â ñëó÷àÿ íà q0 = 0 �óíäàìåíòàëíèòå àíàëèòè÷íè ðåøåíèÿ ñà ïðîñòî ïëîñêè âúëíè

χ±
0 (x, λ) = exp(−iλJx), à äàííèòå íà ðàçñåéâàíåòî ñå òðèâèàëèçèðàò, ò.å. T0(λ) = 11.Äðóãà âúçìîæíîñò çà ïðåñìÿòàíå íà n-ñîëèòîííèòå ðåøåíèÿ å äà ñå èçïîëçâà ìíî-æèòåë ñ 2n ïîëþñà

g(x, λ) = 11+

n
∑

k=1

(

Ak(x)

λ− λ+
k

+
Bk(x)

λ− λ−k

)

. (3.56)Ñúîòâåòíî íåãîâèÿò îáðàòåí èìà âèäà
[g(x, λ)]−1 = 11+

n
∑

k=1

(

Ck(x)

λ− λ−k
+

Dk(x)

λ− λ+
k

)

. (3.57)Òîãàâà ðåøåíèåòî ñå ïîëó÷àâà ïî �îðìóëàòà
q1(x) = q0(x) +

∑

k

[J,Ak(x) +Bk(x)]. (3.58)È ñåãà ðåçèäóóìèòå íà g è g−1 äîïóñêàò ðåàçëîæåíèÿòà
Ak(x) = Xk(x)F

T
k (x), Bk(x) = Yk(x)G

T
k (x),

Ck(x) = Zk(x)H
T
k (x), Dk(x) = Wk(x)N

T
k (x),



3. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñ õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà I. Z2-ðåäóöèðàíè N -âúëíîâè óðàâíåíèÿ 37êàòî âñè÷êè ìíîæèòåëè ñà ïðàâîúãúëíè ìàòðèöè ñ ìàêñèìàëåí ðàíã s. Ïðèëàãàéêèðàçñúæäåíèÿ ïîäîáíè íà âå÷å èçëîæåíèòå, ìîæåì äà ñå óáåäèì, ÷å çà ìíîæèòåëèòå Fk,
Gk, Zk è Wk ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà

F T
k (x) = F T

k,0[χ
+
0 (x, λ+

k )]−1, GT
k (x) = GT

k,0[χ
−
0 (x, λ−k )]−1, (3.59)

Wk(x) = χ+
0 (x, λ+

k )Wk,0, Zk(x) = χ−
0 (x, λ−k )Zk,0, (3.60)

F T
k,0Wk,0 = 0, GT

k,0Wk,0 = 0, (3.61)êúäåòî Fk,0,Gk,0,Zk,0 è Wk,0 ñà êîíñòàíòíè ìàòðèöè ðàíã s. Çà äà áúäàò íàìåðåíè îñòà-íàëèòå ìíîæèòåëè, å íóæíî äà ñå ðåøè ñëåäíàòà ëèíåéíà ñèñòåìà
Wk = Xkαk +

∑

l 6=k

XlF
T
l Wk

λ+
l − λ+

k

+
∑

l

YlG
T
l Wk

λ−l − λ+
k

, (3.62)
Zk =

∑

l

XlF
T
l Zk

λ+
l − λ−k

+ Ykβk +
∑

l 6=k

YlG
T
l Zk

λ−l − λ−k
, (3.63)

Gk = −Hkβ
T
k +

∑

l 6=k

HlZ
T
l Gk

λ−l − λ−k
+
∑

l

NlW
T
l Gk

λ+
l − λ−k

, (3.64)
Fk =

∑

l

HlZ
T
l Fk

λ−l − λ+
k

−Nkα
T
k +

∑

l 6=k

NlW
T
l Fk

λ+
l − λ+

k

. (3.65)Êâàäðàòíèòå ìàòðèöè αk(x) è βk(x) ñúùî çàâèñÿò îò �óíäàìåíòàëíèòå àíàëèòè÷íèðåøåíèÿ χ+
0 è χ−

0 ïî ñëåäíèÿ íà÷èí
αk(x) = −F T

0,k[χ
+
0 (x, λ+

k )]−1∂λχ
+
0 (x, λ+

k )W0,k + α0,k, (3.66)
βk(x) = −GT

0,k[χ
−
0 (x, λ−k )]−1∂λχ

−
0 (x, λ−k )Z0,k + β0,k. (3.67)Âúçñòàíîâÿâàíåòî íà âðåìåâàòà åâîëþöèÿ ñòàâà ÷ðåç èçïîëçâàíå íà ïî-äîëíîòî ñúîò-âåòñòâèå

F T
k,0 → F T

k,0e
−if(λ+

k
)t, GT

k,0 → GT
k,0e

−if(λ−

k
)t, (3.68)

Zk,0 → eif(λ−

k
)tZk,0, Wk,0 → eif(λ+

k
)tWk,0, (3.69)

αk,0 → −iF T
k,0

f(λ+
k )

dλ
Wk,0t+ αk,0, βk,0 → −iGT

k,0

f(λ−k )

dλ
Zk,0t+ βk,0. (3.70)×àñòåí ñëó÷àé íà ìíîæèòåëÿ (3.56) çà ñèìïëåêòè÷íèòå àëãåáðè å ïðåäëîæåí â [57℄.Ìíîæèòåëÿò (3.43) ìîæå äà ñå îáîáùè â

g(x, λ) = 11+
∑

k

Pk(x)

λ− λ−k
, (3.71)êúäåòî Pk âå÷å íå ñà ïðîåêòîðè. Ñ ïîìîùòà íà òîçè ìíîæèòåë ìîãàò äà ñå ïðåñìåòíàò

n-ñîëèòîííèòå ðåøåíèÿ çà ñëó÷àÿ íà àëãåáðàòà sl(n) ïî �îðìóëàòà
q1(x) = q0(x) +

n
∑

k=1

[J, Pk(x)]. (3.72)



3. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñ õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà I. Z2-ðåäóöèðàíè N -âúëíîâè óðàâíåíèÿ 38Ïðîöåäóðàòà ïî îáëè÷àíåòî åñòåñòâåíî âîäè äî ïðåîáðàçóâàíå íà âñè÷êè �óíäà-ìåíòàëíè ðåøåíèÿ, íà äàííèòå íà ðàçñåéâàíåòî, íà ðåçîëâåíòàòà è ò.í. Îáëè÷àíåòî íàðåøåíèÿòà íà Éîñò ñòàâà ïî ñëåäíîòî ïðàâèëî
ψ±(x, λ) = g(x, λ)ψ0,±(x, λ)(g±(λ))−1,êúäåòî íîðìèðîâú÷íèÿò ìíîæèòåë g±(λ) = limx→±∞ g(x, λ) îáåçïå÷àâà ïðàâèëíàòà àñèì-ïòîòèêà íà ðåøåíèÿòà. Îòòóê ñå âèæäà, ÷å ìàòðèöàòà íà ðàçñåéâàíåòî T íà îáëå÷åíèÿËàêñîâ îïåðàòîð L è òàçè íà L0 ñà ñâúðçàíè ïîñðåäñâîì �îðìóëàòà

T (λ) = g+(λ)T0(λ)(g−(λ))−1.Ñëåä êàòî ñå àíàëèçèðà íà÷èíà, ïî êîéòî ñå îáëè÷àò �àóñîâèòå �àêòîðè íà T , ìîæå äàñå ïîêàæå, ÷å �óíäàìåíòàëíèòå àíàëèòè÷íè ðåøåíèÿ χ± ñå òðàíñ�îðìèðàò ïî ñëåäíèÿíà÷èí
χ±(x, λ) = g(x, λ)χ±

0 (x, λ)(g−(λ))−1. (3.73)Îò÷èòàéêè (3.73) è êîíñòðóêöèÿòà íà ÿäðîòî íà ðåçîëâåíòàòà R çàêëþ÷àâàìå, ÷å
R±(x, y, λ) = g(x, λ)R±

0 (x, y, λ)(g(y, λ))−1. (3.74)Îò ïîëó÷åíàòà �îðìóëà ïðîèçòè÷à âàæíèÿ �àêò, ÷å äèñêðåòíàòà ÷àñò íà ñïåêòúðà íà Lñúäúðæà îñâåí ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà L0 è âñè÷êè ïîëþñè íà îáëè÷àùèÿ ìíîæèòåë(è íà íåãîâèÿ îáðàòåí), äîêàòî íåïðåêúñíàòàòà ÷àñò îò ñïåêòúðà îñòàâà íåïðîìåíåíà
L0

g−→ L1 ⇔ spe(L0)
g−→ spe(L1) = spe(L0) ∪

{

λ±k
}n

k=1
.Íåêà ñåãà ïðåäïîëîæèì, ÷å å çàäàäåíà ðåäóêöèÿ âúðõó L. Òîãàâà îáëè÷àùèÿò ìíî-æèòåë òðÿáâà äà áúäå GR-èíâàðèàíòåí, ò.å.

K
[

g(x, κ−1(λ))
]

= g(x, λ). (3.75)Òîâà íàëàãà îïðåäåëåíè óñëîâèÿ, êàêòî íà äèñêðåòíèòå ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè λ±, òàêà èíà ðåçèäóóìèòå íà ìíîæèòåëÿ.3.2 Ñëó÷àé íà îðòîãîíàëíè àëãåáðè îò ñåðèÿòà BrÍåêà ðàçãëåäàìå óðàâíåíèå íà N-òå âúëíè
i[J,Qt] − i[I, Qx] − [[J,Q], [I, Q]] = 0, (3.76)çà àëãåáðàòà Br ≈ so(2r + 1). Â òîçè ñëó÷àé Êàðòàíîâèòå åëåìåíòè J è I èìàò âèäà

J = diag (J1, J2, . . . , Jr, 0,−Jr, . . . ,−J2,−J1),

I = diag (I1, I2, . . . , Ir, 0,−Ir, . . . ,−I2,−I1).



3. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñ õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà I. Z2-ðåäóöèðàíè N -âúëíîâè óðàâíåíèÿ 39Ñúîáðàçíî ñòðóêòóðàòà íà êîðíåâîòî ïðîñòðàíñòâî íà îðòîãîíàëíàòà àëãåáðà (âæ. ïðè-ëîæåíèå À.2) ìíîãîêîìïîíåíòíàòà �óíêöèÿ Q äîïóñêà ñëåäíîòî ðàçëîæåíèå ïî áàçèñàíà Âàéë
Q(x, t) =

r
∑

i<j

Q±(ei−ej)(x, t)E±(ei−ej) +

r
∑

i=1

Q±ei
(x, t)E±ei

+

r
∑

i<j

Q±(ei+ej)(x, t)E±(ei+ej)Òîãàâà, íàïèñàíî ïî êîìïîíåíòè, óðàâíåíèåòî (3.76) äîáèâà âèäà
i(Ji − Jj)Qei−ej ,t − i(Ii − Ij)Qei−ej ,x + CijQei

Q−ej

+
∑

k 6=i,j

AijkQei−ek
Qek−ej

+
∑

k 6=i,j

BijkQei+ek
Q−(ek+ej) = 0, i < j, (3.77)

iJiQei,t − iIiQei,x +
∑

k 6=i

CkiQei−ek
Qek

+
∑

k 6=i

DikQei+ek
Q−ek

= 0, (3.78)
i(Ji + Jj)Qei+ej ,t − i(Ii + Ij)Qei+ej ,x + (−1)j+r+1CijQei

Qej

+
∑

k 6=i,j

FijkQej−ek
Qei+ek

+
∑

k 6=i,j

GijkQei−ek
Qej+ek

= 0, i < j, (3.79)êúäåòî
Aijk = Cij + Cjk + Cki, Cij = JiIj − JjIi,

Dik =

{

(−1)i+rCki, k < i

(−1)k+rCik, k > i.

Bijk =











(−1)i+j(Cij − Cki − Cjk), k < i

(−1)k+j(Cki + Cjk − Cij), i < k < j

Cij − Cki − Cjk, k > j

Fijk =

{

(−1)i+j(Cjk − Cij − Cki), k < i

(−1)j+k(Cij + Cki − Cjk), k > i, k 6= j

Gijk =

{

Cki + Cij − Cjk, k < j, k 6= i

(−1)j+k(Cij + Cjk − Cki), k > j.Íàâñÿêúäå â ïî-ãîðíèòå èçðàçè ñå èçèñêâà èíäåêñèòå â êîðåíèòå îò âèäà ei + ek äà ñàïîäðåäåíè, ò. å. ïðè i < k ñå çàïèñâà ei+ek, à ïðè i > k ñúáèðàåìèòå ñà â îáðàòåí ðåä. Îñ-òàíàëèòå óðàâíåíèÿ, ñâúðçàíè ñ îòðèöàòåëíèòå êîðåíè, ñå ïîëó÷àâàò îò ãîðåïîñî÷åíèòå÷ðåç ïðîñòàòà çàìÿíà
ei, ej , ek → −ei, −ej , −ek.Íåêà äà íàëîæèì Z2 ðåäóêöèÿ îò òèïà
K1U

†(x, λ∗)K−1
1 = U(x, λ), (3.80)êúäåòî K1 ïðèíàäëåæè íà Êàðòàíîâàòà ïîäãðóïà íà SO(2r + 1) è èçãëåæäà òàêà

K1 = diag (ǫ1, ǫ2, . . . , ǫr, 1, ǫr, . . . , ǫ2, ǫ1), ǫk = ±1, k = 1, . . . , r. (3.81)



3. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñ õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà I. Z2-ðåäóöèðàíè N -âúëíîâè óðàâíåíèÿ 40Êàêòî áåøå ïîêàçàíî â ïðèìåð 1 îò ïðåäõîäíàòà ãëàâà, òîçè òèï ðåäóêöèÿ íàìàëÿâàíàïîëîâèíà áðîÿ íà íåçàâèñèìèòå ïîëåòà ïîñðåäñòâîì èçïúëíåíèåòî íà âðúçêèòå (2.32).Îò ïîñëåäíèòå ñëåäâà, ÷å ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà
Q−(ei−ej) = −ǫiǫjQ∗

ei−ej
, Q−ei

= −ǫiQ∗
ei
, Q−(ei+ej) = −ǫiǫjQ∗

ei+ej
(3.82)êúäåòî èíäåêñèòå i è j ñå ìåíÿò îò 1 äî r ïðè óñëîâèåòî i < j. Òîãàâà N-âúëíîâàòàñèñòåìà (3.77)�(3.79) ñå çàïèñâà òàêà

i(Ji − Jj)Qei−ej ,t − i(Ii − Ij)Qei−ej ,x − ǫjCijQei
Q∗

ej

−
∑

k<i

ǫiǫkAijkQ
∗
ek−ei

Qek−ej
+
∑

i<k<j

AijkQei−ek
Qek−ej

−
∑

k>j

ǫjǫkAijkQei−ek
Q∗

ej−ek
−
∑

k 6=i,j

ǫjǫkBijkQei+ek
Q∗

ek+ej
= 0, (3.83)

iJiQei,t − iIiQei,x −
∑

k<i

ǫiǫkCkiQ
∗
ek−ei

Qek
+
∑

k>i

CkiQei−ek
Qek

−
∑

k 6=i

ǫkDikQei+ek
Q∗

ek
= 0, (3.84)

i(Ji + Jj)Qei+ej ,t − i(Ii + Ij)Qei+ej ,x + (−1)j+r+1CijQei
Qej

−
∑

k<j,k 6=i

ǫjǫkFijkQ
∗
ek−ej

Qei+ek
+
∑

k>j

FijkQej−ek
Qei+ek

−
∑

k<i

ǫiǫkGijkQ
∗
ek−ei

Qej+ek
+

∑

k>i,k 6=j

GijkQei−ek
Qej+ek

= 0, (3.85)Çà äà ñå ïðåñìåòíå n-ñîëèòîííîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (3.83)�(3.85), ìîæå äà ñåèçïîëçâà îáëè÷àùèÿ ìíîæèòåë (3.56). Äåéñòâèåòî íà Z2 ðåäóêöèÿòà (âæ. (3.75)) èçèñêâà
g äà óäîâëåòâîðÿâà

K1

[

g†(x, λ∗)
]−1

K−1
1 = g(x, λ), (3.86)îòêúäåòî ñå âèæäà, ÷å g èìà âèäà

g(x, λ) = 11+

n
∑

k=1

Ak(x)

λ− λ+
k

+
K1SA

∗
k(x)(K1S)−1

λ− (λ+
k )∗

. (3.87)Ñ äðóãè äóìè â ñèëà ñà âðúçêèòå
Bk(x) = K1SA

∗
k(x)(K1S)−1, λ−k = (λ+

k )∗.Ñëåä çàìåñòâàíå âúâ �îðìóëà (3.58) è îò÷èòàéêè âðúçêàòà (2.18), çà ñîëèòîííîòî ðå-øåíèå ñå ïîëó÷àâà
[J,Q(x)] =

∑

k

[J,A(x) +K1SA
∗
k(x)SK1]. (3.88)Â åäíîñîëèòîííèÿ ñëó÷àé çà ìàòðèöàòà A âàæè ðàçëîæåíèåòî (3.13) ñ

X = 2ν(iK1F
∗ − 2νSF (F †K1F )−1α∗)(F TK1F

∗ − 4ν2α(F †K1F )−1α∗)−1, (3.89)
F (x) = eiλ+JxF0, α(x) = ixF T

0 JSF0 + α0. (3.90)



3. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñ õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà I. Z2-ðåäóöèðàíè N -âúëíîâè óðàâíåíèÿ 41Êîìïîíåíòèòå íà ìàòðèöàòà F0 íå ñà ïðîèçâîëíè � òå òðÿáâà äà óäîâëåòâîðÿâàò ðàâåí-ñòâîòî
F T

0 SF0 = 0. (3.91)Çà äà âúçñòàíîâèì âðåìåâàòà åâîëþöèÿ íà ðåøåíèåòî, å íåîáõîäèìî äà çàìåñòèì êîíñ-òàíòíèòå ìàòðèöè F0 è α0 ñ òàêèâà, êîèòî çàâèñÿò îò t, ïî ïðàâèëîòî
F0 → eiλ+ItF0, α0 → itF T

0 ISF0 + α0. (3.92)Â íàé-ïðîñòèÿ ñëó÷àé, êîãàòî rankX = rankF = 1 è α ≡ 0, çà ìíîæèòåëÿ X ïîëó÷àâàìå
X(x, t) =

2iν

F †(x, t)K1F (x, t)
K1F

∗(x, t).Â òîçè ñëó÷àé 1-ñîëèòîííîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (3.83)�(3.85) ñå äàâà îò
Qei−ej

(z) =
2iνe−iµ(zi−zj)

F †K1F

(

ǫie
−ν(zi+zj)F ∗

0,iF0,j + (−1)i+j+1ǫje
ν(zi+zj)F0,iF

∗
0,j

)

, (3.93)
Qei

(z) =
2iνe−iµzi

F †K1F

(

ǫie
−νziF ∗

0,iF0,r+1 + (−1)i+reνziF0,iF
∗
0,r+1

)

, (3.94)
Qei+ej

(z) =
2iνe−iµ(zi+zj)

F †K1F

(

ǫie
−ν(zi−zj)F ∗

0,iF0,j + (−1)i+j+1ǫje
ν(zi−zj)F0,iF

∗
0,j

)

, (3.95)
F †K1F =

r
∑

k=1

ǫk
(

e−2νzk |F0,k|2 + e2νzk |F0,k|2
)

+ |F0,r+1|2,êúäåòî
zi = Jix+ Iit, i = 2(r + 1) − i. (3.96)Îò �îðìóëèòå ñå âèæäà, ÷å ðåøåíèåòî ñå ïàðàìåòðèçèðà îò ðåàëíaòà è èìàãèíåðíàòà÷àñòè íà äèñêðåòíèòå ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè λ± = µ± iν íà îïåðàòîðà L è îò êîìïîíåíò-íèòå íà ïîëÿðèçàöèîííèÿ âåêòîð F0.Ïðèìåð 3: Ôèçè÷åñêà 4-âúëíîâà ñèñòåìà.Íåêà äà ñå ñïðåì ïî-ïîäðîáíî íà íàé-ïðîñòèÿ ñëó÷àé r = 2. Ïî-íàòàòúê ùå èçïîëç-âàìå èíäåêñíè îáîçíà÷åíèÿ, êîèòî ïðîèçëèçàò îò ðàçëîæåíèåòî âñåêè êîðåí ïî ïðîñòèòåêîðåíè

Qα ≡
{

Qmn , α = mα1 + nα2, m, n > 0,

Qmn , α = −mα1 − nα2Â òåçè îçíà÷åíèÿ �óíêöèÿòà Q èìà ïðåäñòàâÿíåòî
Q(x, t) = Q10(x, t)Ee1−e2

+Q12(x, t)Ee1+e2
+Q11(x, t)Ee1

+Q01(x, t)Ee2

+ Q10(x, t)E−(e1−e2) +Q12(x, t)E−(e1+e2) +Q11(x, t)E−e1
+Q01(x, t)E−e2

.Óñëîâèÿòà íà ðåäóêöèÿòà çà Q(x, t) ñà
Q10(x, t) = −ǫ1ǫ2Q∗

10(x, t), Q11(x, t) = −ǫ1Q∗
11(x, t),
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Q12(x, t) = −ǫ1ǫ2Q∗

12(x, t), Q01(x, t) = −ǫ2Q∗
01(x, t).Â ðåçóëòàò íà äåéñòâèåòî íà ðåäóêöèÿòà îñòàâàò 4 íåçàâèñèìè ïîëåòà [55℄, êîèòî óäîâ-ëåòâîðÿâàò ñèñòåìàòà

i(J1 − J2)Q10,t − i(I1 − I2)Q10,x − kǫ2Q11Q
∗
01 = 0, (3.97)

iJ1Q11,t − iI1Q11,x − k(Q10Q01 + ǫ2Q12Q
∗
01) = 0, (3.98)

i(J1 + J2)Q12,t − i(I1 + I2)Q12,x − kQ11Q01 = 0, (3.99)
iJ2Q01,t − iI2Q01,x − kǫ1(Q

∗
11Q12 + ǫ2Q

∗
10Q11) = 0, (3.100)êúäåòî k = J1I2 − J2I1. Èçâåñòíî å, ÷å òàçè 4-âúëíîâà ñèñòåìà ïðè ǫ1 = ǫ2 = 1 è I2 = 0èìà �èçè÷åñêî ïðèëîæåíèå â òåîðèÿòà íà �àìàíîâîòî ðàçñåéâàíå. Ïî-êîíêðåòíî, àêîâúâåäåì íîâèòå îáîçíà÷åíèÿ

Q10(x, t) = − i
k
Es(x, t), Q11(x, t) = − i

k
Ep(x, t), (3.101)

Q12(x, t) = − i
k
Ea(x, t), Q01(x, t) = − i

k
Qpol(x, t) (3.102)òî ñèñòåìàòà (3.97)�(3.100) ñå çàïèñâà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

1

vs

∂Es

∂t
+
∂Es

∂x
− κEpQ

∗
pol = 0,

1

vp

∂Ep

∂t
+
∂Ep

∂x
− κ(EaQ

∗
pol −EsQpol) = 0,

1

va

∂Ea

∂t
+
∂Ea

∂x
+ κEpQpol = 0,

∂Qpol

∂t
− κpol(E

∗
pEa + EpE

∗
s ) = 0êúäåòî

vs = − I1
J1 − J2

, vp = − I1
J1
, va = − I1

J1 + J2
, κ = − 1

I1
, κpol =

1

J2
.Òàêàâà ñèñòåìà å èçñëåäâàíà çà ïúðâè ïúò â [21, 53℄ è òÿ îïèñâà ãåíåðèðàíåòî íà Ñòîêñè àíòè-Ñòîêñ âúëíà. Ïî-ñïåöèàëíî Qpol å íîðìèðàíàòà å�åêòèâíà ïîëÿðèçàöèÿ íà ñðå-äàòà, à Ep, Es è Ea ñà íîðìèðàíè àìïëèòóäè íà íàïîìïâàùàòà, Ñòîêñ è àíòè-Ñòîêñâúëíè ñúîòâåòíî.Òîãàâà 1-ñîëèòîííîòî ðåøåíèå èìà âèäà

Q10(x, t) =
2iν

F †K1F

(

ǫ1F
∗
0,1F0,2e

i(λ+z2−(λ+)∗z1) + ǫ2F
∗
0,4F0,5e

i((λ+)∗z2−λ+z1)
)

, (3.103)
Q11(x, t) =

2iν

F †K1F

(

ǫ1F
∗
0,1F0,3e

−i(λ+)∗z1 − F ∗
0,3F0,5e

−iλ+z1

)

, (3.104)
Q12(x, t) =

2iν

F †K1F

(

ǫ1F
∗
0,1F0,4e

−i((λ+)∗z1+λ+z2) + ǫ2F
∗
0,2F0,5e

−i(λ+z1+(λ+)∗z2)
)

, (3.105)
Q01(x, t) =

2iν

F †K1F

(

ǫ2F
∗
0,2F0,3e

−i(λ+)∗z2 + F ∗
0,3F0,4e

−iλ+z2

)

, (3.106)
F †K1F = ǫ1(|F0,1|2e−2νz1 + |F0,5|2e2νz1) + ǫ2(|F0,2|2e−2νz2 + |F0,4|2e2νz2) + |F0,3|2,



3. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñ õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà I. Z2-ðåäóöèðàíè N -âúëíîâè óðàâíåíèÿ 43êúäåòî z1 è z2 ñå äàâàò îò (3.96). Íåêà ñå ñïðåì ïî-ïîäðîáíî íà ÷àñòíèÿ ñëó÷àé K1 = 11.Äà íàëîæèì äîïúëíèòåëíîòî óñëîâèå
F0,1 = F ∗

0,5, F0,2 = F ∗
0,4, F0,3 = F ∗

0,3.Â ðåçóëòàò íà òîâà ðåøåíèåòî (3.103)�(3.106) ñå îïðîñòÿâà çíà÷èòåëíî è äîáèâà âèäà
Q10(x, t) =

iν

∆1
sinh 2θ0 cosh(ν(z1 + z2))e

−iµ(z1−z2+φ1−φ2), (3.107)
Q11(x, t) = −2

√
2 iν

∆1
sinh θ0 sinh(νz1)e

−i(µz1+φ1), (3.108)
Q12(x, t) =

iν

∆1
sinh(2θ0) cosh(ν(z1 − z2))e

−iµ(z1+z2+φ1+φ2), (3.109)
Q01(x, t) =

2
√

2 iν

∆1

cosh θ0 cosh(νz2)e
−iµ(z2+φ2), (3.110)

∆1(x, t) = 2
(

sinh2 θ0 sinh2(νz1) + cosh2 θ0 cosh2(νz2)
)

,êúäåòî ñìå ïîëçâàëè ïðåäñòàâÿíåòî
F0,1 =

F0,3√
2

sinh θ0e
iφ1 , F0,2 =

F0,3√
2

cosh θ0e
iφ2, θ0, φ1,2 ∈ R.Çàáåëåæêà 2: Ïðè òîçè êîíêðåòåí èçáîð íà ðåäóêöèÿòà çíàìåíàòåëÿò ∆1 íå ñå íóëèðàè çàòîâà ðåøåíèÿòà ñà äîáðå äå�èíèðàíè çà âñÿêî x è t (íÿìà âçðèâíà íåóñòîé÷èâîñò).Ïðè �èêñèðàíåòî íà ìàòðèöàòà K1 ïî äðóã íà÷èí òàêèâà îñîáåíîñòè, ðàçáèðà ñå, ñàíàïúëíî âúçìîæíè.2Ñëåä çàìåñòâàíå íà I2 = 0 â íàìåðåíîòî ñîëèòîííî ðåøåíèå ñå äîñòèãà äî ñúîòâåò-íîòî ðåøåíèå íà �èçè÷åñêàòà 4-âúëíîâà ñèñòåìà, êîÿòî îïèñâà �àìàíîâî ðàçñåéâàíå.Ïî-äîëó ïðèâåæäàìå âèäà íà êâàäðàòèòå íà ìîäóëèòå íà �èçè÷åñêèòå ïîëåòà, êîèòîó÷àñòâàò â íåÿ

|Es(x, t)|2 =
κ2ν2

∆2
1

sinh2 2θ0 cosh2 ν[(J1 + J2)x+ I1t], (3.111)
|Ep(x, t)|2 =

8κ2ν2

∆2
1

sinh2 θ0 sinh2 ν(J1x+ I1t), (3.112)
|Ea(x, t)|2 =

κ2ν2

∆2
1

sinh2 2θ0 cosh2 ν[(J1 − J2)x+ I1t], (3.113)
|Qpol(x, t)|2 =

8κ2ν2

∆2
1

cosh2 θ0 cosh2 νJ2x. (3.114)êúäåòî
κ = −J2I1, ∆1 = 2

(

sinh2 θ0 sinh2(ν(J1x+ I1t)) + cosh2 θ0 cosh2(νJ2x)
)

.2
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K2U

T (x,−λ)K−1
2 = −U(x, λ) ⇒ Q(x) = K2Q

T (x)K−1
2 , (3.115)êúäåòî ìàòðèöàòà K2 å îòíîâî èçáðàíà äà ëåæè â Êàðòàíîâàòà ïîäãðóïà íà SO(2r+ 1)

K2 = diag (ϑ1, . . . , ϑr, 1, ϑr, . . . , ϑ1), ϑk = ±1, k = 1, . . . , r.�àçïèñàíî ïî êîìïîíåíòè, ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî èçãëåæäà òàêà
Q−(ei−ej) = ϑiϑjQei−ej

, Q−ei
= ϑiQei

, Q−(ei+ej) = ϑiϑjQei+ej
,êàòî èíäåêñèòå i è j ïðîáÿãâàò ÷èñëàòà îò 1 äî r è îñâåí òîâà ñ÷èòàìå, ÷å i < j. È âòîçè ñëó÷àé áðîÿò íà íåçàâèñèìèòå âåëè÷èíè å r2. Òå óäîâëåòâîðÿâàò ñëåäíàòà ñèñòåìàîò óðàâíåíèÿ

i(Ji − Jj)Qei−ej ,t − i(Ii − Ij)Qei−ej ,x + ϑjCijQei
Qej

+
∑

k<i

ϑkϑiAijkQek−ei
Qek−ej

+
∑

i<k<j

AijkQei−ek
Qek−ej

+
∑

k>j

ϑjϑkAijkQei−ek
Qej−ek

+
∑

k 6=i,j

ϑjϑkBijkQei+ek
Qek+ej

= 0, (3.116)
iJiQei,t − iIiQei,x +

∑

k<i

ϑkϑiCkiQek−ei
Qek

+
∑

k>i

CkiQei−ek
Qek

+
∑

k 6=i

ϑkDikQei+ek
Qek

= 0, (3.117)
i(Ji + Jj)Qei+ej ,t − i(Ii + Ij)Qei+ej ,x + (−1)j+r+1CijQei

Qej

+
∑

k<j,k 6=i

ϑkϑjFijkQek−ej
Qei+ek

+
∑

k>j

FijkQej−ek
Qei+ek

+
∑

k<i

ϑkϑiGijkQek−ei
Qej+ek

+
∑

k 6=i,j

GijkQei−ek
Qej+ek

= 0, (3.118)Íàìèðàíåòî íà ñîëèòîííèòå ðåøåíèÿ íà òàçè ñèñòåìà ñòàâà ñ ïîìîùòà íà îáëè÷àùìíîæèòåë, êîéòî å ñúãëàñóâàí ñ ðåäóêöèÿòà (3.115), ò. å.
K2

[

(gT (x,−λ))
]−1

K−1
2 = g(x, λ).Òîâà óñëîâèå âîäè äî ñëåäíèÿ âèä íà g

g(x, λ) = 11+

n
∑

k=1

(

Ak(x)

λ− λ+
k

− K2SAk(x)(K2S)−1

λ+ λ+
k

)

. (3.119)Ñúãëàñíî �îðìóëà (3.5) ñîëèòîííîòî ðåøåíèå ñå èçðàçÿâà ÷ðåç
[J,Q(x)] =

∑

k

[J,Ak(x) −K2SAk(x)SK2]. (3.120)



3. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñ õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà I. Z2-ðåäóöèðàíè N -âúëíîâè óðàâíåíèÿ 45Â åäíîñîëèòîííèÿ ñëó÷àé ìàòðèöàòà A = XF T ïðè rankX = rankF = 1 ñå äàâà îò
A(x) =

2λ+K2F (x)F T (x)

F T (x)K2F (x)
, F (x) = eiλ+JxF0.Êîíñòàíòíèòå âåêòîð-ñòúëáîâå è ñåãà óäîâëåòâîðÿâàò (3.91), à âúçñòàíîâÿâàíåòî íà âðå-ìåâàòà çàâèñèìîñò ñòàâà ïîñðåäñòâîì �îðìóëèòå (3.92). Ñëåä êàòî îò÷åòåì âñè÷êî òîâà,ìîæåì äà çàïèøåì 1-ñîëèòîííîòî ðåøåíèå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

Qei−ej
(z) =

2λ+

F TK2F

(

ϑie
iλ+(zi+zj)F0,iF0,j + (−1)i+j+1ϑje

−iλ+(zi+zj)F0,iF0,j

)

,(3.121)
Qei

(z) =
2λ+

F TK2F

(

ϑie
iλ+ziF0,iF0,r+1 + (−1)i+re−iλ+ziF0,iF0,r+1

)

, (3.122)
Qei+ej

(z) =
2λ+

F TK2F

(

ϑie
iλ+(zi−zj)F0,iF0,j + (−1)i+j+1ϑje

−iλ+(zi−zj)F0,iF0,j

)

,(3.123)
F TK2F =

r
∑

k=1

ϑk

(

e2iλ+zkF 2
0,k + e−iλ+zkF 2

0,k

)

+ F 2
0,r+1. (3.124)Ïî-ãîðå ñìå óïîòðåáèëè îòíîâî îçíà÷åíèÿòà, âå÷å âúâåäåíè ïðè ðàçãëåæäàíåòî íà ñî-ëèòîííîòî ðåøåíèå çà ïðåäõîäíèÿ òèï Z2 ðåäóêöèÿ (âæ. (3.96)).Ïðèìåð 4: Íåêà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ r = 2. Â èíäåêñíèòå îáîçíà÷åíèÿ îò ïðåäèøíèÿïðèìåð óñëîâèÿòà íà Z2 ðåäóêöèÿòà ñà

Q10 = ϑ1ϑ2Q10, Q11 = ϑ1Q11, Q12 = ϑ1ϑ2Q12, Q01 = ϑ2Q01.Íåçàâèñèìèòå ïîëåòà è òîçè ïúò ñà ÷åòèðè [55℄ è òå óäîâëåòâîðÿâàò ñèñòåìàòà
i(J1 − J2)Q10,t − i(I1 − I2)Q10,x + kϑ2Q11Q01 = 0, (3.125)

iJ1Q11,t − iI1Q11,x + kQ01(ϑ2Q12 −Q10) = 0, (3.126)
i(J1 + J2)Q12,t − i(I1 + I2)Q12,x − kQ11Q01 = 0, (3.127)
iJ2Q01,t − iI2Q01,x + kϑ1Q11(Q12 + ϑ2Q10) = 0. (3.128)Íåéíîòî 1-ñîëèòîííî ðåøåíèå ñå çàäàâà îò �óíêöèèòå

Q10(z) =
2λ+

F TK2F

(

ϑ1e
iλ+(z1+z2)F0,1F0,2 + ϑ2e

−iλ+(z1+z2)F0,4F0,5

)

, (3.129)
Q11(z) =

2λ+F0,3

F TK2F

(

ϑ1e
iλ+z1F0,1 − e−iλ+z1F0,5

)

, (3.130)
Q12(z) =

2λ+

F TK2F

(

ϑ1e
iλ+(z1−z2)F0,1F0,4 + ϑ2e

−iλ+(z1−z2)F0,2F0,5

)

, (3.131)
Q01(z) =

2λ+F0,3

F TK2F

(

ϑ2e
iλ+z2F0,2 + e−iλ+z2F0,4

)

. (3.132)



3. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñ õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà I. Z2-ðåäóöèðàíè N -âúëíîâè óðàâíåíèÿ 46Â ÷àñòíîñò, ïðè íàëàãàíå íà óñëîâèÿòà: ϑ1 = ϑ2 = 1, F0,1 = F0,5 è F0,2 = F0,4, ïîëó÷àâàìåñëåäíîòî
Q10(x, t) =

λ+

∆2
sinh 2θ0 cosλ+[(J1 + J2)x+ (I1 + I2)t],

Q11(x, t) =
2
√

2 iλ+

∆2
sinh 2θ0 sin λ+(J1x+ I1t),

Q12(x, t) =
λ+

∆2
sinh 2θ0 cosλ+[(J1 − J2)x+ (I1 − I2)t],

Q01(x, t) =
2
√

2λ+

∆2

cosh 2θ0 cos λ+(J2x+ I2t),

∆2(x, t) = 2(cosh2 θ0 cos2 λ+(J2x+ I2t) − sinh2 θ0 sin2 λ+(J1x+ I1t)).êúäåòî
F0,1 =

F0,3√
2

sinh θ0, F0,2 =
F0,3√

2
cosh θ0, θ0 ∈ C. (3.133)Âèæäà ñå, ÷å çíàìåíàòåëÿò â èçðàçèòå çà ñîëèòîííîòî ðåøåíèå ïðè îïðåäåëåíè ñòîé-íîñòè íà ïðîìåíëèâèòå x è t ìîæå äà ñå íóëèðà, ò.å. ïîëó÷åíèòå ðåøåíèÿ èìàò ïîëþñíèîñîáåíîñòè. Òîâà å åäíà ñúùåñòâåíà ðàçëèêà ñúñ ñîëèòîííîòî ðåøåíèå, ïîëó÷åíî ïðèïðåäíàòà ðåäóêöèÿ.2Ñúãëàñóâàíîñòòà íà óðàâíåíèåòî íà N-òå âúëíè ñ ðåäóêöèÿ îò òèï λ → −λ èìàâàæíè ïîñëåäñòâèÿ: ïðè åäíîâðåìåííîòî äåéñòâèå íà äâå Z2 ðåäóêöèè óðàâíåíèåòî íà

N-òå âúëíè äîïóñêà 2 ðàçëè÷íè âèäà ðåøåíèÿ: äóáëåòíè ñîëèòîíè, àñîöèèðàíè ñ 2èìàãèíåðíè äèñêðåòíè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè íà L îïåðàòîðà, è êâàäðîïëåòíè ñîëèòîíè� ñ 4 ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè.3.3 Ñëó÷àé íà ñèìïëåêòè÷íè àëãåáðèÄà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ íà ñèìïëåêòè÷íà àëãåáðà Cr ≈ sp(2r). Ñúãëàñíî ïðèåòàòà îòíàñ êîíâåíöèÿ (âæ. ïðèëîæåíèå À.3) Êàðòàíîâàòà ïîäàëãåáðà çà sp(2r) ñå ñúñòîè îòäèàãîíàëíè ìàòðèöè îò âèäà
J = diag (J1, . . . , Jr,−Jr, . . . ,−J1).Ôóíêöèÿòà Q ñå ðàçëàãà ïî áàçèñà íà Êàðòàí-Âàéë òàêà

Q(x, t) =
∑

i<j

Q±(ei−ej)(x, t)E±(ei−ej) +
∑

i<j

Q±(ei−ej)(x, t)E±(ei+ej) +

r
∑

i=1

Q±2ei
(x, t)E±2ei

.Çà àëãåáðèòå îò ñåðèÿòà Cr ñå ïîëó÷àâà ñëåäíàòà N-âúëíîâà ñèñòåìà îò 3 ðàçëè÷íèòèïà óðàâíåíèÿ ñïîðåä êîðåíà, êîéòî ñòîè êàòî èíäåêñ
i(Ji − Jj)Qei−ej ,t − i(Ii − Ij)Qei−ej ,x +

∑

k 6=i,j

AijkQei−ek
Qek−ej
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+
∑

k 6=i,j

BijkQei+ek
Q−(ek+ej) + 2Cij

(

Qei+ej
Q−2ej

+ (−1)i+jQ−(ei+ej)Q2ei

)

= 0, (3.134)
iJiQ2ei,t − iIiQ2ei,x + 2

∑

k<i

CkiQ−(ek−ei)Qek+ei
+ 2

∑

k>i

(−1)i+kCkiQei−ek
Qei+ek

= 0, (3.135)
i(Ji + Jj)Qei+ej ,t − i(Ii + Ij)Qei+ej ,x +

∑

k 6=i,j

FijkQej−ek
Qei+ek

+
∑

k 6=i,j

GijkQei−ek
Qej+ek

− 2Cij(Qei−ej
Q2ej

− (−1)i+jQ−(ei−ej)Q2ei
) = 0,(3.136)êúäåòî

Aijk = Cij + Cki + Cjk, Cij = JiIj − JjIi,

Bijk =











(−1)i+j(Cij − Cki − Cjk), k < i

(−1)j+k(Cij − Cki − Cjk), i < k < j

Cij − Cki − Cjk, k > j.

Fijk =

{

(−1)i+j(Cij − Cjk + Cki), k < i

(−1)j+k(Cij − Cjk + Cki), k > i, k 6= j

Gijk =

{

Cki − Cij − Cjk, k < j, k 6= i

(−1)j+k(Cki − Cij − Cjk), k > j.Íàâñÿêúäå â ïî-ãîðíèòå �îðìóëè, êúäåòî èìà ñóìèðàíå ïî k, èíäåêñèòå â êîðåíèòå îòòèïà ei + ek ñå ñ÷èòàò çà ïîäðåäåíè, ò. å.
ei + ek =

{

ek + ei, k < i

ei + ek, k > iÎñòàíàëàòà ÷àñò îò óðàâíåíèÿòà ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò îò äàäåíèòå ïðè ïðèëàãàíåòî íàçàìÿíàòà
ei, ej , ek → −ei, −ej , −ek.Íåêà äà íàëîæèì Z2 ðåäóêöèÿ îò òèïà (3.80), êàòî ìàòðèöàòà K1 èçáèðàìå äà ïðè-íàäëåæè íà Êàðòàíîâàòà ïîäãðóïà íà Cr, ïî-ñïåöèàëíî íåêàK1 = diag (ǫ1, . . . , ǫr, ǫr, . . . , ǫ1),

ǫi = ±1, i = 1, . . . , r. Òîãàâà �óíêöèÿòà Q ñå ïîä÷èíÿâà íà èçèñêâàíèÿòà
Q−(ei−ej) = −ǫiǫjQ∗

ei−ej
, Q−(ei+ej) = −ǫiǫjQ∗

ei+ej
, Q−2ei

= −Q∗
2ei

(3.137)Ñèñòåìàòà îò N-òå âúëíè (3.134)�(3.136) äîáèâà âèäà
i(Ji − Jj)Qei−ej ,t − i(Ii − Ij)Qei−ej ,x − ǫi

∑

k<i

ǫkAijkQ
∗
ek−ei

Qek−ej

+
∑

i<k<j

AijkQei−ek
Qek−ej

− ǫj
∑

k>j

ǫkAijkQei−ek
Q∗

ej−ek
− ǫj

∑

k 6=i,j

ǫkBijkQei+ek
Q∗

ek+ej

−2Cij

(

Qei+ej
Q∗

2ej
+ (−1)i+jǫiǫjQ

∗
ei+ej

Q2ei

)

= 0,(3.138)
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iJiQ2ei,t − iIiQ2ei,x − 2ǫi

∑

k<i

ǫkCkiQ
∗
ek−ei

Qek+ei
+ 2

∑

k>i

(−1)i+kCkiQei−ek
Qei+ek

= 0,(3.139)
i(Ji + Jj)Qei+ej ,t − i(Ii + Ij)Qei+ej ,x − ǫj

∑

k<j

ǫkFijkQ
∗
ek−ej

Qei+ek

+
∑

k>j

FijkQej−ek
Qei+ek

− ǫi
∑

k<i

ǫkGijkQ
∗
ek−ei

Qej+ek
+
∑

k 6=i,j

GijkQei−ek
Qej+ek

−2Cij(Qei−ej
Q2ej

+ (−1)i+jǫiǫjQ
∗
ei−ej

Q2ei
) = 0,(3.140)È ñåãà çà íàìèðàíå íà n-ñîëèòîííîòî ðåøåíèå íà òàçè ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ ìîæåäà ñå èçïîëçâà �îðìóëà (3.88) îò ïðåäíèÿ ïàðàãðà�. Â åäíîñîëèòîííèÿ ñëó÷àé ìàòðè÷-íîçíà÷íàòà �óíêöèÿ X â ðàçëîæåíèåòî íà A ñå ïîëó÷àâà îò îáùàòà �îðìóëà (3.48),ñëåä êàòî ñå îò÷åòå, ÷å Z2 ðåäóêöèÿòà èçèñêâà âðúçêèòå

G = K1SF
∗, β = α∗, λ+ = (λ−)∗ = µ+ iνäà ñà â ñèëà. Òîãàâà ðåçóëòàòúò çà ìàòðèöè ñ ðàíã s = 1 ãëàñè

X =
2iν((F †K1F )K1F

∗ + 2iνα∗SF )

(F †K1F )2 + 4ν2|α|2 , (3.141)êúäåòî
F (x, t) = eiλ+(Jx+It)F0, α(x, t) = iF T

0 (Jx+ It)S−1F0 + α0.Òîçè ïúò α(x, t) èçîáùî êàçàíî íå å òúæäåñòâåíî ðàâíà íà íóëà è òîâà, ðàçáèðà ñå, âîäèäî óñëîæíÿâàíå íà èçðàçà çà X. Ñëåä êàòî çàìåñòèì âúâ �îðìóëàòà çà ñîëèòîííîòîðåøåíèå
[J,Q] = [J,A +K1SA

∗(K1S)−1],òî ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî
Qei−ej

(z) =
e−iµ(zi−zj)

b2 − |α|2
{

b
[

ǫie
−ν(zi+zj)F ∗

0,iF0,j + (−1)i+j+1ǫje
ν(zi+zj)F0,iF

∗
0,j

]

+ (−1)i−1
[

α∗eν(zi−zj)F0,iF0,j + (−1)i+j+1ǫiǫjαe−ν(zi−zj)F ∗
0,iF

∗
0,j

]}

,(3.142)
Qei+ej

(z) =
e−iµ(zi+zj)

b2 − |α|2
{

b
[

ǫie
−ν(zi−zj)F ∗

0,iF0,j + (−1)i+jǫje
ν(zi−zj)F0,iF

∗
0,j

]

+ (−1)i−1
[

α∗eν(zi+zj)F0,iF0,j + (−1)i+jǫiǫjαe−ν(zi+zj)F ∗
0,iF

∗
0,j

]}

, (3.143)
Q2ei

(z) =
e−2iµzi

b2 − |α|2
[

2bǫiF
∗
0,iF0,i + (−1)i−1

(

α∗e2νziF 2
0,i

+ αe−2νzi(F ∗
0,i)

2
)]

, (3.144)
b =

F †K1F

2iν
, zi = Jix+ Iit, i = 2r + 1 − i.Ïðèìåð 5: Äà ñå ñïðåì íà íàé-ïðîñòèÿ ñëó÷àé r = 2. Â òîçè ñëó÷àé ñå ïîëó÷àâàò4-íåçàâèñèìè ïîëåòà, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò ñèñòåìàòà

i(J1 − J2)Q10,t − i(I1 − I2)Q10,x − 2k (Q11Q
∗
01 − ǫ1ǫ2Q

∗
11Q21) = 0, (3.145)
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i(J1 + J2)Q11,t − i(I1 + I2)Q11,x − 2k(Q10Q01 − ǫ1ǫ2Q

∗
10Q21) = 0, (3.146)

iJ1Q21,t − iI1Q21,x + 2kQ10Q11 = 0, (3.147)
iJ2Q01,t − iI2Q01,x − 2ǫ1ǫ2kQ

∗
10Q11 = 0, (3.148)êúäåòî k = J1I2 − J2I1. Òóê îòíîâî ñìå óïîòðåáèëè èíäåêñíè îáîçíà÷åíèÿ, ñâúðçàíè ñðàçëîæåíèåòî ïî ïðîñòèòå êîðåíè e1 − e2 è 2e2

Qα → Qmn, α = mα1 + nα2.Ñúîòâåòíîòî 1-ñîëèòîííî ðåøåíèå íà òàçè 4-âúëíîâà ñèñòåìà ñå äàâà îò
Q10(z) =

e−iµ(z1−z2)

b2 − |α|2
[

b
(

ǫ1e
−ν(z1+z2)F ∗

0,1F0,2 + ǫ2e
ν(zi+zj)F0,4F

∗
0,3

)

+
(

α∗eν(z1−z2)F0,4F0,2 + ǫ1ǫ2αe−ν(z1−z2)F ∗
0,1F

∗
0,3

)]

, (3.149)
Q11(z) =

e−iµ(z1+z2)

b2 − |α|2
[

b
(

ǫ1e
−ν(z1−z2)F ∗

0,1F0,3 − ǫ2e
ν(z1−z2)F0,4F

∗
0,2

)

+
(

α∗eν(z1+z2)F0,4F0,3 − ǫ1ǫ2αe−ν(z1+z2)F ∗
0,1F

∗
0,2

)]

, (3.150)
Q21(z) =

e−2iµz1

b2 − |α|2
(

2bǫ1F
∗
0,1F0,4 + α∗e2νz1F 2

0,4 + αe−2νz1(F ∗
0,1)

2
)

, (3.151)
Q01(z) =

e−2iµz2

b2 − |α|2
(

2bǫ2F
∗
0,2F0,3 − α∗e2νz2F 2

0,3 − αe−2νz2(F ∗
0,2)

2
)

. (3.152)Èçâåñòíî å, ÷å sp(4) ≈ so(5). Òîâà îáà÷å íå îçíà÷àâà, ÷å ñúîòâåòíèòå ðåøåíèÿ íà 4-âúëíîâèòå ñèñòåìè íåïðåìåííî òðÿáâà äà ñúâïàäàò. �àçëèêàòà â òÿõ ïðîèçòè÷à îò òîâà,÷å äîêàòî â îðòîãîíàëíèÿ ñëó÷àé s × s ìàòðèöàòà α å àíòèñèìåòðè÷íà è ñëåäîâàòåëíîïðè s = 1 òÿ å òúæäåñòâåíî ðàâíà íà 0, òî â ñèìïëåêòè÷íèÿ � òÿ å ñèìåòðè÷íà è ïîðàäèòîâà, èçîáùî êàçàíî, íå å ðàâíà íà 0. 2Íåêà ñåãà äà ðàçãëåäàìå Z2 ðåäóêöèÿ îò òèïà (3.115), êàòî èçáåðåì ìàòðèöàòà K2 =

diag (ϑ1, . . . , ϑr, ϑr, . . . , ϑ1), ϑi = ±1. Â ñèëà ñà ðåëàöèèòå
Q−(ei−ej) = ϑiϑjQei−ej

, Q−2ei
= Q2ei

, Q−(ei+ej) = ϑiϑjQei+ej
,Ïðè òàçè ðåäóêöèÿ ñå äîñòèãà äî ñëåäíàòà ñèñòåìà îò N-âúëíîâè óðàâíåíèÿ

i(Ji − Jj)Qei−ej ,t − i(Ii − Ij)Qei−ej ,x + ϑi

∑

k<i

ϑkAijkQek−ei
Qek−ej

+
∑

i<k<j

AijkQei−ek
Qek−ej

+ ϑj

∑

k>j

ϑkAijkQei−ek
Qej−ek

+ ϑj

∑

k 6=i,j

ϑkBijkQei+ek
Qek+ej

+2Cij

(

Qei+ej
Q2ej

+ (−1)i+jϑiϑjQei+ej
Q2ei

)

= 0,(3.153)
iJiQ2ei,t − iIiQ2ei,x + 2ϑi

∑

k<i

ϑkCkiQek−ei
Qek+ei

+ 2
∑

k>i

(−1)i+kCkiQei−ek
Qei+ek

= 0,(3.154)
i(Ji + Jj)Qei+ej ,t − i(Ii + Ij)Qei+ej ,x + ϑj

∑

k<j

ϑkFijkQek−ej
Qei+ek
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+
∑

k>j

FijkQej−ek
Qei+ek

+ ϑi

∑

k<i

ϑkGijkQek−ei
Qej+ek

+
∑

k>i

GijkQei−ek
Qej+ek

−2Cij(Qei−ej
Q2ej

− (−1)i+jϑiϑjQei−ej
Q2ei

) = 0.(3.155)Ñîëèòîííèòå ðåøåíèÿ íà òàçè ñèñòåìà ñå ïîëó÷àâàò ÷ðåç îáëè÷àùèÿ ìíîæèòåë (3.119).Â 1-ñîëèòîííèÿ ñëó÷àé çà ìíîæèòåëÿ X èìàìå
X =

2λ+

4(λ+)2α2 + (F TK2F )2

(

(F TK2F )K2F − 2λ+αSF
)

, (3.156)êúäåòî F è α ñà ñúùèòå êàòî â ïðåäèøíèòå ðàçãëåæäàíèÿ. Ñàìîòî ðåøåíèå ñå îïðåäåëÿîò �îðìóëàòà
[J,Q] = [J,A−K2SA(K2S)−1]è ñëåä êàòî çàìåñòèì èçðàçèòå çà X è F â íåÿ äîñòèãàìå äî ðåçóëòàòà

Qei−ej
(z) =

1

α2 + a2

[

a(ϑie
iλ+(zi+zj)F0,iF0,j + (−1)i+j+1ϑje

−iλ+(zi+zj)F0,iF0,j)

+ (−1)iα(e−iλ+(zi−zj)F0,iF0,j + (−1)i+jϑiϑje
iλ+(zi−zj)F0,iF0,j)

]

, (3.157)
Qei+ej

(z) =
1

α2 + a2

[

a(ϑie
iλ+(zi−zj)F0,iF0,j + (−1)i+jϑje

−iλ+(zi−zj)F0,iF0,j)

+ (−1)iα(e−iλ+(zi+zj)F0,iF0,j + (−1)i+j+1ϑiϑje
iλ+(zi+zj)F0,iF0,j)

]

, (3.158)
Q2ei

(z) =
1

α2 + a2

[

2aϑiF0,iF0,i + (−1)iα(e−2iλ+ziF 2
0,i

− e2iλ+ziF 2
0,i)
]

, (3.159)êúäåòî
a =

F TK2F

2λ+
.Ïðèìåð 6: Îòíîâî ïðè r = 2 ñå ïîëó÷àâà 4-âúëíîâà ñèñòåìà

i(J1 − J2)Q10,t − i(I1 − I2)Q10,x + 2k (Q11Q01 − ϑ1ϑ2Q11Q21) = 0, (3.160)
i(J1 + J2)Q11,t − i(I1 + I2)Q11,x − 2k(Q10Q01 + ϑ1ϑ2Q10Q21) = 0, (3.161)

iJ1Q21,t − iI1Q21,x + 2kQ10Q11 = 0, (3.162)
iJ2Q01,t − iI2Q01,x + 2ϑ1ϑ2kQ10Q11 = 0. (3.163)Íåéíîòî 1-ñîëèòîííî ðåøåíèå ñå äàâà îò

Q10(z) =
1

α2 + a2

[

a(ϑ1e
iλ+(z1+z2)F0,1F0,2 + ϑ2e

−iλ+(z1+z2)F0,4F0,3)

− α(e−iλ+(z1−z2)F0,4F0,2 − ϑ1ϑ2e
iλ+(z1−z2)F0,1F0,3)

]

, (3.164)
Q11(z) =

1

α2 + a2

[

a(ϑ1e
iλ+(z1−z2)F0,1F0,3 − ϑ2e

−iλ+(z1−z2)F0,4F0,2)

− α(e−iλ+(z1+z2)F0,4F0,3 + ϑ1ϑ2e
iλ+(z1+z2)F0,1F0,2)

]

, (3.165)
Q21(z) =

1

α2 + a2

[

2aϑ1F0,1F0,4 − α(e−2iλ+z1F 2
0,4 − e2iλ+z1F 2

0,1)
]

, (3.166)
Q01(z) =

1

α2 + a2

[

2aϑ2F0,2F0,3 + α(e−2iλ+z2F 2
0,3 − e2iλ+z2F 2

0,2)
]

.2 (3.167)



3. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñ õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà I. Z2-ðåäóöèðàíè N -âúëíîâè óðàâíåíèÿ 513.4 Ñëó÷àé íà îðòîãîíàëíè àëãåáðè îò ñåðèÿòà DrÍåêà å äàäåíà àëãåáðà îò ñåðèÿòà Dr ≈ so(2r) ïðè r ≥ 4. Ñúãëàñíî ïðèëîæåíèå À.4Êàðòàíîâèòå åëåìåíòè J è I èìàò âèäà
J = diag (J1, . . . , Jr,−Jr, . . . ,−J1), I = diag (I1, . . . , Ir,−Ir, . . . ,−I1).Ôóíêöèÿòà Q ñå ðàçëàãà ïî áàçèñà íà Êàðòàí-Âàéë òàêà

Q(x, t) =
∑

i<j

Q±(ei−ej)(x, t)E±(ei−ej) +
∑

i<j

Q±(ei+ej)(x, t)E±(ei+ej).Óðàâíåíèåòî íà N-òå âúëíè (3.76) çà òàçè àëãåáðà äîáèâà âèäà
i(Ji − Jj)Qei−ej ,t − i(Ii − Ij)Qei−ej ,x +

∑

k 6=i,j

AijkQei−ek
Qek−ej

+
∑

k 6=i,j

BijkQei+ek
Q−(ek+ej) = 0, (3.168)

i(Ji + Jj)Qei+ej ,t − i(Ii + Ij)Qei+ej ,x +
∑

k 6=i,j

DijkQei+ek
Qej−ek

+
∑

k 6=i,j

EijkQei−ek
Qek+ej

= 0, (3.169)êúäåòî
Aijk = Cij + Cki + Cjk, Cij = JiIj − JjIi,

Bijk =











Cij − Cki − Cjk, k < i

Cki + Cjk − Cij, i < k < j

Cij − Cki − Cjk, k > j

Dijk =











Cjk − Cij − Cki, k < i,

Cij + Cki − Cjk, i < k < j,

Cij + Cki − Cjk, k > j

Eijk =











Cki − Cij − Cjk, k < i,

Cki − Cij − Cjk, i < k < j,

Cij + Cjk − Cki.Îñòàíàëèòå r(r− 1) óðàâíåíèÿ, ñâúðçàíè ñ îòðèöàòåëíèòå êîðåíè, ñå ïîëó÷àâàò îò ãîð-íèòå ñ ïîìîùòà íà ïðîñòàòà çàìÿíà
ei, ej , ek → −ei, −ej , −ek.È òóê êàêòî â ïðåäíèòå ñëó÷àè ùå ðàçãëåäàìå äâà ïðèìåðà íà Z2 ðåäóöèðàíè ñèñòå-ìè. Íåêà ïúðâî äà ñå ñïðåì íà äåéñòâèåòî íà Z2 ðåäóêöèÿ îò òèïà (3.80), êúäåòî çàìàòðèöàòà K1 å èçáðàí ñëåäíèÿ åëåìåíò íà Êàðòàíîâàòà ïîäãðóïà íà SO(2r)

K1 = diag (ǫ1, . . . , ǫr, ǫr, . . . , ǫ1), ǫk = ±1, k = 1, . . . , r
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Q−(ei±ej) = −ǫiǫjQ∗

ei±ej
, i < j, i, j = 1, . . . , r. (3.170)Â ðåçóëòàò ñå ïîëó÷àâà ñèñòåìàòà

i(Ji − Jj)Qei−ej ,t − i(Ii − Ij)Qei−ej ,x −
∑

k<i

ǫiǫkAijkQ
∗
ek−ei

Qek−ej

+
∑

i<k<j

AijkQei−ek
Qek−ej

−
∑

k>j

ǫjǫkAijkQei−ek
Q∗

ej−ek
−
∑

k 6=i,j

ǫkǫjBijkQei+ek
Q∗

ek+ej
= 0,(3.171)

i(Ji + Jj)Qei+ej ,t − i(Ii + Ij)Qei+ej ,x −
∑

i6=k<j

ǫjǫkDijkQei+ek
Q∗

ek−ej

+
∑

k>j

DijkQei+ek
Qej−ek

−
∑

k<i

ǫiǫkEijkQ
∗
ek−ei

Qek+ej
+
∑

i<k 6=j

EijkQei−ek
Qek+ej

= 0.(3.172)Çà äà íàìåðèì íåéíîòî n-ñîëèòîííî ðåøåíèå, ïðèëàãàìå ïðîöåäóðàòà íà îáëè÷àíåñ ìíîæèòåëÿ (3.87), êúäåòî ìàòðèöàòà S ñå äàâà îò
Spq = δp,2r+1−q, p, q = 1, . . . , 2r.Â ÷àñòíîñò, 1-ñîëèòîííîòî ðåøåíèå ñå îïðåäåëÿ îò èçðàçèòå

Qei−ej
=

2iν

F †K1F
e−iµ(zi−zj)

[

ǫie
−ν(zi+zj)F ∗

0,iF0,j + ǫje
ν(zi+zj)F0,iF

∗
0,j

]

, (3.173)
Qei+ej

=
2iν

F †K1F
e−iµ(zi+zj)

[

ǫie
−ν(zi−zj)F ∗

0,iF0,j + ǫje
ν(zi−zj)F0,iF

∗
0,j

]

, (3.174)
F †K1F =

r
∑

k=1

ǫk
(

e−2νzk |F0,k|2 + e2νzk |F0,k|2
)

, k = 2r + 1 − k, (3.175)êúäåòî zi = Jix+ Iit ∀ i = 1, . . . , r.Íåêà ñåãà äà ðàçãëåäàìå Z2 ðåäóêöèÿ îò òèïà (3.115). Èçáèðàìå ìàòðèöàòà K2 äàáúäå åëåìåíò íà Êàðòàíîâàòà ïîäãðóïà îò òèïà
K2 = diag (ϑ1, . . . , ϑr, ϑr, . . . , ϑ1), (3.176)êúäåòî ϑk = ±1, ∀ k = 1, . . . , r. Òîãàâà ñà âàëèäíè âðúçêèòå

Q−(ei±ej) = ϑiϑjQei±ej
. (3.177)Ñèñòåìàòà îò r(r − 1) óðàâíåíèÿ çà íåçàâèñèìèòå ïîëåòà èìà âèäà

i(Ji − Jj)Qei−ej ,t − i(Ii − Ij)Qei−ej ,x +
∑

k<i

ϑiϑkAijkQek−ei
Qek−ej

+
∑

i<k<j

AijkQei−ek
Qek−ej

+
∑

k>j

ϑjϑkAijkQei−ek
Qej−ek

+
∑

k 6=i,j

ϑkϑjBijkQei+ek
Qek+ej

= 0,(3.178)
i(Ji + Jj)Qei+ej ,t − i(Ii + Ij)Qei+ej ,x +

∑

i6=k<j

ϑjϑkDijkQei+ek
Qek−ej

+
∑

k>j

DijkQei+ek
Qej−ek

+
∑

k<i

ϑiϑkEijkQek−ei
Qek+ej

+
∑

i<k 6=j

EijkQei−ek
Qek+ej

= 0.(3.179)



3. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñ õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà I. Z2-ðåäóöèðàíè N -âúëíîâè óðàâíåíèÿ 53Çà äà ïðåñìåòíåì n-ñîëèòîííîòî ðåøåíèå, ìîæåì îòíîâî äà ïîëçâàìå Z2 ðåäóöèðàíèÿìíîæèòåë (3.119). Ïî àíàëîãèÿ ñúñ ñëó÷àÿ íà Br ñåðèÿòà çà 1-ñîëèòîííîòî ðåøåíèåïîëó÷àâàìå äî ñëåäíèÿ îòãîâîð
Qei−ej

(z) =
2λ+

F TK2F

(

ϑie
iλ+(zi+zj)F0,iF0,j − ϑje

−iλ+(zi+zj)F0,iF0,j

)

, (3.180)
Qei+ej

(z) =
2λ+

F TK2F

(

ϑie
iλ+(zi−zj)F0,iF0,j − ϑje

−iλ+(zi−zj)F0,iF0,j

)

, (3.181)
F TK2F =

∑

k

ϑk

(

e2iλ+zkF 2
0,k + e−2iλ+zkF 2

0,k

)

, (3.182)êúäåòî ñìå èçïîëçâàëè ñúùèòå îçíà÷åíèÿ êàêòî è â ïðåäíèÿ ñëó÷àé.



4. ÍÅÓ, ÑÂÚ�ÇÀÍÈ Ñ ÕÎÌÎ�ÅÍÍÈ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ II.
Z2 × Z2-�ÅÄÓÖÈ�ÀÍÈ N -ÂÚËÍÎÂÈ Ó�ÀÂÍÅÍÈß�åçóëòàòèòå, ñúäúðæàùè ñå â òàçè ãëàâà, ñå îòíàñÿò äî ïîëó÷àâàíå íà ñèñòåìè îò òèïàíà N-òå âúëíè, ïîëó÷åíè ïðè åäíîâðåìåííîòî äåéñòâèå íà äâå Z2 ðåäóêöèè èëè, êî-åòî å ñúùîòî, ïðè äåéñòâèåòî íà Z2 × Z2 ðåäóêöèÿ. Â òîçè ñìèñúë ãëàâàòà ñå ÿâÿâàèäåéíî ïðîäúëæåíèå íà ïðåäõîäíàòà. N-âúëíîâèòå ñèñòåìè, êîèòî ïðåäñòîè äà áúäàòðàçãëåäàíè, ñà ñâúðçàíè ñ àëãåáðèòå Ar, Br è Cr è ïðè ïîäõîäÿù èçáîð íà äåéñòâèåòî íàãðóïàòà Z2×Z2 òåçè óðàâíåíèÿ ñòàâàò ÷èñòî ðåàëíè. Òåçè ðåäóöèðàíè óðàâíåíèÿ äîïóñ-êàò äâà âèäà ñîëèòîííè ðåøåíèÿ: "äóáëåòíè"ðåøåíèÿ, ñâúðçàíè ñ 2 ÷èñòî èìàãèíåðíèäèñêðåòíè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè íà Ëàêñîâèÿ îïåðàòîð L, è êâàäðîïëåòíè ðåøåíèÿ � ñ 4ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè, ðàçïîëîæåíè ïî âúðõîâåòå íà ïðàâîúãúëíèê ñ öåíòúð â íà÷àëîòîíà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà. Ïðåñìÿòàíåòî íà ñîëèòîííèòå ðåøåíèÿ èçèñêâà àäàïòèðàíåíà ìåòîäà íà îáëè÷àíåòî êúì äåéñòâèåòî íà Z2 ×Z2 ãðóïàòà íà ðåäóêöèèòå. Òîâà ìîæåäà ñå îñúùåñòâè ïî äâà íà÷èíà, êîåòî å ïðè÷èíàòà çà íàëè÷èåòî íà ñïîìåíàòèòå äâàâèäà ñîëèòîíè. 4.1 Ñëó÷àé íà ñïåöèàëíàòà ëèíåéíà àëãåáðàÍåêà äà ðàçãëåäàìå N-âúëíîâà ñèñòåìà, ñâúðçàíà ñ àëãåáðàòà sl(r + 1). Â êîíêðåòíèÿñëó÷àé ìàòðèöèòå J = diag (J1, J2, . . . , Jr+1) è I = diag (I1, I2, . . . , Ir+1) èìàò íóëåâèñëåäè, ò. å.

r+1
∑

k=1

Jk =
r+1
∑

k=1

Ik = 0.Ìàòðèöàòà Q(x, t) ñå ðàçëàãà ïî áàçèñà íà Âàéë çà sl(r + 1)

Q(x, t) =
∑

α∈∆

Qα(x, t)Eα =
∑

i6=j

Qij(x, t)Eij ,êúäåòî (Eij)mn = δimδjn. Óðàâíåíèåòî íà N-òå âúëíè ìîæå äà ñå çàïèøå ïî êîìïîíåíòèòàêà
i(Ji − Jj)Qij, t − i(Ii − Ij)Qij, x −

∑

k 6=i,j

cij kQikQkj = 0, (4.1)êúäåòî
cij k = JiIk − JkIi − JiIj + JjIi + JkIj − JjIk.



4. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñ õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà II. Z2×Z2-ðåäóöèðàíè N -âúëíîâè óðàâíåíèÿ 55Íåêà äà íàëîæèì Z2 × Z2 ðåäóêöèÿ îò òèïà
K1

[

ψ†(x, λ∗)
]−1

K−1
1 = ψ̃(x, λ) (4.2)

K2

[

ψT (x,−λ)
]−1

K−1
2 = ψ̃(x, λ), (4.3)êúäåòî ìàòðèöèòå K1,2 ∈ SL(r+1) óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèåòî: [K1, K2] = 0. Ïîòåíöèàëúò

U(x, λ) óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíèòå ðàâåíñòâà
K1U

†(x, λ∗)K−1
1 = U(x, λ) ⇒ K1J

∗K−1
1 = J, K1Q

†K−1
1 = −Q, (4.4)

K2U
T (x,−λ)K−1

2 = −U(x, λ) ⇒ K2JK
−1
2 = J, K2Q

TK−1
2 = Q. (4.5)Â íàñòîÿùîòî ðàçãëåæäàíå ùå ïðèåìåì, ÷å K1 = diag (ǫ1, ǫ2, . . . , ǫr+1) ∈ SL(r + 1), ǫk =

±1 çà âñÿêî k = 1, . . . , r + 1, à K2 = 11. Òîãàâà ñèìåòðèéíèòå óñëîâèÿ (4.4) è (4.5),ðàçïèñàíè ïî êîìïîíåíòèòå íà Q, èçãëåæäàò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí
Qji = −ǫiǫjQ∗

ij , Qji = Qij (4.6)Â ðåçóëòàò îò äåéñòâèåòî íà ðåäóêöèÿòà áðîÿò íà "ñòåïåíèòå íà ñâîáîäà"íàìàëÿâà 4 ïú-òè: îñòàâàò r(r+1)/2 íåçàâèñèìè ïîëåòà, êîèòî ñà ðåàëíè èëè èìàãèíåðíè â çàâèñèìîñòîò çíàöèòå íà ǫj .Çà äà íàìåðèì 1-ñîëèòîííîòî ðåøåíèå íà (4.1) òðÿáâà äà îò÷åòåì, ÷å îáëè÷àùèÿòìíîæèòåë å èíâàðèàíòåí îòíîñíî Z2 × Z2 ðåäóêöèÿòà
K1

[

g†(x, λ∗)
]−1

K−1
1 = g(x, λ), (4.7)

[

gT (x,−λ)
]−1

= g(x, λ). (4.8)Çà äà îñèãóðèì èçïúëíåíèåòî íà ïî-ãîðíèòå óñëîâèÿ, ìîæåì äà èçïîëçâàìå àíçàöà íàÇàõàðîâ-Øàáàò çà sl(r + 1) (�îðìóëà (3.43)) è òîãàâà ïîëó÷àâàìå, ÷å äèñêðåòíèòå ñîá-ñòâåíè ñòîéíîñòè ñà èìàãèíåðíè: λ± = ±iν, à âåêòîðèòå n è m ñà ñâúðçàíè ïîìåæäóñè
m = K1n

∗, m = n. (4.9)Òúé êàòî â ñîëèòîííèÿ ñåêòîð χ±
0 (x, λ±) = exp(±νJx) ñà ðåàëíè �óíêöèè, îò (3.53)ñëåäâà, ÷å âðúçêè ïîäîáíè íà ïî-ãîðíèòå ñúùåñòâóâàò è çà ïîëÿðèçàöèîííèòå âåêòîðè

n0 è m0

m0 = K1n
∗
0, m0 = n0. (4.10)Êîìáèíèðàéêè äâåòå ïî-ãîðíè óñëîâèÿ è èçïîëçâàéêè âèäà íà ìàòðèöàòà K1, äîñòèãàìåäî èçâîäà, ÷å êîìïîíåíòèòå íà âåêòîðà n0 ñà èëè ðåàëíè, èëè èìàãèíåðíè. Ñúîòâåòíîòî1-ñîëèòîííî ðåøåíèå ñúãëàñíî (3.45) ïðè q0 = 0 (ñúîòâ. Q0 = 0) ñå äàâà îò

[J,Q1s] = −2iν[J, P ], P =
nnT

nTn
. (4.11)



4. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñ õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà II. Z2×Z2-ðåäóöèðàíè N -âúëíîâè óðàâíåíèÿ 56Ñîëèòîííîòî ðåøåíèå, íàïèñàíî ïî êîìïîíåíòíè, èçãëåæäà òàêà
Q1s

ij (z) = −2iν
eν(zi+zj)n0,in0,j

∆
, i 6= j, i, j = 1, . . . , r + 1, (4.12)êúäåòî

∆ =
∑

k

e2νzkn2
0,k zi = Jix+ Iit. (4.13)Çíàìåíàòåëÿò â êîíêðåòíèÿ ñëó÷àé å äîáðå äå�èíèðàí, ñàìî àêî çíàöèòå íà âñè÷êè

ǫi ñà åäíàêâè, íàïðèìåð ïðè K1 = 11. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé ñà íàëèöå "âçðèâÿâàùè"ñåñîëèòîíè.Â ÷àñòíèÿ ñëó÷àé íà ñïåöèàëíà ëèíåéíà àëãåáðà sl(3) ïðè K1 = 11 ñå ïîëó÷àâàò òðèíåçàâèñèìè èìàãèíåðíè ïîëåòà [51℄
Q10(x, t) = iQ10(x, t), Q01(x, t) = iQ01(x, t), Q11(x, t) = iQ11(x, t),êúäåòî îòíîâî ñìå óïîòðåáèëè èíäåêñíè îáîçíà÷åíèÿ, ñâúðçàíè ñ ðàçëîæåíèåòî ïî ïðîñ-òèòå êîðåíè

Qα = Qmn, α = mα1 + nα2.Ñúîòâåòíàòà 3-âúëíîâà ñèñòåìà èìà âèäà
(J1 − J2)Q10,t − (I1 − I2)Q10,x + 3kQ11Q01 = 0, (4.14)

(2J1 + J2)Q11,t − (2I1 + I2)Q11,x − 3kQ10Q01 = 0, (4.15)
(2J2 + J1)Q01,t − (2I2 + I1)Q01,x + 3kQ10Q11 = 0. (4.16)Íåéíîòî ñîëèòîííî ðåøåíèå ñå äàâà îò èçðàçèòå
Q10(x, t) = − 2νeν(z1+z2)n0,1n0,2

e2νz1n2
0,1 + e2νz2n2

0,2 + e−2ν(z1+z2)n2
0,3

, (4.17)
Q11(x, t) = − 2νe−νz2n0,1n0,3

e2νz1n2
0,1 + e2νz2n2

0,2 + e−2ν(z1+z2)n2
0,3

, (4.18)
Q01(x, t) = − 2νe−νz1n0,2n0,3

e2νz1n2
0,1 + e2νz2n2

0,2 + e−2ν(z1+z2)n2
0,3

. (4.19)Ïðè íàëè÷èåòî íà Z2 × Z2 ðåäóêöèÿ îò òèïà (4.4)�(4.5) îñâåí 1-ñîëèòîííè ðåøåíèÿîò "äóáëåòåí"òèï, ò. å. òàêèâà, êîèòî ñà àñîöèèðàíè ñ 2 äèñêðåòíè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè
{±iν} (äóáëåò) íà îïåðàòîðà íà ðàçñåéâàíå L, ñà âúçìîæíè è òàêèâà ñ 4 ñîáñòâåíèñòîéíîñòè {±λ+,±(λ+)∗} (êâàäðîïëåò). Ñèòóàöèÿòà òóê äîñòà íàïîìíÿ íà óðàâíåíèåòî
sin-�îðäúí (âæ. ïðèëîæåíèå Á), êîåòî îñâåí òîïîëîãè÷íè ñîëèòîíè äîïóñêà è äèøàùèñîëèòîíè1.1 Ìíîãî àâòîðè ðàçãëåæäàò äèøàùèòå ñîëèòîíè êàòî ñïåöèàëåí ÷àñòåí ñëó÷àé íà 2-ñîëèòîííîòî ðå-øåíèå. Îñíîâàíèå çà òîâà äàâà �àêòúò, ÷å òî ñå ñâúðçâà ñ 2 äâîéêè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè íà Ëàêñîâèÿîïåðàòîð. Îò äðóãà ñòðàíà îáà÷å, ñèìåòðè÷íîòî ðàçïîëîæåíèå íà ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè âîäè äî îáðà-çóâàíåòî íà îáåêò, êîéòî ñå äâèøè êàòî åäíî åäèííî öÿëî è èçâúðøâà ñëîæíè "âúòðåøíè"äâèæåíèÿ,ïîðàäè ïðèñúñòâèåòî íà äîïúëíèòåëíè ñòåïåíè íà ñâîáîäà. Ïî òàçè ïðè÷èíà íèå èíòåðïðåòèðàìå òîçèâèä ðåøåíèÿ êàòî äðóã òèï åäíîñîëèòîííè ðåøåíèÿ.



4. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñ õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà II. Z2×Z2-ðåäóöèðàíè N -âúëíîâè óðàâíåíèÿ 57"Êâàäðîïëåòåí"òèï ðåøåíèÿ ñå ïîëó÷àâàò, àêî ñå èçïîëçâà îáëè÷àíå ñ ìíîæèòåë
g(x, λ) = 11+ (c(λ) − 1)A(x) +

(

1

c(−λ)
− 1

)

B(x), (4.20)êúäåòî c(λ) = (λ − λ+)/(λ − λ−), à r + 1 × r + 1 ìàòðèöèòå A(x) è B(x) ïðåäñòîè äàáúäàò îïðåäåëåíè. Îáðàòíèÿò ìíîæèòåë íà (4.20) ùå òúðñèì âúâ âèäà
[g(x, λ)]−1 = 11+

(

1

c(λ)
− 1

)

C(x) + (c(−λ) − 1)D(x). (4.21)Ìîäè�èöèðàíèÿò ìíîæèòåë (4.20) ñëåäâà äà áúäå Z2 × Z2 èíâàðèàíòåí, ñ äðóãè äóìèäà óäîâëåòâîðÿâà (4.7) è (4.8). Îò òÿõ è îò (4.21) ñëåäâà, ÷å λ+ = (λ−)∗ = µ+ iν è
B = K1A

∗K−1
1 , C = K1A

†K−1
1 , D = AT . (4.22)Òúé êàòî óñëîâèåòî gg−1 = 11 òðÿáâà äà å èçïúëíåíî òúæäåñòâåíî ïî λ, òî íóëèðàíåòîíà ðåçèäóóìèòå íà �óíêöèÿòà gg−1 âîäè äî àëãåáðè÷íèòå âðúçêè

A

(11− C +
iν

µ− iν
D

)

= 0, (4.23)
(11− A− iν

µ+ iν
B

)

C = 0, (4.24)
(11+

iν

µ− iν
A− B

)

D = 0, (4.25)
B

(11− iν

µ+ iν
C −D

)

= 0. (4.26)Íåêà äà âúâåäåì ðàçëîæåíèåòî
A(x) = X(x)F T (x, ), B(x) = Y (x)GT (x),

C(x) = G(x)Y T (x), D(x) = F (x)XT (x),êúäåòî ìíîæèòåëèòå X(x), F (x), Y (x) èG(x) ñà ìàòðèöè r+1×s. Çà äà ðåøèì ñèñòåìàòà(4.23)�(4.26), å äîñòàòú÷íî äà ïîèñêàìå âàëèäíîñòòà íà ðàâåíñòâàòà
F T

(11−GY T +
iν

µ− iν
FXT

)

= 0, (4.27)
GT

(11− iν

µ+ iν
GY T − FXT

)

= 0. (4.28)Òå ìîãàò äà ñå ðàçãëåæäàò êàòî ëèíåéíà ñèñòåìà çà ìíîæèòåëèòå X è Y . Â ìàòðè÷íèîáîçíà÷åíèÿ òàçè ñèñòåìà èìà âèäà
(

F

G

)

=

(

a b

b∗ a

)(

Y

X

)

, (4.29)
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a = F †K1F, b = − iν

µ− iν
F TF.Ïðè èçâîäà íà ïî-ãîðíèòå ñúîòíîøåíèÿ ñìå èçïîëçâàëè, ÷å ñúãëàñíî (4.22) ñà â ñèëà

Y = K1X
∗, G = K1F

∗. (4.30)�åøàâàíåòî íà (4.29) âîäè äî ñëåäíèÿ ðåçóëòàò çà ìíîæèòåëÿ X
X =

aG− b∗H

a2 − |b|2 =
aK1F

∗ − b∗F

a2 − |b|2 . (4.31)Äðóãèÿò ìíîæèòåë F ìîæå äà ñå íàìåðè êàòî ñå èçïîëçâà äè�åðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå(3.3) è ñå ïðèðàâíÿò íà íóëà ðåçèäóóìèòå íà ñúîòâåòíèòå �óíêöèè. Ïî òîçè íà÷èí ñåïîêàçâà, ÷å F ñå èçðàçÿâà ñ ïîìîùòà íà �óíäàìåíòàëíîòî àíàëèòè÷íî ðåøåíèå χ−
0 ïîñëåäíèÿ íà÷èí

F T (x) = F T
0 [χ−

0 (x, λ−)]−1, F0 = const. (4.32)Çà äà ïðåñìåòíåì 1-ñîëèòîííîòî ðåøåíèå, âçèìàìå ãðàíèöàòà λ → ∞ â (3.3) è çà-ìåñòâàìå q0 ≡ 0 â íåãî. Òàêà ñå ñòèãà äî ñëåäíèÿ èçðàç
Q1s

ij = −2iν[Aij + (K1A
∗K−1

1 )ij], i 6= j. (4.33)Â ÷àñòíîñò, ïðè K1 = 11 ñå ïîëó÷àâà
Q1s

ij = − 4iν

a2 − |b|2 [aRe (F ∗
i Fj) − Re (b∗FiFj)]

= − 4iν

a2 − |b|2 eν(zi+zj)|F0,iF0,j | {a cos[µ(zi − zj) + δi − δj ]

− bR cos[µ(zi + zj) + δi + δj ] − bI sin[µ(zi + zj) + δi + δj ]
}

, (4.34)êúäåòî b = bR +ibI, δi = argF0,i, à zi è ñåãà ñå îïðåäåëÿ îò (4.13). Â íàé-ïðîñòèÿ 3-âúëíîâñëó÷àé èìàìå
Q10 = − 4ν

a2 − |b|2 eν(z1+z2)|F0,1F0,2| {a cos[µ(z1 − z2) + δ1 − δ2]

− bR cos[µ(z1 + z2) + δ1 + δ2] − bI sin[µ(z1 + z2) + δ1 + δ2]
}

, (4.35)
Q11 = − 4ν

a2 − |b|2 e−νz2 |F0,1F0,3| {a cos[µ(2z1 + z2) + δ1 − δ3]

− bR cos(µz2 − δ1 − δ3) + bI sin(µz2 − δ1 − δ3)
}

, (4.36)
Q01 = − 4ν

a2 − |b|2 e−νz1 |F0,2F0,3| {a cos[µ(z1 + 2z2) + δ2 − δ3]

− bR cos(µz1 − δ2 − δ3) + bI sin(µz1 − δ2 − δ3)
}

. (4.37)Çà äà ñå ïðåñìåòíå n-ñîëèòîííî ðåøåíèå, ñúñòîÿùî ñå îò n1 äóáëåòà è n2 êâàäðîï-ëåòà, ìîæå äà ñå èçïîëçâà ñëåäíèÿ ïî-îáù àíçàö çà îáëè÷àùèÿ ìíîæèòåë
g(x, λ) = 11+

n1
∑

l=1

Pl(x)

λ+ iνl
+

n2
∑

l=1

(

Al(x)

λ− λ−l
+
K1A

∗
l (x)K

−1
1

λ+ λ+
l

)

. (4.38)
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[J,Q(x)] =

n1
∑

l=1

[J, Pl(x)] +

n2
∑

l=1

[J,Al(x) +K1A
∗
l (x)K

−1
1 ]. (4.39)4.2 Ñëó÷àé íà îðòîãîíàëíà àëãåáðàÍåêà ñå âúðíåì îòíîâî íà N-âúëíîâî óðàâíåíèå, àñîöèèðàíî ñ so(2r + 1). Äà íàëîæèì

Z2 × Z2 ðåäóêöèÿ îò òèïà (4.2)�(4.3), êúäåòî K1 è K2 ñà åëåìåíòè íà Êàðòàíîâàòàïîäãðóïà. Ïî-ñïåöèàëíî, èçáèðàìåK1 îò âèäà (3.81), àK2 = 11. Ïðè êîíêðåòíèÿ èçáîð íàðåäóêöèÿ U(x, λ) óäîâëåòâîðÿâà åäíîâðåìåííî (4.4) è (4.5). Òîâà âîäè äî r2 íåçàâèñèìèïîëåòà, êîèòî ñà èëè ÷èñòî ðåàëíè, èëè ÷èñòî èìàãèíåðíè
Q∗

ei−ej
= −ǫiǫjQei−ej

, Q∗
ei

= −ǫiQei
, Q∗

ei+ej
= −ǫiǫjQei+ej

, i < j.Çà òÿõ ñà â ñèëà ñëåäíèòå óðàâíåíèÿ
i(Ji − Jj)Qei−ej ,t − i(Ii − Ij)Qei−ej ,x + CijQei

Qej

+
∑

k<i

AijkQek−ei
Qek−ej

+
∑

i<k<j

AijkQei−ek
Qek−ej

+
∑

k>j

AijkQei−ek
Qej−ek

+
∑

k 6=i,j

BijkQei+ek
Qek+ej

= 0, (4.40)
iJiQei,t − iIiQei,x +

∑

k<i

CkiQek−ei
Qek

+
∑

k>i

CkiQei−ek
Qek

+
∑

k 6=i

DikQei+ek
Qek

= 0, (4.41)
i(Ji + Jj)Qei+ej ,t − i(Ii + Ij)Qei+ej ,x + (−1)j+r+1CijQei

Qej

+
∑

i6=k<j

FijkQek−ej
Qei+ek

+
∑

k>j

FijkQej−ek
Qei+ek

+
∑

k<i

GijkQek−ei
Qej+ek

+
∑

i<k 6=j

GijkQei−ek
Qej+ek

= 0, (4.42)Çà òåçè óðàâíåíèÿ ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè ÷àñòíè ðåøåíèÿ ñ ìåòîäà íà îáëè÷àíåòî,êàòî ñå èçïîëçâà ìíîæèòåë, êîéòî óäîâëåòâîðÿâà ðàâåíñòâà (4.7) è (4.8). Êàêòî âèäÿõìåâ ñëó÷àÿ íà ñïåöèàëíàòà ëèíåéíà àëãåáðà, ïðè íàëè÷èåòî íà Z2×Z2 ðåäóêöèÿ âúçíèêâàò2 ðàçëè÷íè òèïà ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñò îò òîâà êàêúâ îáëè÷àù ìíîæèòåë èçïîëçâàìå �ñ 1 èëè ñ 2 ïîëþñà. Â ïúðâèÿ ñëó÷àé ðåøåíèÿòà ñúîòâåòñòâàò íà 2 äèñêðåòíè ñîáñòâåíèñòîéíîñòè ±iν íà L îïåðàòîðà, à âúâ âòîðèÿ � íà 4 ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè ±λ+,±(λ+)∗.Çà ïîëó÷àâàíå íà äóáëåòåí òèï ñîëèòîíè â îðòîãîíàëíèÿ ñëó÷àé òðÿáâà äà ñå èçïîëçâàîáëè÷àù ìíîæèòåë îò òèïà
g(x, λ) = 11+

A(x)

λ− iν
+
K1SA

∗(x)S−1K−1
1

λ+ iν
, K1A

∗(x)K−1
1 = −A(x). (4.43)
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A(x) =

2iν

F T (x)F (x)
F (x)F T (x), F (x) = e−νJxF0.Ìíîæèòåëÿò (4.43) å ïî ïîñòðîåíèå ñúãëàñóâàí ñ óñëîâèÿòà (4.7)�(4.8). Òîãàâà çà ñîëè-òîííîòî ðåøåíèå ïîëó÷àâàìå

Qei−ej
(z) =

2iν

F TF

[

e−ν(zi+zj)F0,iF0,j + (−1)i+j+1eν(zi+zj)F0,iF0,j

]

, (4.44)
Qei

(z) =
2iν

F TF

[

e−νziF0,iF0,r+1 + (−1)i+reνziF0,iF0,r+1

]

, (4.45)
Qei+ej

(z) =
2iν

F TF

[

e−ν(zi−zj)F0,iF0,j + (−1)i+j+1eν(zi−zj)F0,iF0,j

]

, (4.46)
F TF =

r
∑

k=1

(

e−2νzkF 2
0,k + e2νzkF 2

0,k

)

+ F 2
r+1, zk = Jkx+ Ikt.Â íàé-ïðîñòèÿ ñëó÷àé íà B2 àëãåáðàòà ïðè K1 = 11 ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà Z2 × Z2-ðåäóöèðàíà ðåàëíà 4-âúëíîâà ñèñòåìà

(J1 − J2)Q10,t − (I1 − I2)Q10,x + kQ11Q01 = 0, (4.47)
J1Q11,t − I1Q11,x + k(Q12 − Q10)Q01 = 0, (4.48)

(J1 + J2)Q12,t − (I1 + I2)Q12,x − kQ11Q01 = 0, (4.49)
J2Q01,t − I2Q01,x + k(Q10 + Q12)Q11 = 0, (4.50)êúäåòî Q10(x, t), Q11(x, t), Q12(x, t) è Q01(x, t) ñà ðåàëíè ïîëåòà, äå�èíèðàíè ñ ïîìîùòàíà ðàâåíñòâàòà

Q10(x, t) = iQ10(x, t), Q11(x, t) = iQ11(x, t),

Q12(x, t) = iQ12(x, t), Q01(x, t) = iQ01(x, t).Êàêòî â àíàëîãè÷íèòå ñëó÷àè ïðåäè, è òóê èíäåêñèòå ñúîòâåòñòâàò íà ðàçëîæåíèåòî ïîïðîñòèòå êîðåíè íà B2 è k = J1I2 − J2I1.Äóáëåòíîòî ñîëèòîííî ðåøåíèå (4.44)�(4.46) çà òîçè ÷àñòåí ñëó÷àé äîáèâà âèäà
Q10(x, t) =

2ν

F TF

(

e−ν[(J1+J2)x+(I1+I2)t]F0,1F0,2 + eν[(J1+J2)x+(I1+I2)t]F0,5F0,4

)

, (4.51)
Q11(x, t) =

2ν

F TF

(

e−ν(J1x+I1t)F0,1F0,3 − eν(J1x+I1t)F0,5F0,3

)

, (4.52)
Q12(x, t) =

2ν

F TF

(

e−ν[(J1−J2)x+(I1−I2)t]F0,1F0,4 + eν[(J1−J2)x+(I1−I2)x]F0,5F0,2

) (4.53)
Q01(x, t) =

2ν

F TF

(

e−ν(J2x+I2t)F0,2F0,3 + eν(J2x+I2t)F0,4F0,3

)

. (4.54)Òàçè ðåøåíèÿ ìîãàò äà ñå ïðåçàïèøàò óäîáíî ñ ïîìîùòà íà õèïåðáîëè÷íè �óíêöèè ïîñëåäíèÿ íà÷èí
Q10(x, t) =

4ν

F TF
N1N2 cosh{ν[(J1 + J2)x+ (I1 + I2)t] + ξ1 + ξ2}, (4.55)
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Q11(x, t) = − 4ν

F TF
N1F0,3 sinh[ν(J1x+ I1t) + ξ1], (4.56)

Q12(x, t) =
4ν

F TF
N1N2 cosh{ν[(J1 − J2)x+ (I1 − I2)t] + ξ1 − ξ2}, (4.57)
Q01(x, t) =

4ν

F TF
N2F0,3 cosh[ν(J2x+ I2t) + ξ2], (4.58)

F T (x, t)F (x, t) = 2
∑

σ=1,2

N2
σ cosh 2[ν(Jσx+ Iσt) + ξσ] + F 2

0,3,êúäåòî çà îïðåäåëåíîñò ñìå ïðèåëè, ÷å å â ñèëà F0,k > 0 çà k = 1, 2, 4, 5, è ñëåäîâàòåëíîïî-äîëíèòå èçðàçè èìàò ñìèñúë
ξ1 =

1

2
ln
F0,5

F0,1
, ξ2 =

1

2
ln
F0,4

F0,2
, N1 =

√

F0,1F0,5, N2 =
√

F0,2F0,4.Ïî-ñïåöèàëíî, àêî äîïúëíèòåëíî ïðåäïîëîæèì, ÷å F0,1 = F0,5 è F0,2 = F0,4, òî ïðèëàãà-íåòî íà ñúùîòî ïàðàìåòðèçèðàíå êàòî â (3.133) äàâà ñëåäíèÿ ðåçóëòàò
Q10(x, t) =

ν

∆D

sinh(2θ0) cosh ν[(J1 + J2)x+ (I1 + I2)t], (4.59)
Q11(x, t) = −2

√
2ν

∆D

sinh θ0 sinh ν(J1x+ I1t), (4.60)
Q12(x, t) =

ν

∆D

sinh(2θ0) cosh ν[(J1 − J2)x+ (I1 − I2)t], (4.61)
Q01(x, t) =

2
√

2ν

∆D
cosh θ0 cosh ν(J2x+ I2t). (4.62)êúäåòî

∆D(x, t) = 2
(

sinh2 θ0 sinh2 ν(J1x+ I1t) + cosh2 θ0 cosh2 ν(J2x+ I2t)
)

, θ0 ∈ R.Åäíîâðåìåííîòî óäîâëåòâîðÿâàíå íà äâåòå óñëîâèÿ çà Z2 × Z2 èíâàðèàíòíîñòòà íàîáëè÷àùèÿ ìíîæèòåë ìîæå äà ñå ïîñòèãíå è ÷ðåç ïîäõîäÿùà ìîäè�èêàöèÿ íà ñàìèÿìíîæèòåë [58, 55℄. Çà öåëòà å äîñòàòú÷íî äà ñå äîáàâÿò 2 äîïúëíèòåëíè ïîëþñà êúììíîæèòåëÿ, òàêà ÷å ñå ïîëó÷àâà ñëåäíèÿò 4-ïîëþñåí ìíîæèòåë
g(x, λ) = 11+

A(x)

λ− λ+
+
K1SA

∗(x)(K1S)−1

λ− (λ+)∗
− SA(x)S−1

λ+ λ+
− K1A

∗(x)K−1
1

λ+ (λ+)∗
. (4.63)Ñîëèòîííîòî ðåøåíèå, êîåòî ñå ïîëó÷àâà ïðè îáëè÷àíå ñ ìíîæèòåëÿ (4.63), ñå îïðåäåëÿîò èçðàçà

[J,Q] = [J,A+K1SA
∗SK1 − SAS −K1A

∗K1]. (4.64)Çà äà ïðåñìåòíåì ðåøåíèåòî íè å íóæíà ìàòðèöàòà A(x). Àëãîðèòúìúò çà íåéíîòîíàìèðàíå å ïîäîáåí íà òîçè ðàçãëåäàí â îáøàòà ÷àñò íà òàçè ãëàâà � ìàòðèöàòà A(x)ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ïðîèçâåäåíèå íà 2 ïðàâîúãúëíè 2r+1× s ìàòðèöè X(x) è F (x), ñëåäòîâà çà ìíîæèòåëÿ X ñå èçâåæäà ëèíåéíîòî óðàâíåíèå
(11− SA(x)S

2λ+
+
K1SA

∗(x)SK1

2iν
− K1A

∗(x)K1

2µ

)

SF (x) = X(x)α(x). (4.65)



4. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñ õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà II. Z2×Z2-ðåäóöèðàíè N -âúëíîâè óðàâíåíèÿ 62Çà äðóãèÿ ìíîæèòåë F (x) è êâàäðàòíàòà s× s ìàòðèöà α(x) ñå ïîêàçâà, ÷å ñà ðåøåíèÿíà ëèíåéíèòå äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ
i∂xF

T − F T (q0 − λ+J) = 0, (4.66)
i∂xα + F TJS−1F = 0, (4.67)Â ñîëèòîííèÿ ñåêòîð òÿõíîòî èíòåãðèðàíå âîäè äî ðåçóëòàòà

F (x) = eiλ+JxF0, α(x) = iF T
0 JSF0x.Îñòàâà äà ñå ïðåñìåòíå X, êîåòî ñòàâà ÷ðåç èçâåæäàíåòî îò (4.65) íà ëèíåéíàòà ñèñòåìà

(

SF, SG, SH, SN
)

=
(

X, Y, Z, W
)











α a b c

a α c b

b∗ c∗ α∗ a∗

c∗ b∗ a∗ α∗











, (4.68)êúäåòî
Y (x) = SX(x), Z(x) = K1SX

∗(x), W (x) = K1X
∗(x),

G(x) = SF (x), H(x) = K1SF
∗(x), N(x) = K1F

∗(x),

a(x) =
F T (x)F (x)

2λ+
, b(x) =

F T (x)K1F
∗(x)

2iν
, c(x) =

F T (x)SK1F
∗(x)

2µ
.Â íàé-ïðîñòèÿ ñëó÷àé, êîãàòî rankX = rankF = s = 1 è ñëåäîâàòåëíî α ≡ 0, îòñèñòåìàòà (4.68) äîñòèãàìå äî











X

Y

Z

W











=
1

∆(x, t)











0 a∗ b −c
a∗ 0 −c b

−b −c 0 a

−c −b a 0





















SF

SG

SH

SN











,êúäåòî
∆ = |a|2 + b2 − c2.Îòòóê íàìèðàìå, ÷å

X =
a∗F + bK1F

∗ − cK1SF
∗

|a|2 + b2 − c2
.Ñëåä êàòî çàìåñòèì ïî-ãîðíèÿ èçðàç çà X(x) â (4.64), ñå ïîëó÷àâà ñëåäíèÿ ñëîæåí èçðàç

[J,Q(x)] =
1

∆

[

J, {a∗(x)F (x) + b(x)K1F
∗(x) − c(x)K1SF

∗(x)}F T (x)

−S {a∗(x)F (x) + b(x)K1F
∗(x) − c(x)K1SF

∗(x)}F T (x)S

+K1S {a(x)F ∗(x) − b(x)K1F (x) − c(x)K1SF (x)}F †(x)SK1

−K1 {a(x)F ∗(x) − b(x)K1F (x) − c(x)K1SF (x)}F †(x)K1)
]

.
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F0 → eiλ+ItF0, α0 → itF T

0 ISF0 + α0.Â ÷àñòíîñò, ïðèK1 = 11 ïîëó÷åíîòî ðåøåíèå å ÷èñòî èìàãèíåðíî è ìîæå äà ñå çàïèøåòàêà
[J,Q(x, t)] =

2i

∆
Im
[

{a∗(x, t)F (x, t) + b(x, t)K1F
∗(x, t) − c(x, t)K1SF

∗(x, t)}F T (x, t)

−S {a∗(x, t)F (x, t) + b(x, t)K1F
∗(x, t) − c(x, t)K1SF

∗(x, t)}F T (x, t)S
]

.Â ñëó÷àÿ íà 4-âúëíîâàòà ñèñòåìà, ñâúðçàíà ñ B2, çà êâàäðîïëåòíîòî ðåøåíèå ïîëó÷à-âàìå
Q10(x, t) =

4

∆
Im [a∗N1 cosh(ϕ1 + ϕ2) −

imN∗
1

µν
(µ cosh(ϕ∗

1 + ϕ2) − iν cosh(ϕ∗
1 − ϕ2))

]

N2

Q11(x, t) =
4

∆
Im [a∗N1 sinh(ϕ1) −

imλ+

µν
N∗

1 sinh(ϕ∗
1)

]

F0,3

Q12(x, t) =
4

∆
Im [a∗N1 cosh(ϕ1 − ϕ2) −

imN∗
1

µν
(µ cosh(ϕ∗

1 − ϕ2) − iν cosh(ϕ∗
1 + ϕ2))

]

N2

Q01(x, t) =
4

∆
Im [a∗N2 cosh(ϕ2) −

imλ+∗

µν
N∗

2 cosh(ϕ∗
2)

]

F0,3.êúäåòî
a(x, t) =

1

µ+ iν

[

N2
1 cosh 2ϕ1 +N2

2 cosh 2ϕ2 +
F 2

0,3

2

]

, b(x, t) =
m(x, t)

iν
,

c(x, t) =
m(x, t)

µ
,m(x, t) = |N1|2 cosh(2Re ϕ1) + |N2|2 cosh(2Re ϕ2) +

|F0,3|2
2

,

Nσ =
√

F0,σF0,6−σ, ϕσ(x, t) = iλ+(Jσx+ Iσt) +
1

2
log

F0,σ

F0,6−σ
, σ = 1, 2.È ñåãà å âúçìîæíî äà ñå êîíñòðóèðàò ïî-ñëîæíè n-ñîëèòîííè ðåøåíèÿ, êîåòî ñòàâàñ ïîìîùòà íà ìíîæèòåëè îò òèïà

g(x, λ) = 11+

n1
∑

l=1

(

Al(x)

λ− iνl

+
K1SA

∗
l (x)(K1S)−1

λ+ iνl

)

+

n2
∑

l

(

Bl(x)

λ− λ+
l

+
K1SB

∗
l (x)(K1S)−1

λ− (λ+
l )∗

− SBl(x)S
−1

λ+ λ+
l

− K1B
∗
l (x)K

−1
1

λ+ (λ+
l )∗

)

, (4.69)êúäåòî ðåçèäóóìèòå Al è Bl ïîäëåæàò íà îïðåäåëÿíå. Ñúîòâåòíîòî ðåøåíèå ñå ïîëó÷àâàïî �îðìóëàòà
[J,Q(x)] =

n1
∑

l=1

[J,Al(x) +K1SA
∗
l (x)(K1S)−1] +

n2
∑

l=1

[J,Bl(x) +K1SB
∗
l (x)(K1S)−1

− SBl(x)S
−1 −K1B

∗
l (x)K

−1
1 ]. (4.70)



4. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñ õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà II. Z2×Z2-ðåäóöèðàíè N -âúëíîâè óðàâíåíèÿ 644.3 Ñëó÷àé íà ñèìïëåêòè÷íà àëãåáðàÍåêà äà ðàçãëåäàìå N-âúëíîâî óðàâíåíèå çà sp(2r) ïðè íàëîæåíà Z2 × Z2 ðåäóêöèÿîò òèïà (4.2)�(4.3), êúäåòî K1 = diag (ǫ1, . . . , ǫr, ǫr, . . . , ǫ1) è K2 = 11. Êîìáèíèðàíîòîäåéñòâèå íà äâåòå Z2 ðåäóêöèè âîäè äî r2 íåçàâèñèìè ïîëåòà, êîèòî ñà èëè ÷èñòî ðåàëíè,èëè ÷èñòî èìàãèíåðíè
Q∗

ei−ej
= −ǫiǫjQei−ej

, Q∗
2ei

= −Q2ei
, Q∗

ei+ej
= −ǫiǫjQei+ej

.Çà òÿõ ñà â ñèëà ñëåäíèòå óðàâíåíèÿ
i(Ji − Jj)Qei−ej ,t − i(Ii − Ij)Qei−ej ,x +

∑

k 6=i,j

AijkQei−ek
Qek−ej

+
∑

k 6=i,j

BijkQei+ek
Qek+ej

+ 2Cij

(

Qei+ej
Q2ej

+ (−1)i+jQei+ej
Q2ei

)

= 0, (4.71)
iJiQ2ei,t − iIiQ2ei,x + 2

∑

k<i

CkiQek−ei
Qek+ei

+ 2
∑

k>i

(−1)i+kCkiQei−ek
Qei+ek

= 0, (4.72)
i(Ji + Jj)Qei+ej ,t − i(Ii + Ij)Qei+ej ,x +

∑

k 6=i,j

FijkQek−ej
Qei+ek

+
∑

k 6=i,j

GijkQek−ei
Qej+ek

− 2Cij(Qei−ej
Q2ej

− (−1)i+jQei−ej
Q2ei

) = 0, (4.73)êîå�èöèåíòèòå Aijk, Bijk è ò.í. ñúâïàäàò ñ âúâåäåíèòå â ïàðàãðà� 3.3.Êàêòî è â ïðåäèøíèòå ñëó÷àè äåéñòâèåòî íà Z2×Z2 îïðåäåëÿ íàëè÷èåòî íà äóáëåòíèè êâàäðîïëåòíè ñîëèòîííè ðåøåíèÿ. Äóáëåòíèÿò òèï ñîëèòîííî ðåøåíèå ñå ïîëó÷àâàïðè îáëè÷àíå ñ äâóïîëþñíèÿ ìíîæèòåë (4.43). Çà ìíîæèòåëÿ X ñëåä êàòî îò÷åòåìäîïúëíèòåëíèòå ñúîòíîøåíèÿ
λ+ = iν, α∗ = −α, F ∗ = K1F,îò (3.156) ñå ïîëó÷àâà

X =
2iν

−4ν2α2 + (F TF )2

(

(F TF )F − 2iναSF
)

.�åçóëòàòúò çà äóáëåòíîòî ðåøåíèå ãëàñè
Qei−ej

(z) =
1

α2 + a2

[

a(e−ν(zi+zj)F0,iF0,j + (−1)i+j+1eν(zi+zj)F0,iF0,j)

+ (−1)iα(eν(zi−zj)F0,iF0,j + (−1)i+je−ν(zi−zj)F0,iF0,j)
]

, (4.74)
Qei+ej

(z) =
1

α2 + a2

[

a(e−ν(zi−zj)F0,iF0,j + (−1)i+jeν(zi−zj)F0,iF0,j)

+ (−1)iα(eν(zi+zj)F0,iF0,j + (−1)i+j+1e−ν(zi+zj)F0,iF0,j)
]

, (4.75)
Q2ei

(z) =
1

α2 + a2

[

2aF0,iF0,i + (−1)iα(e2νziF 2
0,i

− e−2νziF 2
0,i)
]

, (4.76)



4. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñ õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà II. Z2×Z2-ðåäóöèðàíè N -âúëíîâè óðàâíåíèÿ 65êúäåòî
a =

F TF

2iν
=

1

2iν

r
∑

k=1

(

e−2νzkF 2
0,k + e2νzkF 2

0,k

)

, zk = Jkx+ Ikt, F ∗
0 = K1F0.Êâàäðîïëåòíîòî ðåøåíèå, îò ñâîÿ ñòðàíà, ñå èçâåæäà ñ ïîìîùòà íà ìíîæèòåëÿ (4.63)

[J,Q] = [J,A− SAS−1 +K1SA
∗(K1S)−1 −K1A

∗(K1)
−1] (4.77)èëè â ÷àñòíîñò ïðè K1 = 11 èìàìå

[J,Q(x, t)] = 2iIm [J,A(x, t) + SA(x, t)S],êúäåòî å îò÷åòåíî, ÷å S = −ST = −S−1.Ñëåäâàéêè ñúùèòå ñòúïêè êàòî â îðòîãîíàëíèÿ ñëó÷àé, ñå óáåæäàâàìå, ÷å ìíîæè-òåëÿò F â ðàçëîæåíèåòî íà A
A(x, t) = X(x, t)F T (x, t)èìà äîáðå ïîçíàòèÿ âèä

F (x, t) = eiλ+(Jx+It)F0, F0 = const.Çà äà íàìåðèì äðóãèÿ ìíîæèòåë X, òðÿáâà äà ðåøèì ëèíåéíà ñèñòåìà, êîÿòî â íàé-ïðîñòèÿ ñëó÷àé íà rankX = rankF = 1 èçãëåæäà òàêà [58℄










SF

SG

SH

SN











=











α a −b −c
−a α c −b
−b c α∗ a∗

−c −b −a∗ α∗





















X

Y

Z

W









êúäåòî
Y := SX, Z := SX∗, W := −X∗, G := SF,

H : = SF ∗, N := −F ∗, α = iF T
0 (Jx+ It)S−1F0,

a :=
F TF

2λ+
, b :=

F †F

2iν
, c :=

F †SF

2µ
.Ñëåä êàòî "îáúðíåì"ñèñòåìàòà, ïîëó÷àâàìå

X =
1

∆

(

α̃SF − ãSG− b̃SH − c̃SN
)

,êúäåòî
α̃ := α∗(|α|2 − b2 − c2) + α(a∗)2, ã := a∗(|a|2 + b2 + c2) + a(α∗)2,

b̃ := b(|a|2 − |α|2 + b2 + c2) − 2cRe (aα∗), c̃ := c(|a|2 − |α|2 + b2 + c2) + 2bRe (aα∗),

∆ := |a|4 + 2Re (a2(α∗)2) + |α|4 + 2(|a|2 − |α|2 + b2 + c2)(b2 + c2).Òàêà äîñòèãàìå äî ñëåäíèÿ èçðàç çà ñúîòâåòíîòî 1-ñîëèòîííîòî ðåøåíèå
Q =

2i

∆
Im
[(

α̃SF + ãF + b̃F ∗ + c̃SF ∗
)

F T + S
(

α̃SF + ãF + b̃F ∗ + c̃SF ∗
)

F TS
]

.Ïîëçâàéêè �îðìóëà (4.70), è â ðàçãëåæäàíèÿ ñëó÷àé ìîãàò äà ñå ïîñòðîÿò ïî-îáùèòå
n-ñîëèòîííè ðåøåíèÿ ïðè îáëè÷àíå ñ ìíîæèòåëÿ (4.69).



4. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñ õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà II. Z2×Z2-ðåäóöèðàíè N -âúëíîâè óðàâíåíèÿ 664.4 Ñèíãóëÿðíè ðåøåíèÿ íà çàäà÷àòà íà �èìàí-ÕèëáåðòÒàêà êàêòî çàäà÷àòà íà �èìàí-Õèëáåðò ìîæå äà ñå èçïîëçâà çà ðåøàâàíå íà ÍÅÓ,òàêà å âúçìîæíî è îáðàòíîòî � äà ñå ïîëó÷àò ÷àñòíè ðåøåíèÿ íà Ç�Õ, òðúãâàéêè îòäàäåíî èíòåãðèðóåìî ÍÅÓ. Èçáîðúò íà êîíêðåòíî ÍÅÓ âîäè äî îïðåäåëåíà çàâèñèìîñòíà ðåøåíèÿòà íà Ç�Õ îò äîïúëíèòåëíèòå ïðîìåíëèâè x è t. Ñúùîòî ñå îòíàñÿ è çàîáëè÷àùèÿ ìíîæèòåë è íåãîâèòå ðåçèäóóìè. Íåêà äà ðàçãëåäàìå íÿêîëêî ïðèìåðà.Ïðèìåð 7: Íåêà å äàäåíî èíòåãðèðóåìî íåëèíåéíî óðàâíåíèå, ÷èÿòî çàäà÷à íà ðàçñåé-âàíåòî ñå äàâà îò îáîáùåíàòà ñèñòåìà íà Çàõàðîâ-Øàáàò (2.11) çà àëãåáðàòà sl(n), à îïå-ðàòîðúòM å ïðîèçâîëåí. Ïðè q0 = 0 �óíäàìåíòàëíè ðåøåíèÿ χ±
0 ñà ïðîñòî exp(−iλJx),à ñúîòâåòíèòå íîðìèðàíè ðåøåíèÿ íà Ç�Õ ñà η±0 = 11. Ñëåäîâàòåëíî �óíêöèÿòà íà ñú-øèâàíå G(λ) å ñúùî ðàâíà íà 11. Â òîçè ñëó÷àé ùå èçïîëçâàìå îáëè÷àù ìíîæèòåë,êîéòî èìà ñàìî åäèí ïîëþñ

g = 11+
λ− − λ+

λ− λ−
P.Êàêòî ñïîìåíàõìå â íà÷àëîòî íà ïðåäèøíàòà ãëàâà, â òîçè ñëó÷àé îïåðàòîðúò P åïðîåêòîð è â íàé-ïðîñòèÿ ñëó÷àé íà ðàíã 1 ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

P =
nmT

mTn
,êúäåòî âåêòîðèòå n(x) è m(x) ñå èçðàçÿâàò ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿòà χ±

0 , êàêòî ñëåäâà
n(x) = χ+

0 (x, λ+)n0, mT (x) = mT
0 [χ−

0 (x, λ−)]−1.Òîãàâà îáëå÷åíèòå ðåøåíèÿ íà Ç�Õ, ñúîòâåòñòâàùè íà 1-ñîëèòîíåí ïîòåíöèàë, èìàòñúùî ïî åäèí ïîëþñ è åäíà íóëà
η±ij(x, λ) = δij +

λ− − λ+

λ− λ−
ei(λ−Jj−λ+Ji)xn0,im0,j
∑

k ei(λ−−λ+)Jkxn0,km0,k

(4.78)Âúçñòàíîâÿâàíåòî íà âðåìåâàòà çàâèñèìîñò íà ðåøåíèÿòà ñòàâà ïî �îðìóëèòå
n0 7→ eif(λ+)tn0, m0 7→ e−if(λ−)tm0.Íåêà ñåãà äà íàëîæèì Z2 ðåäóêöèÿòà (2.51) ïðèK = 11. Ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå âðúçêè
λ+ = (λ−)∗ = µ+ iν, m = n∗.Ñëåäîâàòåëíî äîñòèãàìå äî ñëåäíèÿ îòãîâîð

η±ij(x, λ) = δij −
2iν

λ− λ−
e[iµ(Jj−Ji)+ν(Ji+Jj)]xn0,in

∗
0,j

∑

k e2νJkx|n0,k|2
. (4.79)Àêî íàëîæèì îùå åäíà Z2 ðåäóêöèÿ

χ−(x, λ) = [(χ+(x,−λ))T ]−1, (4.80)



4. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñ õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà II. Z2×Z2-ðåäóöèðàíè N -âúëíîâè óðàâíåíèÿ 67òî èìàìå
λ± = ±iν, n∗ = n.Îáëå÷åíèòå ðåøåíèÿ íà Ç�Õ äîáèâàò âèäà

η±ij(x, λ) = δij −
2iν

λ− λ−
eν(Ji+Jj)xn0,in0,j
∑

k e2νJkxn2
0,k

.2 (4.81)Ïðèìåð 8: Íåêà îòíîâî ðàçãëåäàìå ÍÅÓ, ñâúðçàíî ñúñ ñèñòåìàòà íà Çàõàðîâ-Øàáàò,íî òîçè ïúò çà so(n,C). Îðòîãîíàëíàòà àëãåáðà èçèñêâà îáëè÷àù ìíîæèòåë ñ 2 ïîëþñà
g(x, λ) = 11+

A(x)

λ− λ+
+

B(x)

λ− λ−
.Íàïîìíÿìå, ÷å ìàòðè÷íîçíà÷íèòå �óíêöèè A è B â íàé-ïðîñòèÿ ñëó÷àé ñà ïðîïîðöèî-íàëíè íà äâà ïðîåêòîðà

A = (λ+ − λ−)
SGF T

F TSG
, B = (λ− − λ+)

SFGT

F TSG
,êúäåòî

F T (x) = F T
0 [χ+

0 (x, λ+)]−1, GT (x) = GT
0 [χ−

0 (x, λ−)]−1.Êîíñòàíòíèòå âåêòîðè F0 è G0 ñå ïîä÷èíÿâàò íà àëãåáðè÷íèòå óñëîâèÿ
F T

0 SF0 = 0, GT
0 SG0 = 0.Ìåòðèêàòà S èìà âèäà

Sij =

{

(−1)i−1δi 2r+2−j , so(2r + 1),

δi 2r+1−j , so(2r).Òðúãâàéêè îòíîâî îò òðèâèàëíîòî ðåøåíèå q0 = 0 (ñúîòâ. η±0 = 11), çà îáëå÷åíèòåðåøåíèÿ ïîëó÷àâàìå
η±ij(x, λ) = δij +

λ+ − λ−
∑

k,l e
i(λ+−λ−)JkxF0,kSklG0,l

[

ei(λ+Jj−λ−Ji)x
∑

k SikG0,kF0,j

λ− λ+

− ei(λ−Jj−λ+Ji)x
∑

k SikF0,kG0,j

λ− λ−

]

. (4.82)Çç âúçñòàíîâÿâàíå íà âðåìåâàòà åâîëþöèÿ òðÿáâà äà ñå èçïîëçâà ïðàâèëîòî
F0 7→ e−if(λ+)tF0, G0 7→ e−if(λ−)tG0.Äåéñòâèåòî íà ðåäóêöèÿòà (2.51) âîäè äî èçèñêâàíåòî

λ± = µ± iν, G0 = KSF ∗
0 .



4. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñ õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà II. Z2×Z2-ðåäóöèðàíè N -âúëíîâè óðàâíåíèÿ 68Ïîëàãàéêè K = 11 è çàìåñòâàéêè ïî-ãîðíèòå âðúçêè â (4.82), äîñòèãàìå äî
η±ij(x, λ) = δij +

2iνeiµ(Jj−Ji)x

∆

[

e−ν(Jj+Ji)xF ∗
0,iF0,j

λ− λ+
−

eν(Jj+Ji)x
∑

k,l SikSjlF0,kF
∗
0,l

λ− λ−

]

, (4.83)êúäåòî
∆ =

∑

k

e−2νJkx|F0,k|2.Àêî íàëîæèì è âòîðà Z2 ðåäóêöèÿ îò òèïà (4.80), ñå ïîëó÷àâàò âðúçêèòå
λ± = ±iν, F ∗

0 = F0.Ñëåä êàòî ãè çàìåñòèì â (4.83), òî ñúîòâåòíèòå ðåøåíèÿ íà Ç�Õ äîáèâàò âèäà
η±ij(x, λ) = δij +

2iν

∆

[

e−ν(Jj+Ji)xF0,iF0,j

λ− iν
−

eν(Jj+Ji)x
∑

k,l SikSjlF0,kF0,l

λ+ iν

]

, (4.84)
∆ =

∑

k

e−2νJkxF 2
0,k.Êàêòî èìàõìå âúçìîæíîñò ìíîãîêðàòíî äà èçòúêâàìå äîñåãà, â ñëó÷àÿ íà äåéñòâèå íà

Z2 × Z2 ðåäóêöèÿ å âúçìîæíî äà ñå èçïîëçâà è îáëè÷àù ìíîæèòåë ñ 4 ïîëþñà [84℄
g(x, λ) = 11+

A(x)

λ− λ+
+
SA∗(x)S−1

λ− (λ+)∗
− SA(x)S−1

λ+ λ+
− A∗(x)

λ+ (λ+)∗
.Ôóíêöèÿòà A òîçè ïúò ñå äàâà îò èçðàçà

A =
(a∗F + bF ∗ − cSF ∗)F T

|a|2 + b2 − c2
, F = eiλ+JxF0,êúäåòî êîå�èöèåíòèòå ïî-ãîðå çàâèñÿò êâàäðàòè÷íî îò âåêòîðà F

a =
F TF

2λ+
, b =

F TF ∗

2iν
, c =

F TSF ∗

2µ
.



5. ÍÅÓ, ÑÂÚ�ÇÀÍÈ ÑÚÑ ÑÈÌÅÒ�È×ÍÈ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÂ òîçè ãëàâà ïðåäñòîè äà ðàçãëåäàìå 2 òèïà èíòåãðèðóåìè ìíîãîêîìïîíåíòíè óðàâíå-íèÿ, ñâúðçàíè ñúñ ñèìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà îò ñåðèÿòà BD.I: íåëèíåéíîòî óðàâíåíèåíà Øðüîäèíãåð (ÍÓØ) è ìîäè�èöèðàíîòî óðàâíåíèå íà Êîðòåâåã-äå Ôðèç (ìÊäÔ).Ùå áúäàò ïîñòðîåíè êîíêðåòíè ïðèìåðè íà èíòåãðèðóåìè ìíîãîêîìïîíåíòíè óðàâíå-íèÿ, ïîëó÷åíè ñëåä ïðèëàãàíåòî íà ðåäóêöèè êúì ÍÓØ è ìÊäÔ. Ïîðàäè òîâà ÷å ñàñâúðçàíè ñúñ ñèìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà îò óêàçàíèÿ âèä, ñúîòâåòíèòå ÍÓØ è ìÊäÂäîïóñêàò ïî-ãîëÿìî ðàçíîîáðàçèå îò ðåäóêöèè. Ùå ïîñòðîèì òåõíèòå ñîëèòîííè ðåøå-íèÿ ñ ïîìîùòà íà ìåòîäà íà îáëè÷àíåòî, êàòî è ñåãà îáëè÷àùèÿò ìíîæèòåë, êîéòî ùåèçïîëçâàìå çà òàçè öåë ùå å ñúãëàñóâàí ñ òèïà íà ðåäóêöèÿòà. Çà ïúðâè ïúò ìíîãî-êîìïîíåíòíè óðàâíåíèÿ îò òèïà íà ÍÓØ âúðõó ñèìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà ñà ðàçãëå-äàíè â [43℄, à óðàâíåíèÿ îò òèïà íà ÊäÔ ñúîòâåòíî â [23℄. Èíòåðåñúò êúì ÍÓØ âúðõóñèìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà íàïîñëåäúê ñå âúçðîäè âúâ âðúçêà ñ òåõíèòå ïðèëîæåíèÿâ Áîçå-Àéíùàéíîâàòà êîíäåíçàöèÿ [65, 22℄. Ìíîãîêîìïîíåíòíè (âåêòîðíè) óðàâíåíèÿ,ñâúðçàíè ñ àëãåáðè íà Éîðäàí, ñà ïîëó÷åíè â [83, 82℄.5.1 Íåëèíåéíî óðàâíåíèå íà ØðüîäèíãåðÍåêà äà ðàçãëåäàìå îïåðàòîðèòå íà Ëàêñ
L(λ) = i∂x + U(x, t, λ), U(x, t, λ) = q(x, t) − λJ, (5.1)
M(λ) = i∂t + V (x, t, λ), V (x, t, λ) = V0(x, t) + λV1(x, t) − λ2J, (5.2)

V1(x, t) = q(x, t), V0(x, t) = iad −1
J ∂xq(x, t) +

1

2
[ad−1

J q(x, t), q(x, t)],êúäåòî ìàòðèöàòà q(x, t) ïðèíàäëåæè íà so(n+ 2), à J ëåæè â Êàðòàíîâàòà àëãåáðà íà
so(n+ 2). Íåêà äà èçáåðåì q è Êàðòàíîâèÿò åëåìåíò J äà èìàò ñëåäíèÿ ñïåöèàëåí âèä

q =







0 ~qT 0

~p 0 s0~q

0 ~pT s0 0






, J = He1

= diag (1, 0, . . . 0,−1),êúäåòî âåêòîðèòå ~q è ~p ñå çàäàâàò îò
~q = (q2, q3, . . . , q2r)

T , ~p = (p2, p3, . . . , p2r)
T ,
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S =







0 0 1

0 −s0 0

1 0 0






.Òàêèâà Ëàêñîâè îïåðàòîðè ñå ñâúðçâàò ñúñ ñåðèÿòà îò ñèìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà BD.I =

SO(n+2)/SO(2)×SO(n). Ìíîãîêîìïîíåíòíîòî óðàâíåíèå íà Øðüîäèíãåð, êîåòî ïðåä-ñòàâëÿâà óñëîâèå çà ñúâìåñòèìîñò íà îïåðàòîðèòå (5.1) è (5.2), ñå ñúñòîè îò ñëåäíàòàñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ
i~qt +~qxx + 2(~q, ~p)~q − (~q, s0~q)s0~p = 0, (5.3)
i~pt −~pxx − 2(~q, ~p)~p− (~p, s0~p)s0~q = 0, (5.4)Çà íàïðåä ùå ñå îãðàíè÷èì ñ ÷àñòíèÿ ñëó÷àé íà ÍÓØ, àñîöèèðàíî ñúñ ñèìåòðè÷íîòîïðîñòðàíñòâî SO(5)/SO(2)× SO(3). Òîãàâà ìàòðèöèòå q è J èçãëåæäàò òàêà

q =

















0 q2 q3 q4 0

p2 0 0 0 q4

q3 0 0 0 −q3
q4 0 0 0 q2

0 p4 −p3 p2 0

















,

J = diag (1, 0, 0, 0,−1),

s0 =







0 0 1

0 −1 0

1 0 0







. (5.5)
Ïðèìåð 9: Â òîçè ïðèìåð ùå ñå ñïðåì íà Z2-ðåäóöèðàíà ñèñòåìà ñ �èçè÷åñêî ïðè-ëîæåíèå. Íåêà èìàìå Z2 ðåäóêöèÿ îò òèïà λ → λ∗, ò.å. êàòî òàçè îò �îðìóëà (3.80) ñìàòðèöà K1 = diag (ǫ1, ǫ2, 1, ǫ2, ǫ1). Òîãàâà ñà â ñèëà âðúçêèòå

p2 = ǫ1ǫ2q
∗
2, p3 = ǫ1q

∗
3 , p4 = ǫ1ǫ2q

∗
4, (5.6)à ñèñòåìàòà ñå ñâåæäà äî ñëåäíèòå 3 óðàâíåíèÿ

iq2,t + q2,xx + 2ǫ1ǫ2|q2|2q2 + ǫ1ǫ2q
2
3q

∗
4 + 2ǫ1|q3|2q2 = 0,

iq3,t + q3,xx + 2ǫ1q2q4q
∗
3 + 2ǫ1ǫ2|q2|2q3 + 2ǫ1ǫ2q3|q4|2 + ǫ1|q3|2q3 = 0, (5.7)

iq4,t + q4,xx + 2ǫ1ǫ2|q4|2q4 + ǫ1ǫ2q
2
3q

∗
2 + 2ǫ1|q3|2q4 = 0.Àêî �èêñèðàìå ǫ1 = ǫ2 = 1 è âúâåäåì íîâèòå "�èçè÷åñêè"îçíà÷åíèÿ: Φ1 = q2, Φ0 =

q3/
√

2 è Φ−1 = q4, òî ïîëó÷àâàìå ñèñòåìàòà
i∂tΦ1 + ∂2

x2Φ1 + 2(|Φ1|2 + 2|Φ0|2)Φ1 + 2Φ∗
−1Φ

2
0 = 0,

i∂tΦ0 + ∂2
x2Φ0 + 2(|Φ−1|2 + |Φ0|2 + |Φ1|2)Φ0 + 2Φ∗

0Φ1Φ−1 = 0, (5.8)
i∂tΦ−1 + ∂2

x2Φ−1 + 2(|Φ−1|2 + 2|Φ0|2)Φ−1 + 2Φ∗
1Φ

2
0 = 0.Òàçè ñèñòåìà îïèñâà ñïèíîðåí êîíäåíçàò íà Áîçå-Àéíùàéí â ñúñòîÿíèå ñúñ ñâðúõ�èíñïèí F = 1, êîéòî å ïîñòàâåí â îïòè÷íà ÿìà, òàêà ÷å äâèæåíèåòî íà êîíäåíçàòà å



5. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñúñ ñèìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà 71âúçìîæíî ñàìî ïî îñòà x (âæ. [65℄). Âåêòîðúò Φ(x, t) = (Φ1(x, t),Φ0(x, t),Φ−1(x, t))
Tïðåäñòàâëÿâà íîðìèðàíèÿò ñïèíîðåí âúëíîâ âåêòîð íà êîíäåíçàòà.Ìíîãîñîëèòîííîòî ðåøåíèå íà (5.7) ìîæå äà ñå ïðåñìåòíå ñ ïîìîùòà íà ïðîöåäó-ðàòà íà îáëè÷àíå ñ ìíîæèòåëÿ (3.87). Ïðåñìÿòàíèÿ àíàëîãè÷íè íà âå÷å íàïðàâåíèòå âïðåäèøíèòå ïàðàãðà�è âîäÿò äî ñëåäíèÿ ðåçóëòàò çà 1-ñîëèòîííîòî ðåøåíèå [56℄

qk =
iν

∆
e−iµ(x−vt−δ0)

(

ǫ1e
−ν(x−ut−ξ0)Fk + (−1)kǫke

ν(x−ut−ξ0)F∗
6−k

)

, (5.9)
∆ = ǫ1 cosh 2ν(x− ut− ξ0) + C, ξ0 =

1

2ν
ln

|F0,1|
|F0,5|

, (5.10)
C =

1

2
[ǫ2(|F2|2 + |F4|2) + |F3|2], Fk =

F0,k
√

|F0,1||F0,5|
, k = 2, 3, 4. (5.11)Ñêîðîñòèòå u è v ñå èçðàçÿâàò ÷ðåç ðåàëíàòà è èìàãèíåðíàòà ÷àñò íà äèñêðåòíàòàñîáñòâåíà ñòîéíîñò λ+ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

v =
ν2 − µ2

µ
, u = −2µ. (5.12)Ïðè ïîëó÷àâàíåòî íà ïî-ãîðíàòà �îðìóëà çà ðåøåíèåòî ñìå îò÷åëè åñòåñòâåíàòà èí-âàðèàíòíîñò íà îáëè÷àùèÿ ìíîæèòåë è îòòàì íà ñàìîòî ñîëèòîííî ðåøåíèå îòíîñíîòðàíñ�îðìàöèÿ íà ïîëÿðèçàöèîííèÿ âåêòîð

F0 → F0e
iϕ, ∀ϕ ∈ R.Òîâà ïîçâîëÿâà áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà äà èçáåðåì ïúðâàòà è ïîñëåäíàòà êîìïî-íåíòà íà âåêòîðà F0 äà èìàò ïðîòèâîïîëîæíè �àçè

argF0,1 = − argF0,5 = −µδ0. (5.13)Çà ðåøåíèåòî íà �èçè÷åñêàòà ñèñòåìà (5.8) ñëåä ïðîñòî çàìåñòâàíå ñå ïîëó÷àâàñëåäíîòî
Φ1(x, t) =

iν

∆
e−iµ(x−vt−δ0)

(

e−ν(x−ut−ξ0)F2 + eν(x−ut−ξ0)F∗
4

)

, (5.14)
Φ0(x, t) =

√
2iν

2∆
e−iµ(x−vt−δ0)

(

e−ν(x−ut−ξ0)F3 − eν(x−ut−ξ0)F∗
3

)

, (5.15)
Φ−1(x, t) =

iν

∆
e−iµ(x−vt−δ0)

(

e−ν(x−ut−ξ0)F4 + eν(x−ut−ξ0)F∗
2

)

. (5.16)Àêî âúâåäåì ïî-êðàòêèòå îçíà÷åíèÿ
δ±1 = δ0 ±

argF2 − argF4

2µ
, φ±1 =

argF2 + argF4

2

φ0 = argF3, z = ν(x− ut− ξ0), z±1 = z ± 1

2
ln

|F4|
|F2|

,



5. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñúñ ñèìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà 72è ïðåðàáîòèì èçðàçèòå â (5.14)�(5.16), ñå äîñòèãà äî ñëåäíèÿ ðåçóëòàò
Φ±1 =

2iν
√

|F2F4|e−iµ(x−vt−δ±1)

cosh 2z + C (cosφ±1 cosh z±1 − i sinφ±1 sinh z±1) , (5.17)
Φ0 = −

√
2iν|F3|e−iµ(x−vt−δ0)

cosh 2z + C (cosφ0 sinh z − i sinφ0 cosh z) . (5.18)Èçëîæåíèòå â òîçè ïðèìåð ðåçóëòàòè ïîçâîëÿâàò ïðîñòî îáîáøåíèå çà ïðîèçâîëíè ñè-ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà îò ñåðèÿòà SO(2r + 1)/SO(2) × SO(2r − 1), âæ. [56℄. Â îáùèÿñëó÷àé êîìïîíåíòèòå íà âåêòîðèòå ~p è ~q ñà ñâúðçàíè ïîñðåäñòâîì
pi = ǫ1ǫiq

∗
i , pr+1 = ǫ1q

∗
r+1, pi = ǫ1ǫiq

∗
i , i = 2(r + 1) − i (5.19)çà i = 2, . . . , r. Ñúãëàñíî (5.3) è (5.4) è îò÷èòàéêè, ÷å (s0)ij = (−1)i−1δi,2r−j, îáùàòà

Z2-ðåäóöèðàíà ñèñòåìà îò ÍÓØ äîáèâà âèäà
iqk,t + qk,xx + 2ǫ1

[

r
∑

l=2

ǫl(|ql|2 + |ql|2) + |qr+1|2
]

qk

+(−1)k+1ǫ1ǫk

[

2

r
∑

l=2

(−1)lqlql + (−1)r+1q2
r+1

]

q∗
k

= 0, (5.20)çà k = 2, . . . , 2r. Íåéíîòî ñîëèòîííî ðåøåíèå ñå äàâà îò
qk =

iν

∆
e−iµ(x−vt−δ0)

(

ǫ1e
−ν(x−ut−ξ0)Fk + (−1)kǫke

ν(x−ut−ξ0)F∗
k

)

, (5.21)
∆ = ǫ1 cosh 2ν(x− ut− ξ0) + C, Fk =

F0,k
√

|F0,1||F0,1|
, (5.22)

C =
1

2

[

r
∑

j=2

ǫj(|Fj|2 + |Fj|2) + |Fr+1|2
]

, ξ0 =
1

2ν
ln

|F0,1|
|F0,1|

, (5.23)êúäåòî ïðè èçâîäà íà ïî-ãîðíèòå èçðàçè îòíîâî ñìå èçáðàëè argF0,1 = − argF0,1 = −µδ0.Â ñëó÷àÿ íà r = 3 è ǫi = 1 (i = 1, 2, 3) ñèñòåìàòà îòíîâî îïèñâà Áîçå-Àéíùàéíîâêîíäåíçàò [65℄, íî òîçè ïúò â ñúñòîÿíèå ñúñ ñâðúõ�èí ñïèí F = 2. Åòî êàê èçãëåæäàñàìàòà ñèñòåìà îò 5 óðàâíåíèÿ
i∂tΦ±2 + ∂2

x2Φ±2 + 2|~Φ|2Φ±2 − (2Φ2Φ−2 − 2Φ1Φ−1 + Φ2
0)Φ

∗
∓2 = 0,

i∂tΦ±1 + ∂2
x2Φ±1 + 2|~Φ|2Φ±1 + (2Φ2Φ−2 − 2Φ1Φ−1 + Φ2

0)Φ
∗
∓1 = 0,

i∂tΦ0 + ∂2
x2Φ0 + 2|~Φ|2Φ0 − (2Φ2Φ−2 − 2Φ1Φ−1 + Φ2

0)Φ
∗
0 = 0.êúäåòî

Φ2 = q2, Φ1 = q3, Φ0 = q4, Φ−1 = q5, Φ−2 = q6.Ñúîòâåòíîòî ñîëèòîííî ðåøåíèå å
Φ±2 =

2iν
√

|F2F6|e−iµ(x−vt−δ±2)

cosh 2z + C (cosφ±2 cosh z±2 − i sinφ±2 sinh z±2) , (5.24)
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Φ±1 = −2iν

√

|F3F5|e−iµ(x−vt−δ±1)

cosh 2z + C (cos φ±1 sinh z±1 − i sinφ±1 cosh z±1) , (5.25)
Φ0 =

2iν|F4|e−iµ(x−vt−δ0)

cosh 2z + C (cos φ0 cosh z − i sinφ0 sinh z) . (5.26)êúäåòî
δ±2 = δ0 ±

argF2 − argF6

2µ
, φ±2 =

argF2 + argF6

2
, z±2 = z ± 1

2
ln

|F6|
|F2|

,

δ±1 = δ0 ±
argF3 − argF5

2µ
, φ±1 =

argF3 + argF5

2
, z±1 = z ± 1

2
ln

|F5|
|F3|

,

δ0 =
argF5

µ
= −argF1

µ
, z = ν(x− ut− ξ0), φ0 = argF4.�åøåíèåòî (5.24)�(5.26) ñúâïàäà ñ òîâà â [65℄, ïîëó÷åíî ñ ïîìîùòà íà ìåòîäà íà Õèðîòà.2Ïðèìåð 10: Íåêà ñåãà äà ðàçãëåäàìå Z2 ðåäóêöèÿ îò òèïà (3.80), íî òîçè ïúò ìàòðè-öàòà K1 ñe èçðàçÿâà ÷ðåç ìàòðèöàòà, çàäàâàùà äåéñòâèå íà Âàéëîâî îòðàæåíèå ñïðÿìîïðîñòèÿ êîðåí e2 âúðõó so(5)

We2
=

















1 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 −1 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 1

















⇒ K1 = Ke2
=

















ǫ1 0 0 0 0

0 0 0 ǫ2 0

0 0 −1 0 0

0 ǫ2 0 0 0

0 0 0 0 ǫ1

















, (5.27)êàòî ïî äå�èíèöèÿ ǫ1,2 = ±1. Òîãàâà â ñèëà ñà ñëåäíèòå âðúçêè ìåæäó êîìïîíåíòèòåíà ïîòåíöèàëà q
p2 = ǫ1ǫ2q

∗
4 , p3 = −ǫ1q∗3, p4 = ǫ1ǫ2q

∗
2 . (5.28)Îòíîâî ïîëó÷àâàìå 3-êîìïîíåíòíà ñèñòåìà îò ÍÓØ, à èìåííî

iq2,t + q2,xx + 2ǫ1ǫ2(q2)
2q∗4 + ǫ1ǫ2q

2
3q

∗
2 − 2ǫ1|q3|2q2 = 0, (5.29)

iq3,t + q3,xx − 2ǫ1q2q4q
∗
13 + 2ǫ1ǫ2q2q

∗
4q3 + 2ǫ1ǫ2q

∗
2q3q4 − ǫ1|q3|2q3 = 0, (5.30)

iq4,t + q4,xx + 2ǫ1ǫ2(q4)
2q∗2 + ǫ1ǫ2q

2
3q

∗
4 − 2ǫ1|q3|2q4 = 0. (5.31)Ïðèëàãàíåòî íà ìåòîäà íà îáëè÷àíåòî è îò÷èòàíåòî íà ñúùåñòâóâàùèòå ñèìåòðèè çà-ðàäè ðåäóêöèÿòà âîäè äî ïî-äîëíîòî ñîëèòîííî ðåøåíèå

q2(x, t) =
2iν

∆
e−iµ(x−vt−δ0)

(

ǫ1e
−ν(x−ut−ξ0)F2 + ǫ2e

ν(x−ut−ξ0)F∗
2

)

, (5.32)
q3(x, t) =

2iν

∆
e−iµ(x−vt−δ0)

(

ǫ1e
−ν(x−ut−ξ0)F3 + eν(x−ut−ξ0)F∗

3

)

, (5.33)
q4(x, t) =

2iν

∆
e−iµ(x−vt−δ0)

(

ǫ1e
−ν(x−ut−ξ0)F4 + ǫ2e

ν(x−ut−ξ0)F∗
4

)

, (5.34)êúäåòî ñìå èçïîëçâàëè ñúùèòå îçíà÷åíèÿ êàòî â (5.10), (5.11) è (5.12). Åäèíñòâåíàòàðàçëèêà å, ÷å â íàñòîÿùèÿ ñëó÷àé êîíñòàíòàòà C èçãëåæäà ïî-ðàçëè÷íî
C = ǫ2Re (F2F∗

4 ) − 1

2
|F3|2.2



5. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñúñ ñèìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà 745.2 Ìîäè�èöèðàíè óðàâíåíèÿ íà Êîðòåâåã-äå ÔðèçÂ òîçè ïàðàãðà� ùå ðàçãëåäàìå îùå åäèí ïðèìåð íà ÍÅÓ, ñâúðçàíî ñúñ ñèìåòðè÷íè-òå ïðîñòðàíñòâà îò ñåðèÿòà BD.I � ìîäè�èöèðàíîòî óðàâíåíèå íà Êîðòåâåã-äå Ôðèç.Ïîðàäè �àêòà, ÷å íåãîâèÿò äèñïåðñèîíåí çàêîí å íå÷åòåí ïîëèíîì íà ñïåêòðàëíèÿ ïà-ðàìåòúð λ, òî, êàêòî ùå ñå óáåäèì ïî-íàòàòúê, òîâà îïðåäåëÿ ïî-ãîëÿìîòî ðàçíîîáðàçèåîò âúçìîæíè Z2 ðåäóêöèè ñïðÿìî ÍÓØ.ÌÊäÔ, ñâúðçàíî ñúñ ñèìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî îò ñåðèÿòà BD.I, èìà Ëàêñîâî ïðåä-ñòàâÿíå ñ L îïåðàòîð îò âèäà (5.1) è îïåðàòîð M îò âèäà
M = i∂t + V0(x, t) + λV1(x, t) + λ2V2(x, t) − λ3J,êúäåòî
V2 = q, V1(x, t) = iad −1

J ∂xq +
1

2

[

ad −1
J q, q

]

,

V0(x, t) = −∂2
xxq +

1

2

[

ad−1
J q,

[

ad−1
J q, q

]]

+ i [∂xq, q] .Ñàìàòà ñèñòåìà îò ìÊäÔ óðàâíåíèÿ ñå çàïèñâà òàêà
~qt + ~qxxx + 3(~p, ~q)~qx + 3 (~qx, ~p) ~q − 3 (~qxs0~q) s0~p = 0, (5.35)
~pt + ~pxxx + 3(~p, ~q)~px + 3 (~px, ~q) ~p− 3 (~pxs0~p) s0~q = 0. (5.36)Êàêòî è â ñëó÷àÿ íà ÍÓØ è òóê ùå ñå îãðàíè÷èì ñ ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñúñ ñèìåòðè÷íîòîïðîñòðàíñòâî SO(5)/SO(2)× SO(3).Ïðèìåð 11: Äà ðàçãëåäàìå Z2 ðåäóêöèÿ îò òèïà (3.80), çàäàäåíà ñ ïîìîùòà íà åëåìåíòíà Êàðòàíîâàòà ãðóïà: K1 = diag (ǫ1, ǫ2, 1, ǫ2, ǫ1). Â ðåçóëòàò íà òîâà çà ïîòåíöèàëà q ñàâ ñèëà ðåëàöèèòå (5.6) è îñòàâàò ñàìî 3 íåçàâèñèìè êîìïîíåíòè, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàòóðàâíåíèÿòà
q2,t + q2,xxx + 3ǫ1(q2q3)xq

∗
3 + 3ǫ1ǫ2q3q

∗
4q3,x + 6ǫ1ǫ2|q2|2q2,x = 0, (5.37)

q3,t + q3,xxx + 3ǫ1(q2q4)xq
∗
3 + 3ǫ1ǫ2(q2q3)xq

∗
2 + 3ǫ1ǫ2(q3q4)xq

∗
4 + 3ǫ1|q3|2q3,x = 0, (5.38)

q4,t + q4,xxx + 3ǫ1(q3q4)xq
∗
3 + 3ǫ1ǫ2q

∗
2q3q3,x + 6ǫ1ǫ2|q4|2q4,x = 0. (5.39)Ñîëèòîííîòî ðåøåíèå, ïîëó÷åíî ÷ðåç îáëè÷àíå, èìà âèäà

qk(x, t) =
iνe−iµ(x−vt−δ0)

ǫ1 cosh 2ν(x− ut− ξ0) + C
(

ǫ1e
−ν(x−ut−ξ0)Fk + (−1)kǫke

ν(x−ut−ξ0)F∗
6−k

)

, (5.40)êàòî êîíñòàíòèòå δ0, ξ0, Fk è C ñúâïàäàò ñ âå÷å âúâåäåíèòå ïðè àíàëîãè÷íèÿ ñëó÷àé íàÍÓØ (âæ. �îðìóëè (5.10), (5.11) è (5.13)), à ñêîðîñòèòå u è v òîçè ïúò ñå îïðåäåëÿò îòèçðàçèòå
u = ν2 − 3µ2, v = 3ν2 − µ2. (5.41)



5. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñúñ ñèìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà 75Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ìîãàò äà ñå îáîáùÿò çà ïðîèçâîëíî ñèìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâîîò ñåðèÿòà BD.I. �åäóêöèÿòà íàëàãà âðúçêè ìåæäó âåêòîðèòå ~p è ~q, êîèòî ñúâïàäàò ñòåçè îò (5.19). Âñëåäñòâèå íà òîâà ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà îáùà Z2-ðåäóöèðàíà ñèñòåìàîò ìÊäÔ
qk,t + qk,xxx + 3ǫ1ǫk

2r
∑

l=2

(−1)l+k+1ql,xqlq
∗
k

+ 3ǫ1

[

r
∑

l=2

ǫl
(

|ql|2 + |ql|2
)

+ |qr+1|2
]

qk,x

+ 3ǫ1

[

r
∑

l=2

ǫl
(

ql,xq
∗
l + ql,xq

∗
l

)

+ qr+1,xq
∗
r+1

]

qk = 0, k = 2, . . . , 2r. (5.42)Íåéíîòî 1-ñîëèòîííî ðåøåíèå ñå äàâà îò èçðàçèòå
qk(x, t) =

iνe−iµ(x−vt−δ0)

ǫ1 cosh 2ν(x− ut− ξ0) + C
(

ǫ1e
−ν(x−ut−ξ0)Fk + (−1)kǫke

ν(x−ut−ξ0)F∗
k

)

, (5.43)êúäåòî êîíñòàíòèòå C, Fk è ξ0 ñúâïàäàò ñ âúâåäåíè ÷ðåç �îðìóëè (5.22) è (5.23), à
δ0 = − argF0,1/µ = argF0,1/µ.2Ïðèìåð 12: Äà ðàçãëåäàìå îòíîâî ðåäóêöèÿ îò òèïà íà (3.80), êàòî ñåãà K1 = Ke2(âæ. ïðèìåð 10). Òîãàâà ñà íàëèöå ñúîòíîøåíèÿòà (5.28) è ñå ñòèãà äî 3-êîìïîíåíòíàñèñòåìà îò ìîäè�èöèðàíè ÊäÔ óðàâíåíèÿ

q2,t + q2,xxx − 3ǫ1(q2q3)xq
∗
3 + 3ǫ1ǫ2q

∗
2q3q3,x + 6ǫ1ǫ2q2q

∗
4q2,x = 0, (5.44)

q3,t + q3,xxx − 3(q2q4)xq
∗
3 + 3(q2q3)xq

∗
4 + 3(q3q4)xq

∗
2 − 3|q3|2q3,x = 0, (5.45)

q4,t + q4,xxx − 3ǫ1(q3q4)xq
∗
3 + 3ǫ1ǫ2q3q

∗
4q3,x + 6ǫ1ǫ2q

∗
2q4q4,x = 0. (5.46)Íåéíîòî ñîëèòîííî ðåøåíèå èçãëåæäà òàêà

q2(x, t) =
2iν

∆
e−iµ(x−vt−δ0)

(

ǫ1e
−ν(x−ut−ξ0)F2 + ǫ2e

ν(x−ut−ξ0)F∗
2

)

, (5.47)
q3(x, t) =

2iν

∆
e−iµ(x−vt−δ0)

(

ǫ1e
−ν(x−ut−ξ0)F3 + eν(x−ut−ξ0)F∗

3

)

, (5.48)
q4(x, t) =

2iν

∆
e−iµ(x−vt−δ0)

(

ǫ1e
−ν(x−ut−ξ0)F4 + ǫ2e

ν(x−ut−ξ0)F∗
4

)

, (5.49)êúäåòî
∆ = ǫ1 cosh 2ν(x− ut− ξ0) + C, C = ǫ2Re (F2F∗

4 ) − 1

2
|F3|2.Êîíñòàíòèòå δ0, ξ0 è Fk çàåäíî ñúñ ñêîðîñòèòå u è v ñúâïàäàò ñ òåçè, äàäåíè â ïðåäèøíèÿïðèìåð.2È â ðàçãëåäàíèòå ñëó÷àè ìîãàò ñå ñòðîÿò è ïî-ñëîæíè n-ñîëèòîííè ðåøåíèÿ ñ ïî-ìîùòà íà ìíîæèòåëè îò òèïà (3.87).Â ñëåäâàùèòå ïðèìåðè ùå ðàçãëåäàìå Z2 ðåäóêöèè, êîèòî íÿìàò àíàëîã ïðè ÍÓØ� òå ñà ñúâìåñòèìè ñàìî ñ òàêèâà ÍÅÓ, êîèòî èìàò íå÷åòåí çàêîí çà äèñïåðñèÿ. Òàêúâå ñëó÷àÿò ñ ìÊäÔ, çàùîòî íåãîâèÿò äèñïåðñèîíåí çàêîí å f(λ) = −λ3J .



5. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñúñ ñèìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà 76Ïðèìåð 13: Íåêà äà ðàçãëåäàìå Z2 ðåäóêöèÿ îò òèïà λ→ −λ, ò.å.
K2U

T (x,−λ)K−1
2 = −U(x, λ) ⇒ K2q

TK−1
2 = −q. (5.50)Äà èçáåðåì K2 = diag (ϑ1, ϑ2, 1, ϑ2, ϑ1), êàòî ϑ1,2 = ±1. Òîãàâà çà êîìïîíåíòèòå íà ïî-òåíöèàëà q ñà âàëèäíè âðúçêèòå

p2 = −ϑ1ϑ2q2, p3 = −ϑ1q3, p4 = −ϑ1ϑ2q4. (5.51)Äåéñòâèåòî íà ðåäóêöèÿòà ñâåæäà ñèñòåìàòà îò ìÊäÔ óðàâíåíèÿ äî ñëåäíèòå òðè
q2,t + q2,xxx − 3ϑ1(q2q3)xq3 − 3ϑ1ϑ2q3q4q3,x − 6ϑ1ϑ2q

2
2q2,x = 0, (5.52)

q3,t + q3,xxx − 3ϑ1(q2q4)xq3 − 3ϑ1ϑ2(q2q3)xq2 − 3ϑ1ϑ2(q3q4)xq4 − 3ϑ1q
2
3q3,x = 0, (5.53)

q4,t + q4,xxx − 3ϑ1(q3q4)xq3 − 3ϑ1ϑ2q2q3q3,x − 6ϑ1ϑ2q
2
4q4,x = 0. (5.54)Çà äà íàìåðèì íåéíîòî n-ñîëèòîííî ðåøåíèå, ìîæå îòíîâî äà ñå èçïîëçâà îáëè÷àùèÿìíîæèòåë (3.119), êîéòî å ñèìåòðè÷åí îòíîñíî äåéñòâèåòî íà Z2 ðåäóêöèÿòà. Ñúãëàñíîîáùàòà ñõåìà çà ïðåñìÿòàíå, êîÿòî èçëîæèõìå äîòóê, çà ðåøåíèåòî ñå ïîëó÷àâà

q2(x, t) =
(µ+ iν)

ϑ1 cosh 2z(x, t) + C
(

ϑ1e
z(x,t)F2 + ϑ2e

−z(x,t)F4

)

, (5.55)
q3(x, t) =

(µ+ iν)F3

ϑ1 cosh 2z(x, t) + C
(

ϑ1e
z(x,t) − e−z(x,t)

)

, (5.56)
q4(x, t) =

(µ+ iν)

ϑ1 cosh 2z(x, t) + C
(

ϑ1e
z(x,t)F4 + ϑ2e

−z(x,t)F2

)

, (5.57)êúäåòî
C =

ϑ2(F
2
0,2 + F 2

0,4) + F 2
0,3

2|F0,1F0,5|
, z(x, t) = iµ(x− vt− δ0) + ν(x− ut− ξ0).Êîíñòàíòèòå δ0, ξ0 è Fk çàåäíî ñúñ ñêîðîñòèòå u è v ñúâïàäàò ñ âå÷å âúâåäåíèòå âïðåäèøíèòå ïðèìåðè.È òóê å âúçìîæíî äà ñå îáîáùÿò ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè çà ïðîèçâîëíî ñèìåòðè÷íîïðîñòðàíñòâî îò ñåðèÿòà SO(2r+1)/SO(2)×SO(2r−1). Òàêà íàïðèìåð, ïîä äåéñòâèåòîíà Z2 ðåäóêöèÿòà

pi = −ϑ1ϑiqi, pr+1 = −ϑ1qr+1, pi = −ϑ1ϑiqi, i = 2(r + 1) − i (5.58)ïðè i = 2, . . . , r ñå äîñòèãà äî ñëåäíàòà ñèñòåìà îò 2r − 1 ìÊäÔ óðàâíåíèÿ
qk,t + qk,xxx + 3ϑ1ϑk

2r
∑

i=2

(−1)i+kqi,xqiqk − 3ϑ1

(

r
∑

i=2

ϑi(q
2
i + q2

i
) + q2

r+1

)

qk,x

− 3ϑ1

(

r
∑

i=2

ϑi(qi,xqi + qi,xqi) + qr+1,xqr+1

)

qk = 0, k = 2, . . . , 2r. (5.59)



5. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñúñ ñèìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà 77Çà 1-ñîëèòîííîòî ðåøåíèå íà òàçè îáùà ñèñòåìà ñå ïîëó÷àâà
qk(x, t) =

(µ+ iν)

ϑ1 cosh[2z(x, t)] + C
(

ϑ1e
z(x,t)Fk + (−1)kϑke

−z(x,t)Fk

)

, (5.60)êúäåòî
C =

1

2|F0,1F0,1|

[

r
∑

i=2

ϑi(F
2
0,i + F 2

0,i
) + F 2

0,r+1

]

.2Ïðèìåð 14: Îùå åäèí ñëó÷àé íà Z2 ðåäóêöèÿ îò òèïà λ→ −λ èìàìå, êîãàòî
K2 = Ke2

=

















ϑ1 0 0 0 0

0 0 0 ϑ2 0

0 0 −1 0 0

0 ϑ2 0 0 0

0 0 0 0 ϑ1

















. (5.61)Íàëèöå ñà ñèìåòðèéíèòå óñëîâèÿ
p2 = −ϑ1ϑ2q4, p3 = ϑ1q3, p4 = −ϑ1ϑ2q2. (5.62)Îòíîâî èìàìå 3-êîìïîíåíòíà ñèñòåìà îò ìÊäÔ

q2,t + q2,xxx + 3ϑ1(q2q3)xq3 − 3ϑ1ϑ2q2q3q3,x − 6ϑ1ϑ2q2q4q2,x = 0, (5.63)
q3,t + q3,xxx + 3ϑ1(q2q4)xq3 − 3ϑ1ϑ2(q2q3)xq4 − 3ϑ1ϑ2(q3q4)xq2 + 3ϑ1q

2
3q3,x = 0, (5.64)

q4,t + q4,xxx + 3ϑ1(q3q4)xq3 − 3ϑ1ϑ2q3q4q3,x − 6ϑ1ϑ2q2q4q4,x = 0. (5.65)Ñîëèòîííîòî ðåøåíèå, ïîëó÷åíî ñ ïîìîùòà íà ìåòîäà íà îáëè÷àíåòî, èìà âèäà
q2(x, t) =

2(µ+ iν)

∆

(

ϑ1e
iµ(x−vt)−ν(x−ut)F0,1 + ϑ2e

−iµ(x−vt)+ν(x−ut)F0,5

)

F0,2, (5.66)
q3(x, t) =

2(µ+ iν)

∆

(

ϑ1e
iµ(x−vt)−ν(x−ut)F0,1 + e−iµ(x−vt)+ν(x−ut)F0,5

)

F0,3, (5.67)
q4(x, t) =

2(µ+ iν)

∆

(

ϑ1e
iµ(x−vt)−ν(x−ut)F0,1 + ϑ2e

−iµ(x−vt)+ν(x−ut)F0,5

)

F0,4, (5.68)
∆ = 2ϑ1|F0,1F0,5| cosh[iµ(x− vt− δ0) − ν(x− ut− ξ0)] + 2ϑ2F0,2F0,4 − F 2

0,3.2 (5.69)Ïðèìåð 15: Â íàñòîÿùèÿ ïðèìåð ùå ðàçãëåäàìå Z2-ðåäóêöèÿ îò òèïà λ→ −λ∗, ò.å.
K3U

†(x,−λ∗)K−1
3 = U(x, λ) ⇒ K3q

†(x)K−1
3 = q(x), K3JK

−1
3 = −J (5.70)Çà äà ïîäñèãóðèì èçïúëíåíèåòî íà óñëîâèåòî â (5.70) çà ìàòðèöàòà J , ìîæåì äà èçáåðåì

K3 äà å ïðîïîðöèîíàëíà íà ìàòðèöàòà, çàäàâàùà äåéñòâèåòî íà Âàéëîâî îòðàæåíèåîòíîñíî õèïåððàâíèíà îðòîãîíàëíà íà êîðåíà e1 â àëãåáðàòà so(5) [51℄
We1

=

















0 0 0 0 −1

0 1 0 0 0

0 0 −1 0 0

0 0 0 1 0

−1 0 0 0 0

















⇒ K3 =

















0 0 0 0 −ς1
0 ς2 0 0 0

0 0 −1 0 0

0 0 0 ς2 0

−ς1 0 0 0 0

















, (5.71)



5. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñúñ ñèìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà 78êúäåòî ς1,2 = ±1. Îòòóê ñëåäâà, ÷å ïîòåíöèàëúò q óäîâëåòâîðÿâà ñúîòíîøåíèÿòà
q4 = −ς1ς2q∗2, q3 = −ς1q∗3, p4 = −ς1ς2p∗2, p3 = −ς1p∗3. (5.72)Äåéñòâèåòî íà Z2 ñèìåòðèÿòà âîäè äî ñëåäíèòå 4 ìÊäÔ óðàâíåíèÿ

q2,t + q2,xxx + 3(q2q3)xp3 − 3ς1ς2q3p
∗
2q3,x + 6q2p2q2,x = 0, (5.73)

q3,t + q3,xxx − 3ς1ς2|q2|2xp3 + 3(q2q3)xp2 + 3(q∗2q3)xp
∗
2 + 3q3p3q3,x = 0, (5.74)

p2,t + p2,xxx + 3(p2p3)xq3 − 3ς1ς2q
∗
2p3p3,x + 6q2p2p2,x = 0, (5.75)

p3,t + p3,xxx − 3ς1ς2|p2|2xq3 + 3(p2p3)xq2 + 3(p∗2p3)xq
∗
2 + 3q3p3p3,x = 0. (5.76)Óñëîâèåòî çà èíâàðèàíòíîñò íà îáëè÷àùèÿ ìíîæèòåë èçãëåæäà òàêà

K3[g
†(x,−λ∗)]−1K−1

3 = g(x, λ). (5.77)Çà ìíîæèòåë îò òèïà (3.4) òîâà îçíà÷àâà, ÷å èëè
λ+ = −(λ−)∗, B = −K3SA

∗S−1K−1
3 , (5.78)èëè

(λ±)∗ = −λ±, A = −K3SA
∗S−1K−1

3 , B = −K3SB
∗S−1K−1

3 (5.79)
⇒ F0 = K3SF

∗
0 , G0 = K3SG

∗
0. (5.80)Ïúðâàòà âúçìîæíîñò îòïàäà, òúé êàòî äâåòå äèñêðåòíè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè ëåæàò âåäíà è ñúùà ïîëóðàâíèíà íà λ-ðàâíèíàòà, à òîâà âîäè äî íåïðàâèëíî àñèìïòîòè÷íî ïî-âåäåíèå íà ðåøåíèÿòà � âìåñòî äà çàòèõâàò íà áåçêðàéíîñò, òå íàðàñòâàò íåîãðàíè÷åíî.Ïî òàçè ïðè÷èíà òóê ùå ðàçãëåäàìå ñàìî âòîðèÿ ñëó÷àé, êîãàòî ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñ-òè ñà ÷èñòî èìàãèíåðíè è ëåæàò â ðàçëè÷íè ïîëóðàâíèíè, ò.å. λ± = ±iν±. Òîãàâà çàñîëèòîííîòî ðåøåíèå ñå ïîëó÷àâà ñëåäíîòî

qk =
i(ν+ + ν−)

∆

(

e−ν−(x−u−t)F0,kG0,5 − eν+(x−u+t)G0,kF0,5

)

, (5.81)
pk =

i(ν+ + ν−)(−1)k

∆

(

e−ν+(x−u+t)F0,1G0,6−k − eν−(x−u−t)G0,1F0,6−k

)

, (5.82)
∆ = e−(ν++ν−)(x−ut)F0,1G0,5 + e(ν++ν−)(x−ut)F0,5G0,1 + C,
C = F0,3G0,3 − F0,2G0,4 − F0,4G0,2, u± = (ν±)2, u = (ν+)2 + (ν−)2 − ν+ν−.2Íåêà ïðåìèíåì êúì ðàçãëåæäàíå íà êîìáèíàöèè îò äâå Z2 ðåäóêöèè.Ïðèìåð 16: Äà íàëîæèì åäíîâðåìåííî äâå Z2 ðåäóêöèè

U †(λ∗) = U(λ) ⇒ q† = q, (5.83)
UT (−λ) = −U(λ) ⇒ qT = −q. (5.84)



5. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñúñ ñèìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà 79Ñëåäîâàòåëíî q(x, t) å ÷èñòî èìàãèíåðíà ìàòðèöà è íåéíèòå êîìïîíåíòè óäîâëåòâîðÿâàòñëåäíàòà ñèñòåìà îò 3 ìÊäÔ óðàâíåíèÿ
q2,t + q2,xxx + 3(q2q3)xq3 + 3q3q4q3,x + 6q2

2q2,x = 0, (5.85)
q3,t + q3,xxx + 3(q2q4)xq3 + 3(q2q3)xq2 + 3(q3q4)xq4 + 3q2

3q3,x = 0, (5.86)
q4,t + q4,xxx + 3(q3q4)xq3 + 3q2q3q3,x + 6q2

4q4,x = 0, (5.87)êúäåòî qk = iqk çà k = 2, 3, 4.Äóáëåòíèÿò òèï ñîëèòîííî ðåøåíèå, êîåòî ñúîòâåòñòâà íà äâå äèñêðåòíè ñîáñòâåíèñòîéíîñòè: λ± = ±iν, èìà âèäà
q2(x, t) =

ν

cosh 2ν(x− ut− ξ0) + C
(

e−ν(x−ut−ξ0)F2 + eν(x−ut−ξ0)F4

)

, (5.88)
q3(x, t) = −2ν sinh ν(x− ut− ξ0)F3

cosh 2ν(x− ut− ξ0) + C , (5.89)
q4(x, t) =

ν

cosh 2ν(x− ut− ξ0) + C
(

e−ν(x−ut−ξ0)F4 + eν(x−ut−ξ0)F2

)

, (5.90)
C = F2

2 + F2
3 + F2

4 , u = ν2.Ïðè çàïèñà íà ñîëèòîííîòî ðåøåíèå ñìå ïðåäïîëîæèëè çà ïðîñòîòà, ÷å F0,1 > 0 è
F0,5 > 0.Ñèñòåìàòà (5.85)�(5.87) ñå ÿâÿâàâà ÷àñòåí ñëó÷àé íà ïî-îáùàòà ñèñòåìà

qk,t + qk,xxx − 3
2r
∑

i=2

(−1)i+kqi,xqi qk + 3

(

r
∑

i=2

(q2
i + q2

i
) + q2

r+1

)

qk,x

+ 3

(

r
∑

i=2

(q i,xqi + qi,xq i) + qr+1,xqr+1

)

qk = 0, k = 2, . . . , 2r (5.91)ïðè r = 2. Ñúîòâåòíî è íåéíîòî ñîëèòîííî ðåøåíèå å ñïåöèàëåí ñëó÷àé íà ñëåäíîòî
qk(x, t) =

ν

cosh 2ν(x− ut− ξ0) + C
(

e−ν(x−ut−ξ0)Fk + eν(x−ut−ξ0)Fk

)

, (5.92)
C = F2

2 + F2
3 + . . .+ F2

2r.Äðóãèÿò òèï ñîëèòîííî ðåøåíèå � êâàäðîïëåòíîòî, ñúîòâåòñòâà íà 4 ñîáñòâåíè ñòîé-íîñòè: ±λ+,±(λ+)∗ è ñå ïîëó÷àâà ñ ïîìîùòà íà ìíîæèòåëÿ
g(x, λ) = 11+

A(x)

λ− λ+
+
SA∗(x)S

λ− (λ+)∗
− SA(x)S

λ+ λ+
− A∗(x)

λ+ (λ+)∗
. (5.93)Òîãàâà çà áåçîòðàæàòåëíèÿ ïîòåíöèàë èìàìå

q(x) = 2Im [J,A(x) − SA(x)S]. (5.94)



5. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñúñ ñèìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà 80�àçãëåæäàíèÿ àíàëîãè÷íè íà âå÷å íàïðàâåíèòå ïðè ñëó÷àÿ íà óðàâíåíèåòî íà N-òåâúëíè (âæ. ïàðàãðà� 4.2) âîäÿò äî ñëåäíèòå ðåçóëòàòè çà �óíêöèÿòà A = XF T

X =
1

∆
(a∗F + bF ∗ − cSF ∗) , F = e[iµ(x−vt)−ν(x−ut)]JF0, (5.95)

∆ = |a|2 + b2 − c2, a =
F TF

2λ+
, b =

F TF ∗

2iν
, c =

F TSF ∗

2µ
(5.96)êúäåòî u = ν2 − 3µ2, v = 3ν2 − µ2. Â êðàÿ íà êðàèùàòà çà êâàäðîïëåòíîòî ðåøåíèå ñåïîëó÷àâà ñëåäíîòî

qk = 2Im [(a∗eiµ(x−vt)−ν(x−ut)F0,1 + be−iµ(x−vt)−ν(x−ut)F ∗
0,1 − ceiµ(x−vt)+ν(x−ut)F ∗

0,5)F0,k

+(−1)k(a∗e−iµ(x−vt)+ν(x−ut)F0,5 + beiµ(x−vt)+ν(x−ut)F ∗
0,5e

−iµ(x−vt)−ν(x−ut)F ∗
0,1)F0,k] (5.97)Ïðèìåð 17: Ñúùåñòâóâà îùå åäíà âúçìîæíîñò çà ñú÷åòàâàíå íà äâå Z2 ðåäóêöèè [51℄,à èìåííî

K3U
†(x,−λ∗)K−1

3 = U(x, λ), K3q
†(x)K−1

3 = q(x), (5.98)
UT (x,−λ) = −U(x, λ), qT (x) = −q(x), (5.99)êúäåòî ìàòðèöàòà K3 å âúâåäåíà â (5.71). Êîìáèíèðàíåòî íà óñëîâèÿòà íà ðåäóêöèèòåâîäè äî äâå âúçìîæíè êîí�èãóðàöèè îò äèñêðåòíè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè: äâîéêà îòèìàãèíåðíè ñòîéíîñòè λ± = ±iν è ÷åòèðè ñòîéíîñòè {±λ+,±(λ+)∗}. Â êðàéíà ñìåòêàíàëàãàíåòî íà Z2 × Z2 ðåäóêöèÿòà âîäè äî ñèñòåìà îò ñàìî 2 ìÊäÔ óðàâíåíèÿ
q2,t + q2,xxx − 3(q2q3)xq3 + 3ς1ς2q3q

∗
2q3,x − 6q2

2q2,x = 0, (5.100)
q3,t + q3,xxx + 3ς1ς2|q2|2xq3 − 3(q2q3)xq2 − 3(q∗2q3)xq

∗
2 − 3q2

3q3,x = 0. (5.101)Åäíîñîëèòîííîòî ðåøåíèå, êîåòî å ñâúðçàíî ñ äâîéêàòà èìàãèíåðíè ñîáñòâåíè ñòîé-íîñòè, ñå ïîëó÷àâà îò âèäà
q2(x, t) =

−iνeiδ0

ς1 cosh 2ν(x− ut− ξ0) + C
(

e−ν(x−ut−ξ0)F2 + eν(x−ut−ξ0)F4

)

, (5.102)
q3(x, t) =

2iνF3e
iδ0 sinh ν(x− ut− ξ0)

ς1 cosh 2ν(x− ut− ξ0) + C , C =
2ς2Re (F2F∗

4 ) + |F3|2
2

, (5.103)êàòî è â òîçè ñëó÷àé ñìå ñå ïðèäúðæàëè êúì âå÷å èçïîëçâàíèòå íååäíîêðàòíî äå�è-íèöèè çà ξ0 è Fi (âæ. (5.10) è (5.11)). Òúé êàòî êîìïîíåíòèòå íà ïîëÿðèçàöèîííèòåâåêòîðè óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà
F ∗

0,1 = −ς1F0,1, F ∗
0,2 = −ς2F0,4, F ∗

0,3 = −F0,3, F ∗
0,5 = −ς1F0,5,òî ìîæåì äà íàëîæèì óñëîâèåòî

δ0 = argF0,1 = argF0,5 =
lπ

2
, l ∈ Z.



5. ÍÅÓ, ñâúðçàíè ñúñ ñèìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà 81Äðóãèÿò òèï ñîëèòîííî ðåøåíèå ñå ïîëó÷àâà ñ ïîìîùòà íà îáëè÷àù ìíîæèòåë, ïðè-òåæàâàù 4 ïîëþñà îò òèïà
g(x, t, λ) = 11+

A(x, t)

λ− λ+
− K3SA

∗(x, t)SK3

λ+ (λ+)∗
− SA(x, t)S

λ+ λ+
+
K3A

∗(x, t)K3

λ− (λ+)∗
. (5.104)Âçèìàíåòî íà ãðàíèöàòà λ→ ∞ â óðàâíåíèåòî (3.3) âîäè äî ñëåäíèÿ èçðàç çà ðåøåíèåòî

q(x, t) = [J,A−K3SA
∗SK3 − SAS +K3A

∗K3](x, t). (5.105)Ïîëó÷àâàíåòî íà ìàòðèöàòà A(x, t) ñòàâà ïî íà÷èí íàïúëíî àíàëîãè÷åí íà òîçè ïðèäðóãèÿ òèï Z2 × Z2 ðåäóêöèÿ: ðàçëàãàìå A íà ìíîæèòåëè X è F , êîèòî ïðåäñòàâëÿ-âàò ïðàâîúãúëíè ìàòðèöè ñ ðàíã s ≤ r, ñëåä òîâà íóëèðàíåòî íà êîå�èöèåíòèòå ïðåäïîëþñèòå âîäè ñëåäíèÿ èçðàç çà ìíîæèòåëÿ F
F (x, t) = ei(λ+x+(λ+)3t)JF0, F0 = const,à ìíîæèòåëÿò X â íàé-ïðîñòèÿ ñëó÷àé íà s = 1 èìà âèäà

X =
a∗F + bSKF ∗ − cKF ∗

|a|2 + b2 − c2
,êúäåòî

a =
F TF

2λ+
=

|F0,1F0,5|
λ+

(cosh 2(φR − iφ I) + Ca), Ca =
F 2

0,2 + F 2
0,3 + F 2

0,4

2|F0,1F0,5|
,

b =
(F †SK3F )

2iν
=

i|F0,1F0,5|
ν

(ς1 cosh 2φR + Cb), Cb =
2ς2Re (F ∗

0,2F0,4) + |F0,3|2
2|F0,1F0,5|

,

c =
(F †K3F )

2µ
=

|F0,1F0,5|
µ

(−ς1 cos 2φ I + Cc), Cc =
ς2(|F0,2|2 + |F0,4|2) − |F0,3|2

2|F0,1F0,5|
,

φR = ν (x− ut− ξ0) , φ I = µ

(

x− vt− argF0,5

µ

)

.Ïî-ãîðå îòíîâî ñìå �èêñèðàëè argF0,1 = − argF0,5. Ñëåä êàòî çàìåñòèì ïîëó÷åíèÿðåçóëòàò â (5.105) è èçáåðåì çà ïðîñòîòà ς1 = ς2 = 1, ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî
q2 =

2
√

|F0,1F0,2F0,4F0,5|
|a|2 + b2 − c2

{

a∗ cosh(φ−
R − iφ−

I ) − b[cosh(φ−
R + iφ+

I ) + cosh(φ+
R − iφ−

I )]

− a cosh(φ+
R + iφ+

I ) + c[cosh(φ+
R + iφ−

I ) − cosh(φ−
R − iφ+

I )]
}

, (5.106)
q3 =

2i
√

|F0,1F0,5|
|a|2 + b2 − c2

Im {(b+ c) sinh(φR + iφI) − a∗ sinh(φR − iφI)}F0,3, (5.107)êúäåòî ñìå óïîòðåáèëè äîïúëíèòåëíèòå îáîçíà÷åíèÿ
φ±

R = φR ± 1

2
ln

|F0,2|
|F0,4|

, φ±
I = φI ± argF0,4.2 (5.108)Ïîëó÷åíèòå 1-ñîëèòîííè ðåøåíèÿ íà Z2 × Z2 ðåäóöèðàíèòå ñèñòåìè, êîèòî ðàçãëå-äàõìå, ìîãàò äà ñå îáîáùÿò ñ ïîìîùòà íà ìíîæèòåëè ñ ïî-ãîëÿì áðîé ïîëþñè (âæ.(4.69)).



6. ÎÁÎÁÙÅÍÈ ÔÓ�ÈÅ Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈß ÇÀ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÑÄÚËÁÎÊÀ �ÅÄÓÊÖÈß�åçóëòàòèòå, èçëîæåíè â íàñòîÿùàòà ãëàâà, ñå îòíàñÿò äî äîêàçâàíå íà ñúîòíîøåíèÿçà ïúëíîòà íà "êâàäðàòèòå"íà ðåøåíèÿòà çà âñïîìàãàòåëíèòå ëèíåéíè çàäà÷è íà äâåêîíêðåòíè íåëèíåéíè óðàâíåíèÿ: óðàâíåíèåòî íà Êàóï-Êóïúðøìèä è à�èíåí ìîäåë íàÒîäà çà àëãåáðàòà so(5). Ñïîìåíàòèòå ëèíåéíè çàäà÷è çà òåçè óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿâàòïðèìåðè çà îáîáùåíè çàäà÷è íà Çàõàðîâ-Øàáàò, âúðõó êîèòî èìà íàëîæåíà Zh ðåäóê-öèÿ ñ ïîìîùòà íà Êîêñòúðîâ àâòîìîð�èçúì. Íàëè÷èåòî íà òàêàâà ðåäóêöèÿ èçèñêâàÊàðòàíîâèÿ åëåìåíò â (2.11) äà å êîìïëåêñíà ìàòðèöà. Òîâà îáñòîÿòåëñòâî äîñòà óñëîæ-íÿâà ñïåêòðàëíàòà çàäà÷à çà ñúîòâåòíèÿ Ëàêñîâ îïåðàòîð � íåïðåêúñíàòèÿò ñïåêòúðâå÷å ñå ñúñòîè íå îò åäíà, à îò íÿêîëêî ïðàâè ïðåç íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà,êîèòî ñå îïðåäåëÿò îò óñëîâèåòî
Imλα(J) = 0,êúäåòî α å äàäåí êîðåí çà àëãåáðàòà g, ñâúðçàíà ñúñ ñèñòåìàòà íà Çàõàðîâ-Øàáàò. Ñïåê-òðàëíàòà òåîðèÿ íà Ëàêñîâèÿ îïåðàòîð L çà ñèñòåìè îò òîçè ïî-îáù òèï ïðè g ≈ sl(n) åðàçðàáîòåíà îò Êîäðè [35℄ è Áèéëñ è Êîè�ìàí [26, 27, 28℄. Ïî-êúñíî òåõíèòå ðåçóëòàòèñà îáîáùåíè îò �åðäæèêîâ è ßíîâñêè [60℄ çà ñëó÷àÿ íà ïðîèçâîëíà ïðîñòà àëãåáðà íàËè. Â íà÷àëîòî íà òàçè ãëàâà ùå íàïðàâèì êðàòúê ïðåãëåä íà ñïåêòðàëíàòà òåîðèÿòàçà ñèñòåìèòå íà Êîäðè-Áèéëñ-Êîè�ìàí ïðè íàëè÷èåòî íà Êîêñòúðîâà ðåäóêöèÿ.6.1 Ñèñòåìè íà Êîäðè-Áèéëñ-Êîè�ìàíÍåêà å äàäåíà ñèñòåìàòà íà Çàõàðîâ-Øàáàò (2.11) è íåêà å çàäàäåíî äåéñòâèåòî íàãðóïàòà íà ðåäóêöèèòå Zh

ψ(x, λ) 7→ ψ̃(x, λ) = Kψ(x, ωλ)K−1, (6.1)êúäåòî K å àâòîìîð�èçìúò íà Êîêñòúð çà àëãåáðàòà g, h å ñúîòâåòíîòî ÷èñëî íà Êîê-ñòúð (Kh = 11), à ω = e2iπ/h. Çà Êîêñòúðîâèÿ àâòîìîð�èçúì ñúùåñòâóâà ñëåäíîòîïðåäñòàâÿíå
K = exp

(

r
∑

k=1

ωkHk

) (6.2)



6. Îáîáùåíè Ôóðèå ïðåîáðàçîâàíèÿ çà óðàâíåíèÿ ñ äúëáîêà ðåäóêöèÿ 83Ñúîòâåòíîòî ïîðîäåíî äåéñòâèå íà òàçè ðåäóêöèÿ âúðõó ïîòåíöèàëà
KU(x, ωλ)K−1 = U(x, λ) ⇒ Kq(x)K−1 = q(x), ωKJK−1 = J (6.3)íàëàãà ñèëíè îãðàíè÷åíèÿ âúðõó âèäà íà q(x) è J . Îò÷èòàéêè ÿâíèÿ âèä íà Êîêñòúðîâèÿàâòîìîð�èçúì, ìîæå äà ñå ïðîâåðè, ÷å çà òÿõ ñå ïîëó÷àâà ñëåäíîòî

q(x) =

r
∑

k=1

qk(x)Hk, J =
∑

α∈A

Eα (6.4)êúäåòî A å ìíîæåñòâîòî íà äîïóñòèìèòå êîðåíè íà g. Çà íàøèòå öåëè å ïî-óäîáíî äàðàáîòèì ñ J , êîåòî å åëåìåíò íà Êàðòàíîâàòà ïîäàëãåáðà, çàòîâà îòòóê íàòàòúê ùåñ÷èòàìå, ÷å ìàòðèöàòà å äèàãîíàëèçèðàíà.Íàëè÷èåòî íà ðåäóêöèÿ îò Êîêñòúðîâ òèï âîäè äî óñëîæíÿâàíå íà ìåòîäà íà îá-ðàòíàòà çàäà÷à íà ðàçñåéâàíåòî. Òîâà ñå äúëæè íà ïî-ñëîæíèÿ ñïåêòúð íà Ëàêñîâèÿîïåðàòîð L � íåïðåêúñíàòàòà ÷àñò íà ñïåêòúðà ñå ñúñòîè îò 2h ëú÷à la (a = 1, . . . , 2h),ñêëþ÷âàùè ðàâíè úãëè îò π/h ïîìåæäó ñè. Òàêà λ-ðàâíèíàòà ñå îêàçâà ðàçäåëåíà íà 2hñåêòîðà Ωa. Âñåêè ñåêòîð ñå ÿâÿâà îòäåëíà îáëàñò íà àíàëèòè÷íîñò, ò.å. âúâ âñåêè ñåê-òîð ñúùåñòâóâà �óíäàìåíòàëíî àíàëèòè÷íî ðåøåíèå χa(x, λ). Ïî àíàëîãèÿ ñ ïî-ïðîñòèÿñëó÷àé íà ðåàëåí Êàðòàíîâ åëåìåíò è ñåãà �óíäàìåíòàëíèòå àíàëèòè÷íè ðåøåíèÿ íàñúñåäíè îáëàñòè óäîâëåòâîðÿâàò ëîêàëíà çàäà÷à íà �èìàí-Õèëáåðò
χa(x, λ) = χa−1(x, λ)Ga(λ), λ ∈ la (6.5)

Ga(λ) = (S−
a (λ))−1S+

a (λ) = (T+
a (λ)D−

a (λ))−1T−
a (λ)D+

a (λ).Ìàòðèöèòå S±
a (λ), T±

a (λ) è D±
a (λ) ïðåäñòàâëÿâàò ñúîòâåòíèòå ìíîæèòåëè â �àóñîâîòîðàçëîæåíèå íà ìàòðèöàòà íà ðàçñåéâàíåòî Ta(λ). Ïî-ïîäðîáíî èçñëåäâàíå íà ñâîéñòâàòàíà äàííèòå íà ðàçñåéâàíåòî çà ëèíåéíè çàäà÷è îò ðàçãëåæäàíèÿ òèï ìîæå äà ñå íàìåðèâ [62℄.Çàáåëåæêà 3: Áóêâàëíîòî ñëåäâàíå íà ïúòÿ íà èçëîæåíèå íà ïðàâàòà çàäà÷à íà ðàç-ñåéâàíåòî, êàêòî çà ñëó÷àÿ íà ðåàëía ìàòðèöà J íå å âúçìîæíî, çàùîòî â ñëó÷àÿ íàñïåêòúð îò ðàçãëåæäàíèÿ âèä íå ñúùåñòâóâàò ðåøåíèÿ íà Éîñò è ìàòðèöà íà ðàçñåé-âàíåòî. Òîâà, êîåòî ñå ïðàâè â òàêèâà ñëó÷àè, å äà ñå ðàçãëåäà çíà÷èòåëíî ïî-ëåêàòàçàäà÷à çà ïîòåíöèàëè ñ êîìïàêòåí íîñèòåë ïî x è ñëåä òîâà ÷ðåç ãðàíè÷åí ïðåõîä äàñå ïðåìèíå îáðàòíî êúì èíòåðåñóâàùàòà íè çàäà÷à çà ïîòåíöèàëè, óäîâëåòâîðÿâàùèíóëåâè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ. 2Ñ âñåêè ëú÷ îò íåïðåêúñíàòèÿ ñïåêòúð íà L ñå ñâúðçâà ïîäìíîæåñòâîòî δa ⊂ ∆ íàâñè÷êè êîðåíè α, çà êîèòî å èçïúëíåíî óñëîâèåòî

Im λα(J) = 0, λ ∈ la. (6.6)



6. Îáîáùåíè Ôóðèå ïðåîáðàçîâàíèÿ çà óðàâíåíèÿ ñ äúëáîêà ðåäóêöèÿ 84Î÷åâèäíî å, ÷å àêî α ∈ δa, òî è −α ∈ δa. Ñúùî òàêà â ñèëà å âðúçêàòà: δa = δa+h. Âñåêèêîðåí ïðèíàäëåæè íà ïîäìíîæåñòâî δa çà íÿêîå a è ïî òîçè íà÷èí ñå çàäàâà ðàçáèâàíåíà êîðíåâîòî ïðîñòðàíñòâî íà íåïðåñè÷àùè ñå ïîäìíîæåñòâà
∆ =

h
⋃

a=1

δa, δa ∩ δb = ⊘, a 6= b.Îñâåí âúçïðèåòàòà îò íàñ ïîäðåäáà íà êîðåíèòå â êîðíåâîòî ïðîñòðàíñòâî å âúç-ìîæíî äà ñå âúâåäàò è äðóãè. Ïî-íàòàòúê íèå ùå ñå âúçïîëçâàìå îò ïîäðåäáà, êîÿòîå ñâúðçàíà ñ ðàçáèâàíåòî íà êîìïåêñíàòà ðàâíèíà íà ñåêòîðèòå Ωa. Ïî îòíîøåíèå íàâñåêè ñåêòîð ìîæå äà ñå âúâåäå ðåëàöèÿ íà ïîäðåäáà çà êîðåíèòå, êàêòî ñëåäâà: åäèíêîðåí α ùå íàðè÷àìå ïîëîæèòåëåí òîãàâà, êîãàòî å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî
Imλα(J) > 0, ∀λ ∈ Ωa (6.7)è îòðèöàòåëåí � â îáðàòíèÿ ñëó÷àé. Ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè ïîëîæèòåëíè (ñúîòâ. îò-ðèöàòåëíè) êîðåíè ùå áåëåæèì ñ ∆+

a (ñúîòâ. ñ ∆−
a ), êàòî èíäåêñúò a å ïîñòàâåí, çàäà íàïîìíÿ ñïðÿìî êîÿ îáëàñò ñå âçèìà ïîäðåäáàòà. Ïîäìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè ïî-ëîæèòåëíè (ñúîòâ. îòðèöàòåëíè) êîðåíè, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò (6.6), ïî-íàòàòúê ùåîçíà÷àâàìå ñ δ+

a (ñúòâ. ñ δ−a )
δ±a = ∆±

a ∩ δa.Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å ñà âàëèäíè ñëåäíèòå ñúîòíîøåíèÿ çà òîêóùî âúâåäåíèòå ìíî-æåñòâà
∆±

a+h = ∆∓
a , δ±a+h = δ∓a . (6.8)Îñâåí ïîäìíîæåñòâî íà êîðåíè ñ âñåêè ëú÷ ñå àñîöèèðà è ïîäàëãåáðà ga ⊂ g. Òàçèïîäàëãåáðà ñå ðàçïúâà îò ãåíåðàòîðèòå íà Êàðòàí-Âàéë, êîèòî ñúîòâåòñòâàò íà êîðåíèîò ìíîæåñòâîòî δa

ga ≡ span{Eα, Hα; α ∈ δa}. (6.9)Ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å òàçè ïîäàëãåáðà å âèíàãè ïðÿêà ñóìà íà íÿêîëêî sl(2) àëãåáðè.Îñâåí ïîäàëãåáðèòå ga âàæíà ðîëÿ èãðàÿò è ñúîòâåòíèòå èì ãðóïè íà Ëè Ga. Òàêà íàï-ðèìåð, ìàòðèöàòà íà ðàçñåéâàíåòî Ta(λ) è ìíîæèòåëèòå â íåéíîòî �àóñîâî ðàçëîæåíèåëåæàò â Ga.Àâòîìîð�èçìúò íà Êîêñòúð èìà êðàåí ïîðÿäúê h è çàòîâà ïîðàæäà Zh-ãðàäèóðîâêàâ g

g =

h
⊕

k=1

g(k). (6.10)Ïîäïðîñòðàíñòâàòà g(k) ïðåäñòàâëÿâàò ñîáñòâåíè ïîäïðîñòðàíñòâà íà ìîð�èçìà íà Êîê-ñòúð
g(k) ≡ {X ∈ g : KXK−1 = ωkX}.



6. Îáîáùåíè Ôóðèå ïðåîáðàçîâàíèÿ çà óðàâíåíèÿ ñ äúëáîêà ðåäóêöèÿ 85Îò äå�èíèöèÿòà èì ñëåäâà, ÷å óñëîâèåòî çà ãðàäóèðîâêà [g(k), g(l)] ⊂ g(k+l) å àâòîìàòè÷-íî èçïúëíåíî.Òàêà êàêòî âúâ âñåêè ñåêòîð Ωa ñúùåñòâóâà àíàëèòè÷íî ðåøåíèå χa(x, λ), òàêà çàâñåêè ñåêòîð ìîãàò äà ñå äå�èíèðàò "êâàäðàòè"íà ðåøåíèÿòà
e(a)

α = PJ

(

χaEα(χa)−1
)

, h
(a)
j = PJ

(

χaHj(χ
a)−1

)

, (6.11)êúäåòî PJ : g 7→ g/ ker ad J .Â ñëåäâàùèòå ïàðàãðà�è íà äâà êîíêðåòíè ïðèìåðà ùå �îðìóëèðàìå è äîêàæåì óñ-ëîâèÿòà çà ïúëíîòà íà êâàäðàòèòå íà ðåøåíèÿòà çà Z3-ðåäóöèðàíà ñèñòåìè íà Çàõàðîâ-Øàáàò, ñâúðçàíà ñ àëãåáðàòà sl(3), è çà Z4-ðåäóöèðàíà òàêàâà, íî ñâúðçàíà ñ àëãåáðàòà
so(5). Òåçè ñèñòåìè ñå ïîÿâÿâàò åñòåñòâåíî ïðè ðàçãëåæäàíåòî íà êîíêðåòíè èíòåãðè-ðóåìè óðàâíåíèÿ: óðàâíåíèå íà Êàóï-Êóïúðøìèä è à�èíåí ìîäåë íà Òîäà, ñâúðçàí ñàëãåáðàòà so(5). 6.2 Óðàâíåíèå íà Êàóï-ÊóïúðøìèäÓðàâíåíèå íà Êàóï-Êóïúðøìèä (ÓÊÊ) ñå íàðè÷à 1+1-ìåðíîòî íåëèíåéíî åâîëþöèîííîóðàâíåíèå [68℄

∂tf = ∂5
x5f + 10f∂3

x3f + 25∂xf∂
2
x2f + 20f 2∂xf, (6.12)çà ðåàëíàòà �óíêöèÿ f ∈ C∞(R2). Òî ïðèòåæàâà Ëàêñîâî ïðåäñòàâÿíå

∂tL = [L,A], (6.13)êúäåòî îïåðàòîðèòå íà Ëàêñ èìàò âèäà
L = ∂3

x3 + 2f∂x + ∂xf, (6.14)
A = 9∂5

x5 + 30f∂3
x3 + 45∂xf∂

2
x2 + (20f 2 + 35∂2

x2f)∂x + 10∂3
x3f + 20f∂xf. (6.15)Ïîðàäè òîâà ÷å îïåðàòîðúò L å îò òðåòè ðåä, òî ÓÊÊ ñå ñâúðçâà ñ êóáè÷íà çàäà÷à çàñîáñòâåíè ñòîéíîñòè

Lf = λ3f.Ïðåäñòàâÿíåòî (6.13) ñå ìîæå äà ñå ñâåäå äî óñëîâèå çà ñúâìåñòèìîñò íà äâà ìàòðè÷íèäè�åðåíöèàëíè îïåðàòîðà [40℄ ñ ïîìîùòà íà ñòàíäàðòíà ïðîöåäóðà ïî �àêòîðèçàöèÿíà L
L = (∂x − u)∂x(∂x + u). (6.16)Íîâîâúâåäåíàòà �óíêöèÿ u(x, t) å ñâúðçàíà ñ f(x, t) ïîñðåäñòâîì ïðåîáðàçîâàíèåòî íàÌèóðà

f = ∂xu−
1

2
u2. (6.17)



6. Îáîáùåíè Ôóðèå ïðåîáðàçîâàíèÿ çà óðàâíåíèÿ ñ äúëáîêà ðåäóêöèÿ 86Â ðåçóëòàò íà ïîñî÷åíàòà �àêòîðèçàöèÿ ñå ïîëó÷àâà ñëåäíèÿ äè�åðåíöèàëåí îïåðàòîðîò ïúðâè ðåä
L → L = ∂x + q − λJ, (6.18)êúäåòî

q =







u 0 0

0 0 0

0 0 −u






, J =







0 1 0

0 0 1

1 0 0






.Ñëåä êàòî ñðàâíèì ñ (6.4) è îò÷åòåì, ÷å äîïóñòèìèòå êîðåíè çà sl(3) ñà: e1−e2, e2−e3 è

−(e1−e3) (âæ. ïðèëîæåíèå À.1), òî ñòèãàìå äî èçâîäà, ÷å ìàòðè÷íèÿò Ëàêñîâ îïåðàòîðçà ÓÊÊ ñúâïàäà ñ òî÷íîñò äî ìíîæèòåëÿ i ñ îïåðàòîðà íà Z3-ðåäóöèðàíàòà îáîáùåíàñèñòåìà íà Çàõàðîâ-Øàáàò çà àëãåáðàòà sl(3). Ïî-íàòàòúøíèòå ðàçãëåæäàíèÿ ñå îòíàñÿòèìåííî çà óìíîæåíèÿ ñ èìàãèíåðíà åäèíèöà îòïðåä Ëàêñîâ îïåðàòîð íà ñèñòåìàòà íàÇàõàðîâ-Øàáàò. Å�åêòúò îò òîâà óìíîæåíèå ñå èçðàçÿâà â çàâúðòàíå íà ñïåêòúðà íàúãúë π/2 ñïðÿìî "îðèãèíàëíèÿ"Ëàêñîâ îïåðàòîð.Çàáåëåæêà 4: Ïîðàäè òîâà ÷å âåëè÷èíàòà u å ÷èñòî èìàãèíåðíà, å�åêòèâíî âúðõóïîòåíöèàëà íà îïåðàòîðà L å íàëîæåíà äîïúëíèòåëíà Z2 ðåäóêöèÿ îò òèïà
Kq∗K−1 = q, KJTK−1 = J. (6.19)Íåéíîòî ñúùåñòâóâàíå íÿìà äà èìà ñúùåñòâåíî çíà÷åíèå çà ðàçãëåæäàíèÿòà â íàñòîÿ-ùèÿ ïàðàãðà�.2Ñúãëàñíî óãîâîðêàòà íè îòòóê íàòàòúê ùå ðàáîòèì ñ äèàãîíàëèçèðàíàòà ìàòðèöà

J , ò.å. èçâúðøåíà å òðàíñ�îðìàöèÿòà
J =







0 1 0

0 0 1

1 0 0






7→ J =







1 0 0

0 −1+i
√

3
2

0

0 0 −1+i
√

3
2






,

q =







u 0 0

0 0 0

0 0 −u






7→ q =







0 i
√

3−3
6

u − i
√

3+3
6

u

− i
√

3+3
6

u 0 i
√

3−3
6

u
i
√

3−3
6

u − i
√

3+3
6

u 0






.Â òîçè êîíêðåòåí ÷àñòåí ñëó÷àé ñïåêòúðúò íà L ñå ñúñòîè îò 6 ëú÷à, ñêëþ÷âàùèïîìåæäó ñè úãëè îò π/3 ðàäèàíà, êàêòî å èçîáðàçåíî íà �èãóðà 6.1. Êîìïëåêñíàòà λ-ðàâíèíà å ðàçäåëåíà ñúîòâåòíî íà 6 ñåêòîðà. Íà âñåêè ëú÷ ïî äèñêóòèðàíèÿ âå÷å íà÷èíñå ñúïîñòàâÿò ïî 2 êîðåíà � åäèí ïîëîæèòåëåí è åäèí îòðèöàòåëåí, êàêòî å ïîñî÷åíî âïî-äîëíàòà òàáëèöà ëú÷ la l1, l4 l2, l5 l3, l6êîðåíè îò δa ±(e1 − e2) ±(e2 − e3) ±(e1 − e3)

.
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l5

l6
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Fig. 6.1: Êîíòóð çà èíòåãðèðàíå γa = la ∪ Ca ∪ la+1.Îñâåí òîâà ñ âñåêè ëú÷ å àñîöèèðàíà sl(2) àëãåáðàòà, ïîðîäåíà îò áàçèñà {Eα, E−α, Hα},êúäåòî α å ïîëîæèòåëíèÿò êîðåí, ñâúðçàí ñ la. Êîêñòúðîâèÿò àâòîìîð�èçúì, êîéòî âíîâèÿ áàçèñ èìà âèäà
K =







0 0 1

1 0 0

0 1 0






,ïîðàæäà Z3-ãðàäóèðîâêà íà sl(3)

sl(3) = g(0) ⊕ g(1) ⊕ g(2).Ñëåäâàùàòà òåîðåìà ñúäúðæà îñíîâíèÿ ðåçóëàò â íàñòîÿùèÿ ïàðàãðà�.Òåîðåìà 1: Êâàäðàòèòå íà ðåøåíèÿòà (6.11) îáðàçóâàò ïúëíà ñèñòåìà [85℄, ÷èèòî ñú-îòíîøåíèÿ çà ïúëíîòà ñå äàâàò îò ðàâåíñòâîòî
δ(x− y)Π =

1

2π

6
∑

a=1

(−1)a+1

∫

la

dλ
[

e
(a)
βa

(x, λ) ⊗ e
(a)
−βa

(y, λ) − e
(a−1)
−βa

(x, λ) ⊗ e
(a−1)
βa

(y, λ)
]

− i
6
∑

a=1

∑

na

Res
λ=λna

G(a)(x, y, λ). (6.20)êúäåòî
Π =

∑

α∈∆+

Eα ⊗ E−α −E−α ⊗ Eα

α(J)
, G

(a)
βa

(x, y, λ) = e
(a)
βa

(x, λ) ⊗ e
(a)
−βa

(y, λ).



6. Îáîáùåíè Ôóðèå ïðåîáðàçîâàíèÿ çà óðàâíåíèÿ ñ äúëáîêà ðåäóêöèÿ 88Äîêàçàòåëñòâî: Èçâîäúò íà ñúîòíîøåíèÿòà (6.20) ñå áàçèðà íà ïðèëàãàíåòî íàòåîðåìàòà çà ðåçèäóóìèòå êúì èçðàçà
J (x, y) =

6
∑

a=1

(−1)a+1

∮

γa

G(a)(x, y, λ)dλ, (6.21)êàòî êîíòóðèòå, ïî êîèòî ñå èíòåãðèðà, ñà äàäåíè íà �èãóðà 6.1, à �óíêöèèòå G(a)(x, y, λ)èçáèðàìå îò âèäà
G(a)(x, y, λ) = θ(y − x)

∑

α∈∆+
a

e(a)
α (x, λ) ⊗ e

(a)
−α(y, λ) − θ(x− y)

×





∑

α∈∆−
a

e(a)
α (x, λ) ⊗ e

(a)
−α(y, λ) +

2
∑

j=1

h
(a)
j (x, λ) ⊗ h

(a)
j (y, λ)



 .Ñúãëàñíî ñïîìåíàòàòà òåîðåìà J (x, y) å ðàâåí íà ñóìàòà îò ðåçèäóóìèòå íà ïîäèíòåã-ðàëíàòà �èíêöèÿ G(a)(x, y, λ), ò.å.
J (x, y) = 2πi

6
∑

a=1

∑

na

Resλ=λna
G(a)(x, y, λ). (6.22)Îò äðóãà ñòðàíà, ïðåäâèä íà ñòðóêòóðàòà íà êîíòóðèòå γa, èíòåãðàëèòå â J (x, y) ñåðàçëàãàò íà ñúáèðàåìè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

∮

γa

G(a)(x, y, λ)dλ =

∫

la

G(a)(x, y, λ)dλ+

∫

Ca

G(a)(x, y, λ)dλ+

∫

la+1

G(a)(x, y, λ)dλ. (6.23)×ëåíîâåòå, â êîèòî èìà èíòåãðèðàíå ïî îáù ëú÷, ìîãàò äà ñå ãðóïèðàò çàåäíî, òàêà ÷åñå ñòèãà äî ïî-äîëíîòî ïðåäñòàâÿíå
J (x, y) =

6
∑

a=1

(−1)a+1

∫

la

(G(a)(x, y, λ) −G(a−1)(x, y, λ))dλ

+

6
∑

a=1

(−1)a+1

∫

Ca

G(a)(x, y, λ)dλ. (6.24)Ëåìà 1: Çà λ ∈ lν ñà â ñèëà ñúîòíîøåíèÿòà
∑

α∈∆

e(a−1)
α (x, λ) ⊗ e

(a−1)
−α (y, λ) +

∑

j=1,2

h
(a−1)
j (x, λ) ⊗ h

(a−1)
j (y, λ)

=
∑

α∈∆

e(a)
α (x, λ) ⊗ e

(a)
−α(y, λ) +

∑

j=1,2

h
(a)
j (x, λ) ⊗ h

(a)
j (y, λ). (6.25)Äîêàçàòåëñòâî íà Ëåìà 1: Êàêòî èçÿñíèõìå â íà÷àëîòî íà òàçè ãëàâà, �óíäàìåí-òàëíèòå àíàëèòè÷íè ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿâàò çàäà÷à íà �èìàí-Õèëáåðò (6.5). Ñëåäîâà-òåëíî ñúãëàñíî äå�èíèöèÿòà íà êâàäðàòèòå íà ðåøåíèÿòà èìàìå

∑

α∈∆

e(a)
α (x, λ) ⊗ e

(a)
−α(y, λ) +

∑

j=1,2

h
(a)
j (x, λ) ⊗ h

(a)
j (y, λ) =

χa−1(x, λ)Ga(λ) ⊗ χa−1(y, λ)Ga(λ)P (χa−1(x, λ)Ga(x, λ))−1 ⊗ (χa−1(y, λ)Ga(λ))−1.
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P =

∑

α∈∆

Eα ⊗ E−α +
∑

j=1,2

Hj ⊗Hjïðåäñòàâëÿâà âòîðèÿò îïåðàòîð íà Êàçèìèð çà àëãåáðàòà sl(3). Îïåðàòîðúò íà Êàçèìèðïðèòåæàâà ñëåíîòî ñâîéñòâî
P (A⊗B) = (B ⊗ A)P, ∀A,B ∈ SL(3).Òîãàâà âàëèäíîñòòà íà ëåìàòà å ïðîñòî ñëåäñòâèå îò òîâà ñâîéñòâî íà îïåðàòîðà P .2Ñëåäâàùàòà ëåìà äàâà âúçìîæíîñò äà áúäàò îïðîñòåíè çíà÷èòåëíî ÷ëåíîâåòå â(6.24), ñúäúðæàùè èíòåãðèðàíå ïî ëú÷èòå.Ëåìà 2: Â èíòåãðàëèòå ïî ëú÷èòå la ïðèíîñ äàâàò ñàìî ñúáèðàåìèòå, êîèòî ñúîòâåòñ-òâàò íà êîðåíè îò δ+

a è δ−a , ò.å.
G(a)(x, y, λ) −G(a−1)(x, y, λ) = e

(a)
βa

(x, λ) ⊗ e
(a)
−βa

(y, λ) − e
(a−1)
−βa

(x, λ) ⊗ e
(a−1)
βa

(y, λ). (6.26)Äîêàçàòåëñòâî íà Ëåìà 2: Âñëåäñòâèå íà ëåìà 1 ïîëó÷àâàìå, ÷å
G(a)(x, y, λ)−G(a−1)(x, y, λ) =

∑

α∈∆+
a

e(a)
α (x, λ)⊗ e

(a)
−α(y, λ)−

∑

α∈∆+

a−1

e(a−1)
α (x, λ)⊗ e

(a−1)
−α (y, λ).Òóê å ìîìåíòúò äà ñå âúçïîëçâàìå îò ñëåäíîòî ïðîñòî ñâîéñòâî:

∆+
a \δ+

a = ∆+
a−1\δ−aè îò �àêòà, ÷å ñúøèâàùàòà �óíêöèÿ Ga(λ) ïðèíàäëåæè íà ãðóïàòà SL(2), ñâúðçàíà ñ la.Òîãàâà ñóìèòå â G(a)(x, y, λ) è G(a−1)(x, y, λ) ïî òåçè ìíîæåñòâà âçàèìíî ñå óíèùîæàâàòè â êðàéíà ñìåòêà îñòàâàò ñàìî ÷ëåíîâåòå ïî δ+
a è δ−a ñúîòâåòíî.2Îñòàâà äà ñå ïðåñìåòíàò èíòåãðàëèòå ïî äúãèòå Ca. Çà òàçè öåë å íóæíî ïúðâî äàîöåíèì àñèìïòîòèêàòà íà �óíêöèèòå G(a)(x, y, λ) ïðè λ → ∞. Òúé êàòî çà �óíäàìåí-òàëíèòå àíàëèòè÷íè ðåøåíèÿ å â ñèëà àñèìïòîòèêàòà

χa(x, λ) ≈
λ→∞

e−iλJx,íå å òðóäíî äà ñå ïðîâåðè, ÷å àñèìïòîòèêàòà íà G(a)(x, y, λ) èçãëåæäà òàêà
G(ν)(x, y, λ) ≈

λ→∞

∑

α∈∆+
ν

eiλα(J)(y−x)Eα ⊗E−α − θ(x− y)

×
(

∑

α∈∆

eiλα(J)(y−x)Eα ⊗E−α +
∑

j=1,2

Hj ⊗Hj

)

. (6.27)Àñèìïòîòè÷åñêè G(a)(x, y, λ) å öÿëà �óíêöèÿ è ïîðàäè òîâà èíòåãðàëà îò íåéíàòà àñèì-ïòîòèêà íå çàâèñè îò ñàìèÿ êîíòóð. Òîâà íè äàâà ïðàâî äà äå�îðìèðàìå äúãèòå Ca,òàêà ÷å äà ïîëó÷èì êîìáèíàöèÿ îò äâà ëú÷à
Ca 7→ la ∪ la+1.



6. Îáîáùåíè Ôóðèå ïðåîáðàçîâàíèÿ çà óðàâíåíèÿ ñ äúëáîêà ðåäóêöèÿ 90×åðòè÷êèòå íàä ñèìâîëèòå íà ëú÷èòå îçíà÷àâàò, ÷å îðèåíòàöèÿòà èì å îáðàòíà íà òàçèèçîáðàçåíà íà �èãóðà 6.1. Îòòóê ñëåäâà, ÷å èíòåãðàëèòå ïî äúãèòå ñà ðàâíè íà
6
∑

a=1

(−1)a+1

∫

Ca

G(a)(x, y, λ)dλ =
6
∑

a=1

(−1)a+1

∫

la

dλ
(

e−iλβa(J)(y−x)E−βa
⊗Eβa

− eiλβa(J)(y−x)Eβa
⊗ E−βa

)

. (6.28)Ñëåä êàòî êîìáèíèðàìå ñúáèðàåìèòå, ñúîòâåòñòâàùè íà ïðîòèâîïîëîæíè ëú÷è, è ñèñïîìíèì çà èçâåñòíàòà �îðìóëà çà Ôóðèå îáðàçà íà 1

1

2π

∫ ∞

−∞
dλ eiλx = δ(x)ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî

2πδ(x− y)
∑

α∈∆+

(Eα ⊗ E−α −E−α ⊗ Eα)

α(J)
. (6.29)Íàêðàÿ îñòàâà äà ñúáåðåì çàåäíî ðåçóëòàòèòå (6.22), (6.24), (6.26) è (6.29) è ïî òîçèíà÷èí ñå èçâåæäà ñúîòíîøåíèåòî çà ïúëíîòà (6.20).2Ïîðàäè òîâà ÷å íàëè÷èåòî íà Êîêñòúðîâà ðåäóêöèÿ îïðåäåëÿ Z3 ãðàäóèðîâêà íà

sl(3), âñè÷êè åëåìåíòè íà sl(3) âêëþ÷èòåëíî "êâàäðàòèòå"íà ðåøåíèÿòà äîïóñêàò ðàç-ëîæåíèå ñúãëàñóâàíî ñ òàçè ãðàäóèðîâêà
e(a)

α (x, λ) = e
(a)
α,0(x, λ) + e

(a)
α,1(x, λ) + e

(a)
α,2(x, λ), e

(a)
α,k(x, λ) ∈ g(k).Çàòîâà ìîæå äà ñå íàïèøàò ñúîòíîøåíèÿ çà ïúëíîòà çà âñÿêà êîìïîíåíòà e(a)

α,k(x, λ) ïîîòäåëíî.Ïúëíîòàòà íà "êâàäðàòèòå"íà ðåøåíèÿòà îçíà÷àâà, ÷å âñÿêà �óíêöèÿ X ñúñ ñòîé-íîñòè â sl(3)/ ker ad J ìîæå äà ñå ðàçëîæè ïî òÿõ
X(x) =

1

2π

6
∑

a=1

(−1)a+1

∫

la

dλ
(

Xβa
(λ)e

(a)
−βa

(x, λ) −X−βa
(λ)e

(a−1)
βa

(x, λ)
)

− i
6
∑

a=1

∑

na

Xna
,êúäåòî êîìïîíåíòèòå íà X ñå äàâàò îò èçðàçèòå

Xβa
(λ) =

∫ ∞

−∞
d y〈ad Je

(a)
βa

(y, λ), X(y)〉

X−βa
(λ) =

∫ ∞

−∞
d y〈ad Je

(a−1)
−βa

(y, λ), X(y)〉

Xna
=

1

2

∫ ∞

−∞
d ytr 1

(

ad J ⊗ 11 Res
λ=λna

G(a)(x, y, λ)X ⊗ 11) .Ñèìâîëúò tr 1 îçíà÷àâà, ÷å ñå âçèìà ñëåäàòà íà ïúðâèÿ ìíîæèòåë â òåíçîðíîòî ïðîèç-âåäåíèå.



6. Îáîáùåíè Ôóðèå ïðåîáðàçîâàíèÿ çà óðàâíåíèÿ ñ äúëáîêà ðåäóêöèÿ 916.3 À�èíåí ìîäåë íà Òîäà, ñâúðçàí ñ àëãåáðàòà so(5)À�èííèÿò ìîäåë íà Òîäà, ñâúðçàí ñ ïðîñòà àëãåáðà íà Ëè g, å 1+1-ìåðåí ðåëàòèâèñòêèïîëåâè ìîäåë, îïðåäåëåí îò ëàãðàíæèàíà [76℄
L =

1

2

∑

j

(

q2
j,t − q2

j,x

)

−
∑

α∈A

e−(α,~q), ~q = (q1, . . . , qr).Ñúîòâåòíèòå óðàâíåíèÿ íà Îéëåð-Ëàãðàíæ èìàò ñëåäíèÿ âèä
qi,ξη =

∑

α∈A

αie
−(α,~q),êúäåòî ξ = (t − x)/2 è η = (t + x)/2 ñà êîíóñíèòå ïðîìåíëèâè. Â ÷àñòíîñò, çà so(5)ïîëó÷àâàìå

q1,ξη = eq2−q1 − eq1+q2 , (6.30)
q2,ξη = −eq2−q1 + e−q2 − eq1+q2. (6.31)Òàçè ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ èìà ñëåäíîòî ïðåäñòàâÿíå íà íóëåâàòà êðèâèíà

Lψ(ξ, η, λ) ≡ i∂ξψ(ξ, η, λ)− (iqξ(ξ, η) + λJ)ψ(ξ, η, λ) = 0, (6.32)
Mψ(ξ, η, λ) ≡ i∂ηψ(ξ, η, λ) − I(ξ, η)

λ
ψ(ξ, η, λ) = 0, (6.33)êúäåòî

qξ = q1,ξH1 + q2,ξH2, J = Ee1−e2
+ Ee2

+ E−(e1+e2), (6.34)
I = eq2−q1E−(e1−e2) + e−q2E−e2

+ eq1+q2E−(e1+e2). (6.35)Òîâà ïîäñêàçâà, ÷å ïîñî÷åíàòà à�èííà ñèñòåìà íà Òîäà ìîæå äà ñå ñâúðæå ñúñ çàäà÷à íàÇàõàðîâ-Øàáàò, ðåäóöèðàíà ñ ïîìîùòà íà Êîêñòúðîâ àâòîìîð�èçúì. Äîïúëíèòåëíîòîóñëîâèå ïîëåòàòà q1 è q2 äà ñà ðåàëíè, âîäè äî íàëàãàíåòî íà Z2 ðåäóêöèÿ îò òèïà (6.19).Ïî àíàëîãèÿ ñ ïðåäèøíèÿ ïàðàãðà� è òóê ùå ïðåäïî÷åòåì äà íàïðàâèì ïîäõîäÿùàòðàíñ�îðìàöèÿ, òàêà ÷å J äà ëåæè â Êàðòàíîâàòà ïîäàëãåáðà h íà so(5). Â íîâèÿ áàçèñìàòðèöàòà J è ïîòåíöèàëúò qξ ñå îïðåäåëÿò îò ñëåäíèòå èçðàçè
J = H1 + iH2, qξ = −1

2
q1,ξ(iEe1

+ Ee2
− iE−e1

+ E−e2
)

− 1

2
q2,ξ(Ee1−e2

− Ee1+e2
+ E−e1+e2

−E−e1−e2
). (6.36)Òîçè ïúò íåïðåêúñíàòèÿò ñïåêòúð íà L ñå ñúñòîè îò 8 ëú÷à, ñêëþ÷âàùè úãëè π/4(âæ. �èãóðà 6.2). Îòíîâî ñ âñåêè ëú÷ ñå àñîöèèðà äâîéêà ïðîòèâîïîëîæíè êîðåíè ïîíà÷èíà îïèñàí â òàáëèöàòàëú÷ la l1, l5 l2, l6 l3, l7 l4, l8êîðåí îò δa ±e1 ±(e1 − e2) ±e2 ±(e1 + e2)

.
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Fig. 6.2: Êîíòóð çà èíòåãðèðàíå γa = la ∪ Ca ∪ la+1.È ñåãà íà âñåêè ëú÷ la ñúîòâåòñòâà sl(2) ïîäàëãåáðà, ðàçïúíàòà îò ãåíåðàòîðèòå íàÊàðòàí-Âàéë çà êîðåíà α ∈ δa. Çàðàäè äåéñòâèåòî íà Êîêñòúðîâèÿ àâòîìîð�èçúì àë-ãåáðàòà so(5) èìà Z4 ãðàäóèðîâêà
so(5) = g(0) ⊕ g(1) ⊕ g(2) ⊕ g(3).Â ñèëà å ñëåäíàòàÒåîðåìà 2: Êâàäðàòèòå íà ðåøåíèÿòà çà çàäà÷àòà íà Çàõàðîâ-Øàáàò, ñúîòâåòñòâàùàíà à�èííàòà ñèñòåìà íà Òîäà çà so(5) îáðàçóâàò ïúëíà ñèñòåìà [54℄, ÷èèòî ñúîòíîøåíèÿçà ïúëíîòà ñà ñëåäíèòå

δ(ξ − ζ)Π =
1

2π

8
∑

a=1

(−1)a+1

∫

la

dλ
(

G
(a)
βa

(ξ, ζ, λ)−G
(a−1)
−βa

(ξ, ζ, λ)
)

−i

8
∑

a=1

∑

na

Res
λ=λna

G(a)(ξ, ζ, λ). (6.37)êúäåòî
G

(a)
βa

(ξ, ζ, λ) = e
(a)
βa

(ξ, λ) ⊗ e
(a)
−βa

(ζ, λ), Π =
∑

α∈∆+

Eα ⊗ E−α − E−α ⊗Eα

α(J)
.



6. Îáîáùåíè Ôóðèå ïðåîáðàçîâàíèÿ çà óðàâíåíèÿ ñ äúëáîêà ðåäóêöèÿ 93Äîêàçàòåëñòâî: Ñõåìàòà íà äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà ïîâòàðÿ íàïúëíî òàçè îòïðåäèøíèÿ ïàðàãðà� � ñòàðòèðàìå îò íà÷àëíèÿ àíçàö
J (ξ, ζ) =

8
∑

a=1

(−1)a+1

∮

γa

G(a)(ξ, ζ, λ)dλ, (6.38)êàòî èíòåãðèðàíåòî ñå èçâúðøâà ïî êîíòóðèòå, óêàçàíè íà �èãóðà 6.2, à �óíêöèèòå
G(a)(ξ, ζ, λ) èçáèðàìå îò âèäà

G(a)(ξ, ζ, λ) = θ(ζ − ξ)
∑

α∈∆+
a

e(a)
α (ξ, λ) ⊗ e

(a)
−α(ζ, λ) − θ(ξ − ζ)

×





∑

α∈∆−
a

e(a)
α (ξ, λ) ⊗ e

(a)
−α(ζ, λ) +

2
∑

j=1

h
(a)
j (ξ, λ) ⊗ h

(a)
j (ζ, λ)



 .Îñòàâà äà ñå ïðèëîæè òåîðåìàòà íà Êîøè êúì ïîñî÷åíèÿ àíçàö.2Êàêòî è â ïðåäõîäíèÿ ñëó÷àé, âñÿêà �óíêöèÿ X ñúñ ñòîéíîñòè â so(5)/ ker ad J äî-ïóñêà ðàçëîæåíèå ïî áàçèñà îò êâàäðàòè íà ðåøåíèÿòà
X(x) =

1

2π

8
∑

a=1

(−1)a+1

∫

la

dλ
(

Xβa
(λ)e

(a)
−βa

(x, λ) −X−βa
(λ)e

(a−1)
βa

(x, λ)
)

− i

8
∑

a=1

∑

na

Xna
,êúäåòî êîìïîíåíòèòå íà X ñå äàâàò îò èçðàçèòå

Xβa
(λ) =

∫ ∞

−∞
d y〈ad Je

(a)
βa

(y, λ), X(y)〉,

X−βa
(λ) =

∫ ∞

−∞
d y〈ad Je

(a−1)
−βa

(y, λ), X(y)〉,

Xna
=

1

2

∫ ∞

−∞
d ytr 1

(

ad J ⊗ 11 Res
λ=λna

G(a)(x, y, λ)X ⊗ 11) .



7. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ�åçóëòàòèòå, èçëîæåíè â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä, ìîãàò äà ñå ðàçäåëÿò íà äâå ãðóïè: ïîëó-÷àâàíå íà íîâè èíòåãðèðóåìè ñèñòåìè ñ ïîìîùòà íà ìåòîäà íà ðåäóêöèèòå è íàìèðàíåòîíà òåõíè ÷àñòíè ðåøåíèÿ (ñîëèòîííè ðåøåíèÿ) è èçâåæäàíå íà ñúîòíîøåíèÿ çà ïúëíîòàçà "êâàäðàòèòå"íà ðåøåíèÿòà çà êîíêðåòíè ñèñòåìè îò òèïà íà Êîäðè-Áèéëñ-Êîè�ìàí.Êúì ïúðâàòà ãðóïà ðåçóëòàòè ñïàäàò: ïðèìåðèòå íà Z2-ðåäóöèðàíè N-âúëíîâè óðàâ-íåíèÿ çà ïðîñòèòå àëãåáðè îò ñåðèèòå Br, Cr è Dr, Z2 × Z2-ðåäóöèðàíèòå N-âúëíîâèóðàâíåíèÿ çà àëãåáðèòå Ar, Br è Cr, Z2-ðåäóöèðàíè ñèñòåìè îò òèïà íà ÍÓØ çà ñèìåò-ðè÷íè ïðîñòðàíñòâà îò ñåðèÿòà BD.I è Z2 è Z2 × Z2-ðåäóöèðàíè ìÊäÔ çà ñèìåòðè÷íèïðîñòðàíñòâà îò ñúùàòà ñåðèÿ. È òðèòå òèïà ìíîãîêîìïîíåíòíè èíòåãðèðóåìè óðàâ-íåíèÿ ñå õàðàêòåðèçèðàò ñ ïîëèíîìèàëíè çàêîíè çà äèñïåðñèÿ. Óðàâíåíèåòî íà N-òåâúëíè è ìíîãîêîìïîíåíòíîòî ìÊäÔ èìàò äèñïåðñèîííè çàêîíè îò íå÷åòíà ñòåïåí � îòïúðâà è òðåòà ñòåïåí ïî ñïåêòðàëíèÿ ïàðàìåòúð λ ñúîòâåòíî. Ïîðàäè òîâà ïðè òÿõ ñàâúçìîæíè Z2 ðåäóêöèè îò òèïà λ→ −λ. Òîâà, îò ñâîÿ ñòðàíà, âîäè äî íàëè÷èåòî íà äâàâèäà 1-ñîëèòîííè ðåøåíèÿ íà Z2 ×Z2-ðåäóöèðàíèòå óðàâíåíèÿ îò ïîñî÷åíèÿ òèï: "äóá-ëåòåí"ñîëèòîí, êîéòî ñúîòâåòñòâà íà 2 äèñêðåòíè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè ±iν íà Ëàêñîâèÿîïåðàòîð L è ñå ÿâÿâà àíàëîã íà òîïîëîãè÷íèÿ ñîëèòîí çà óðàâíåíèåòî sin-�îðäúí, è"êâàäðîïëåòåí"ñîëèòîí, êîéòî å ñâúðçàí ñ 4 ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè {±(µ+ iν),±(µ− iν)}è å àíàëîã íà äèøàùèÿ ñîëèòîí. Çà ïðåñìÿòàíå íà ñàìèòå 1-ñîëèòîííè ðåøåíèÿ ìîæåäà ñå ïðèëîæè ìåòîäúò íà îáëè÷àíåòî ñ ìíîæèòåë, êîéòî âçèìà ñòîéíîñòè â ñúîòâåò-íàòà ãðóïà íà Ëè è ïðåäñòàâëÿâà ìåðîìîð�íà �óíêöèÿ íà λ ñ ïîäõîäÿù áðîé ïðîñ-òè ïîëþñè â çàâèñèìîñò îò òèïà 1-ñîëèòîííî ðåøåíèå. Ïîëþñèòå ñà ïðÿêî ñâúðçàíè ñäèñêðåòíèòå ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè íà L è âçàèìíîòî èì ðàçïîëîæåíèå â êîìïëåêñíàòà
λ-ðàâíèíà ñå �èêñèðà îò äåéñòâèåòî íà ñúîòâåòíàòà ðåäóêöèÿ ïîðàäè óñëîâèåòî çà èí-âàðèàíòíîñò íà îáëè÷àùèÿ ìíîæèòåë ïîä äåéñòâèåòî íà ãðóïàòà íà ðåäóêöèèòå. Îñâåí÷ðåç ïîëîæåíèåòî íà äèñêðåòíèòå ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè ðåøåíèÿòà ñå ïàðàìåòðèçèðàò è÷ðåç íåçàâèñèìèòå èíòåãðàöèîííè êîíñòàíòè, êîèòî ó÷àñòâàò â ðåçèäóóìèòå íà îáëè÷à-ùèÿ ìíîæèòåë. Áðîÿò íà òåçè êîíñòàíòè ñå îïðåäåëÿ îò ðàçìåðà è ðàíãà íà ìàòðèöàòàíà ðåçèäóóìà. Îñâåí 1-ñîëèòîííèòå ðåøåíèÿ ìåòîäúò íà îáëè÷àíåòî ïîçâîëÿâà äà ñåñìåòíàò è ìíîãîñîëèòîííèòå ðåøåíèÿ íà ñúîòâåòíèòå óðàâíåíèÿ. Òóê ñëåäâà äà ñå îò-áåëåæè, ÷å òåõíèêàòà íà îáëè÷àíåòî ìîæå äà ñå ïðèëîæè çà íàìèðàíå íà ðåøåíèÿ íåñàìî íà óðàâíåíèåòî íà N-òå âúëíè, ÍÓØ è ìÊäÔ, íî è íà ïî-âèñøèòå óðàâíåíèÿ îòòåõíèòå éåðàðõèè. �àçëèêàòà ñå ñúñòîè âúâ âðåìåâàòà çàâèñèìîñò íà ðåøåíèÿòà ïîðàäè



7. Çàêëþ÷åíèå 95ðàçëè÷íèòå äèñïåðñèîííè çàêîíè íà òåçè ïî-âèñøè óðàâíåíèÿ.Íåëèíåéíèòå óðàâíåíèÿ, àñîöèèðàíè ñúñ ñèìåòðè÷íèòå ïðîñòðàíñòâà BD.I, äîïóñ-êàò ïî-ãîëÿìî ðàçíîîáðàçèå îò ðåäóêöèè ïîðàäè ïðîñòèÿ âèä íà Êàðòàíîâèÿ åëåìåíò
J = He1

. Îñâåí Êàðòàíîâè ðåäóêöèè ñà âúçìîæíè ðåàëèçàöèè íà Z2 ãðóïàòà è ïîñ-ðåäñòâîì Âàéëîâè îòðàæåíèÿ. Â ñëó÷àÿ íà ìÊäÔ å âúçìîæíà è Z2 ðåäóêöèÿ îò òèïà
λ 7→ −λ∗, êîÿòî ìîæå äà ñå çàäàäå ÷ðåç Âàéëîâîòî îòðàæåíèå We2

. Ñèìåòðè÷íèòå ïðîñ-òðàíñòâà îò ñåðèÿòà BD.I ≈ SO(n + 2)/SO(2) × SO(n) ñà óäîáíè, òúé êàòî áðîÿò íàêîìïîíåíòèòå íà q íàðàñòâà ëèíåéíî ñ r. Òîâà äàâà âúçìîæíîñò çà ïîëó÷àâàíå èí-òåãðèðóåìè ñèñòåìè ñ ìàëúê áðîé óðàâíåíèÿ ñëåä ïðèëàãàíå íà (äúëáîêè) ðåäóêöèèâúðõó îáùèòå ñèñòåìè, ñâúðçàíè ñ àëãåáðè îò ïî-âèñîê ðàíã. Îòíîñèòåëíàòà ïðîñòîòàíà ðåäóöèðàíèòå ñèñòåìè, íà ñâîé ðåä, ïîâèøàâà âåðîÿòíîñòòà òå äà íàìåðÿò íÿêàêâè�èçè÷åñêè ïðèëîæåíèÿ.Îñâåí íåëèíåéíè óðàâíåíèÿ çà àëãåáðèòå îò 4-òå áåçêðàéíè ñåðèè ïî ïîäîáåí íà÷èíìîãàò äà ñå òðåòèðàò è óðàâíåíèÿ, ñâúðçàíè ñ èçêëþ÷èòåëíèòå àëãåáðè íà Ëè. Çà äà ñåïîëó÷è îáëè÷àùèÿ ìíîæèòåë â òåçè ñëó÷àè, ñëåäâà äà ñå îñðåäíè ìíîæèòåëÿ çà íÿêîÿîò áåçêðàéíèòå ñåðèè ïî ïîäõîäÿù àâòîìîð�èçúì.Êúì ïúðâàòà ãðóïà ìîæåì äà îòíåñåì ñúùî è ðåçóëòàòèòå ïî ïðåñìÿòàíå íà ñèí-ãóëÿðíè ðåøåíèÿ íà çàäà÷àòà íà �èìàí-Õèëáåðò. Íàëè÷èåòî íà òÿñíà âðúçêà ìåæäóçàäà÷àòà íà �èìàí-Õèëáåðò è ìåòîäà íà îáðàòíàòà çàäà÷à ïîçâîëÿâà ðåøàâàíåòî íàåäíàòà çàäà÷à äà ñå ñâåäå äî ðåøàâàíå íà äðóãàòà. Òàêà ñ èçáîð íà ïîäõîäÿù îáëè÷àùìíîæèòåë ìîæåì äà ãåíåðèðàìå ðåøåíèÿ íà çàäà÷àòà íà �èìàí-Õèëáåðò ñ ðàçëè÷åíáðîé ïîëþñè. Ïîëó÷åíèòå ðåøåíèÿ ñà ïðîïîðöèîíàëíè íà �óíäàìåíòàëíèòå àíàëèòè÷-íè ðåøåíèÿ íà ñïåêòðàëíàòà çàäà÷à íà Çàõàðîâ-Øàáàò. Ïîòåíöèàëúò â òàçè çàäà÷à, îòñâîÿ ñòðàíà, å ñâúðçàí ñ ðåøåíèÿòà íà êîíêðåòíè íåëèíåéíè åâîëþöèîííè óðàâíåíèÿ.Âðåìåâàòà åâîëþöèÿ íà ðåøåíèåòî ñå îïðåäåëÿ îò äèñïåðñèîííèÿ çàêîí íà ñúîòâåòíîòîóðàâíåíèå.Âòîðàòà ãðóïà îò ðåçóëòàòè ñå îòíàñÿ äî ïîñòðîÿâàíåòî íà îáîáùåí Ôóðèå àíàëèç,çà äâå íåëèíåéíè óðàâíåíèÿ: óðàâíåíèÿòà íà Êàóï-Êóïúðøìèä è äâóêîìïîíåíòåí à�è-íåí ìîäåë íà Òîäà. Â îñíîâàòà ìó ñòîÿò "êâàäðàòèòå"íà ðåøåíèÿòà, êîèòî â ìíîãîîòíîøåíèÿ ñà àíàëîçè íà îáèêíîâåíèòå åêñïîíåíòè â êëàñè÷åñêèÿ Ôóðèå àíàëèç. Òàêàíàïðèìåð, êâàäðàòèòå íà ðåøåíèÿòà îáðàçóâàò ïúëíà ñèñòåìà. Ïîêàçàíî å êàê ñå ïî-ëó÷àâàò ñúîòíîøåíèÿòà çà ïúëíîòà ñ ïîìîùòà íà ìåòîäà íà êîíòóðíîòî èíòåãðèðàíå,ïðèëîæåí êúì ïîäõîäÿùà ïîäèíòåãðàëíà �óíêöèÿ. Ñàìèòå êâàäðàòè íà ðåøåíèÿòà ñåêîíñòðóèðàò ïîñðåäñòâîì �óíäàìåíòàëíèòå àíàëèòè÷íè ðåøåíèÿ çà ñúîòâåòíèòå ñèñ-òåìè íà Êîäðè-Áèéëñ-Êîè�ìàí ñ äúëáîêà ðåäóêöèÿ îò Êîêñòúðîâ òèï. Çà óðàâíåíèåòîíà Êàóï-Êóïúðøìèä ñèñòåìàòà íà Êîäðè-Áèéëñ-Êîè�ìàí å ñâúðçàíà ñ sl(3) è å Z3-ðåäóöèðàíà, à ïðè à�èííèÿ ìîäåë íà Òîäà � å Z4-ðåäóöèðàíà è ñå àñîöèèðà ñ so(5).Íàëè÷èåòî íà ðåäóêöèÿ âîäè äî îïðåäåëåíà ñèìåòðèÿ â ñïåêòúðà íà Ëàêñîâèÿ îïåðàòîð.



ÁËÀ�ÎÄÀ�ÍÎÑÒÈÀâòîðúò áè èñêàë äà èçêàæå ñâîÿòà ïðèçíàòåëíîñò íà ñò. í. ñ. I ñò. Â. �åðäæèêîâ çàâñè÷êî, íà êîåòî ãî å íàó÷èë â îáëàñòòà íà òåîðèÿòà íà ñîëèòîíèòå è íå ñàìî. Àâòîðúòå áëàãîäàðåí ñúùî íà ñò. í. ñ. I ñò. Í. Êîñòîâ, ïðî�. À. Ìèõàéëîâ è ïðî�. Ä. Êàóï, çàïîëåçíèòå îáñúæäàíèÿ è çà êðèòè÷íèòå áåëåæêè, êîèòî íåñúìíåíî ñà ñïîìîãíàëè çà ïî-äîáðÿâàíå íà ðúêîïèñà íà äèñåðòàöèÿòà. Íàêðàÿ, íî íå ïî çíà÷åíèå, àâòîðúò áëàãîäàðèíà ðîäèòåëèòå ñè çà ìîðàëíàòà ïîäêðåïà.



Ïðèëîæåíèå



À. ÊÎ�ÍÅÂÈ ÑÈÑÒÅÌÈ ÍÀ ÍßÊÎÈ ÏÎËÓÏ�ÎÑÒÈ ÀË�ÅÁ�È ÍÀËÈÀ.1 Ñåðèÿòà ArÑïåöèàëíàòà ëèíåéíà àëãåáðà Ar ≡ sl(r+1) ñå ñúñòîè îò âñè÷êè ïðåîáðàçîâàíèÿ íà Cr+1,êîèòî èìàò íóëåâà ñëåäà. Íåéíàòà Êàðòàíîâà ïîäàëãåáðà h ñúäúðæà âñè÷êè äèàãîíàëíèìàòðèöè ñ íóëåâà ñëåäà. Î÷åâèäíî dim h = r.Â êîðíåâàòà ñèñòåìà íà Ar ó÷àñòâàò �óíêöèîíàëèòå îò òèïà
ei − ej , i, j = 1, . . . , r + 1, (À.1)êúäåòî {ei}r+1

i=1 å îðòîíîðìèðàí áàçèñ â åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî Rr+1. Ïðîñòèòå êîðåíèèìàò âèäà
αi = ei − ei+1, i = 1 . . . , r. (À.2)Òîãàâà ïîëîæèòåëíè ñà âñè÷êè êîðåíè îò òèïà

ei − ej , i < j. (À.3)Ìàêñèìàëíèÿò êîðåí å
αmax = e1 − er+1.Çà áàçèñ íà Êàðòàí-Âàéë íà Ar îáè÷àéíî ñå èçáèðà

Eei−ej
= Eij , Hαi

= Eii −Ei+1,i+1. (À.4)×èñëîòî íà Êîêñòúð çà Ar e
h = r + 1. (À.5)À.2 Ñåðèÿòà BrÑåðèÿòà Br ≡ so(2r+ 1) âêëþ÷âà èí�èíèòåçèìàëíèòå ïðåîáðàçîâàíèÿòà â C2r+1, êîèòîçàïàçâàò ìàòðèêàòà S, ò. å.

Br =
{

X ∈ gl(2r + 1) : S(Xx,y) + S(x, Xy) = 0, ∀x,y ∈ C
2r+1

}

.Ôèêñèðàéêè îïðåäåëåí áàçèñ â C2r+1, ãîðíàòà äå�èíèöèÿ ñå çàïèñâà òàêà
Br =

{

X ∈ sl(2r + 1) : XTS + SX = 0
}

. (À.6)



À. Êîðíåâè ñèñòåìè íà íÿêîè ïîëóïðîñòè àëãåáðè íà Ëè 99Íèå ùå ïðåäïî÷åòåì äà ðàáîòèì â íåîðòîíîðìèðàí áàçèñ â C2r+1, ïðè êîéòî ìåòðèêàòàèìà âèäà
Sjk = (−1)j−1δj 2(r+1)−k, j, k = 1, . . . , 2r + 1. (À.7)Òîâà îáåçïå÷àâà âúçìîæíîñòòà Êàðòàíîâàòà ïîäàëãåáðà äà ñå ñúñòîè îò äèàãîíàëíèìàòðèöè îò òèïà
X = diag (X1, X2, . . . , Xr, 0,−Xr, . . . ,−X2 −X1). (À.8)Î÷åâèäíî ðàíãà íà àëãåáðàòà Br å r. Êîðåíèòå íà ñåðèÿòà Br áèâàò 2 òèïà:1. äúëãè êîðåíè îò òèïà: ±ei ± ej , i, j = 1, . . . , r;2. êúñè êîðåíè: ±ei, i = 1, . . . , r,êúäåòî (ej)

i = δi
j å ñòàíäàðòíèÿò îðòîíîðìèðàí áàçèñ â ðåàëíîòî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñ-òâî Rr. Ïîëîæèòåëíèòå êîðåíè èìàò âèäà

ei ± ej , i < j, ei, (À.9)à ïðîñòèòå
αi = ei − ei+1, i = 1, . . . , r − 1, αr = er. (À.10)Çà ñåðèÿòà Br ìàêñèìàëåí å êîðåíúò

αmax = e1 + e2. (À.11)Çà áàçèñ íà Êàðòàí-Âàéë èçáèðàìå
Eei−ej

= Eij + (−1)i+j+1E2(r+1)−j 2(r+1)−i, i, j = 1, . . . , r, (À.12)
Eei+ej

= Ei 2(r+1)−j + (−1)i+j+1Ej 2(r+1)−i, i < j, (À.13)
Eei

= Eir + (−1)i+rEr 2(r+1)−i, (À.14)
Hαj

=
r
∑

k=1

(αj , ek)Hk, Hk = Ekk −E2(r+1)−k 2(r+1)−k. (À.15)Çà îðòîãîíàëíèòå àëãåáðè Br ÷èñëîòî íà Êîêñòúð å ðàâíî íà
h = 2r. (À.16)À.3 Ñåðèÿòà CrÑèìïëåêòè÷íàòà àëãåáðà Cr ≡ sp(2r) ñå �îðìèðà îò èí�èíèòåçèìàëíèòå ñèìïëåêòî-ìîð�èçìè â C2r, ò.å.

Cr =
{

X ∈ gl(2r) : S(Xx,y) + S(x, Xy) = 0, ∀x,y ∈ C
2r
}

,



À. Êîðíåâè ñèñòåìè íà íÿêîè ïîëóïðîñòè àëãåáðè íà Ëè 100êúäåòî S e àëãåáðè÷íà 2-�îðìà (àíòèñèìåòðè÷íà áèëèíåéíà �îðìà). Èçáèðàéêè òàêúâáàçèñ â C2r, ÷å ñèìïëåêòè÷íàòà �îðìà äà èìà âèäà
Sjk = (−1)j−1δj 2r+1−k, (À.17)äîñòèãàìå äî ðàâåíñòâîòî

Cr =
{

X ∈ sl(2r + 1) : XTS + SX = 0
}

.Ñïðÿìî òîçè áàçèñ åëåìåíòèòå íà Êàðòàíîâàòà àëãåáðà èçãëåæäàò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí
X ∈ h ⇒ X = diag (X1, X2, . . . , Xr,−Xr, . . . ,−X2,−X1). (À.18)�àçìåðíîñòòà íà h å ðàâíà íà r. Êîðíåâàòà ñèñòåìà íà Cr ñåðèÿòà êàêòî è òàçè íà Brñå ñúñòîè îò êúñè è äúëãè êîðåíè:1. êúñè: ±ei ± ej, i, j = 1, . . . , r2. äúëãè: ±2ei.Ïîëîæèòåëíè êîðåíè ñà

ei ± ej, i < j, 2ei. (À.19)Ïðîñòèòå êîðåíè ñå çàäàâàò îò
αi = ei − ei+1, i = 1, . . . , r − 1, αr = 2er. (À.20)Ìàêñèìàëíèÿò êîðåí å

αmax = 2e1. (À.21)Áàçèñúò íà Êàðòàí-Âàéë çà ñèìïëåêòè÷íèòå àëãåáðè èìà âèäà
Eei−ej

= Eij + (−1)i+j+1E2r+1−j 2r+1−i, i, j = 1, . . . , r, (À.22)
Eei+ej

= Ei 2r+1−j + (−1)i+jEj 2r+1−i, (À.23)
E2ei

= Ei 2r+1−i, Hαj
=

r
∑

k=1

(αj, ek)Hk, (À.24)
Hk = Ekk −E2r+1−k 2r+1−k. (À.25)×èñëîòî íà Êîêñòúð çà ñèìïëåêòè÷íèòå àëãåáðè å

h = 2r. (À.26)



À. Êîðíåâè ñèñòåìè íà íÿêîè ïîëóïðîñòè àëãåáðè íà Ëè 101À.4 Ñåðèÿòà DrÑåðèÿòà Dr âêëþ÷âà îðòîãîíàëíèòå àëãåáðè îò òèïà so(2r) ïðè r ≥ 4. Ïî äå�èíèöèÿ òåóäîâëåòâîðÿâàò (À.6), êàòî íèå ùå èçáåðåì ìàòðèöàòà íà ìåòðèêàòà S äà áúäå îò âèäà
Sij = δi, 2r+1−j , i, j = 1, . . . , 2r. (À.27)Êàðòàíîâàòà ïîäàëãåáðà h èìà ðàçìåðíîñò r è ñå ñúñòîè îò äèàãîíàëíè ìàòðèöè îò òèïà
J := diag (J1, . . . , Jr,−Jr, . . . ,−J1).Êîðíåâîòî ïðîñòðàíñòâî ñå ñúñòîè îò êîðåíè îò ñëåäíèòå 2 âèäà1. ±(ei − ej), i, j = 1, . . . , r, i 6= j2. ±(ei + ej), i < j, êúäåòî {ei}r

i=1 å îðòîíîðìèðàí áàçèñ â Rr.Ïîëîæèòåëíèòå êîðåíè èìàò âèäà
ei ± ej , i < j.Ïðîñòè ñà êîðåíèòå

αi = ei − ei+1, i = 1, . . . , r − 1, αr = er−1 + er.Ìàêñèìàëåí å êîðåíúò
αmax = e1 + e2.Áàçèñúò íà Êàðòàí-Âàéë ñúäúðæà âåêòîðèòå

Hα =
∑

i

(α, ei)Hi, Hi = Eii −Ei,i, i = 2r + 1 − i, (À.28)
Eei−ej

= Eij −E j,i, Eei+ej
= Ei,j − Ej,i, E−α = ET

α . (À.29)×èñëîòî íà Êîêñòúð çà ñåðèÿòà Dr å
h = 2(r − 1).



Á. ÑÎËÈÒÎÍÍÈ �ÅØÅÍÈß ÍÀ Ó�ÀÂÍÅÍÈÅÒÎ ÑÈÍÓÑ-�Î�ÄÚÍÓðàâíåíèåòî ñèíóñ-�îðäúí (Ñ�), êîåòî òóê ùå çàïèøåì ïî ñëåäíèÿ íà÷èí
ωxt = sin 2ω, (Á.1)ñå ÿâÿâà óñëîâèå çà ñúãëàñóâàíîñò íà äâà Ëàêñîâè îïåðàòîðà, åäèíèÿò îò êîèòî å ñâúðçàíñúñ ñèñòåìàòà íà Çàõàðîâ-Øàáàò

Lψ(x, t, λ) = i∂xψ(x, t, λ) + [q(x, t) − λσ3]ψ(x, t, λ) = 0, (Á.2)Çà äà ñå ïîëó÷è óðàâíåíèåòî (Á.1), ñå íàëàãàò äîïúëíèòåëíî äâå Z2 ðåäóêöèè
q+ = (q−)∗, q+ = −q−,êîèòî âîäÿò äî ïðåäñòàâÿíåòî

q+ = −q− = −iωx.Âòîðèÿò Ëàêñîâ îïåðàòîð, îò ñâîÿ ñòðàíà, èìà âèäà
Mψ = i∂tψ +

1

2λ
(cos 2ωσ3 − sin 2ωσ1)ψ. (Á.3)Ñ� äîïóñêà 2 òèïà ñîëèòîííè ðåøåíèÿ: òîïîëîãè÷íè ñîëèòîíè (kinks) è "äèøà-ùè"ñîëèòîíè (breathers). Ïúðâèÿò òèï ðåøåíèÿ ñå ñâúðçâàò ñ 2 èìàãèíåðíè äèñêðåòíèñîáñòâåíè ñòîéíîñòè λ± = ±iν íà îïåðàòîðà L, äîêàòî äèøàùèòå ðåøåíèÿ ñà ñâúðçàíè4 äèñêðåòíè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè: ±λ+,±(λ+)∗.Òîïîëîãè÷íèÿò ñîëèòîí ìîæå äà áúäå ïîëó÷åí ïî ìåòîäà íà îáëè÷àíåòî ñ ïîìîùòàíà îáëè÷àùèÿ ìíîæèòåë

g(x, λ) = 11+ (c(λ) − 1)P (x), c(λ) =
λ− iν

λ+ iν
, (Á.4)Ñúãëàñíî �îðìóëà (3.45) áåçîòðàæàòåëíèÿò ïîòåíöèàë ñå îïðåäåëÿ îò ñëåäíîòî ðàâåí-ñòâî

q1s(x) = −2iν[σ3, P (x)], (Á.5)êúäåòî
P (x) =

n(x)nT (x)

nT (x)n(x)
, n(x) = eνσ3xn0.
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q+(x) = −q−(x) = − 2iν

cosh(2νx+ ξ0)
, ξ0 = ln

∣

∣

∣

∣

n0,1

n0,2

∣

∣

∣

∣

(Á.6)Îòòóê, ñëåä êàòî èçâúðøèì èíòåãðèðàíå ïî ïðîìåíëèâàòà x, ïîëó÷àâàìå
ω(x) = 2 arctan

(

e2νx+ξ0
) (Á.7)Çà äà âúçñòàíîâèì âðåìåâàòà çàâèñèìîñò â èçðàçà çà ω, å íåîáõîäèìî äà ñå ïðåñìåò-íåì ãðàíèöàòà limx→±∞ cos 2ω(x). Åëåìåíòàðíî çàìåñòâàíå â êîíêðåòíèÿ ñëó÷àé âîäèäî ñëåäíîòî

lim
x→±∞

cos(2ω) = 1.Ñëåäîâàòåëíî äèñïåðñèîííèÿò çàêîí íà Ñ� äîáèâà âèäà
f(λ) = lim

x→±∞
V (x, t, λ) =

1

2λ
σ3. (Á.8)Â ðåçóëòàò íà âñè÷êî òîâà 1-ñîëèòîííîòî ðåøåíèå ñå äàâà îò èçðàçà

ω(x, t) = 2 arctan
[

e2ν(x+ t

2ν2 )+ξ0
]

. (Á.9)Äèøàù òèï ñîëèòîí ìîæå äà ñå ïîëó÷è ïðè èçïîëçâàíå íà îáëè÷àùèÿ ìíîæèòåë
g(x, λ) = 11+ (c(λ) − 1)A(x) +

(

1

c(−λ)
− 1

)

A∗(x), c(λ) =
λ− λ+

λ− (λ+)∗
. (Á.10)Â ãîðíèÿ àíçàö ìàòðè÷íîçíà÷íàòà �óíêöèÿ A äîïóñêà ðàçëàãàíåòî

A(x) = X(x)F T (x), (Á.11)êúäåòî
X =

1

a2 − |b|2 (aF ∗ − b∗F ) , a = F †F, (Á.12)
b = − iνF TF

µ− iν
, F T (x) = F T

0 (χ−
0 (x, λ−))−1. (Á.13)Òúé êàòî â ñîëèòîííèÿ ñåêòîð χ±

0 (x, λ) = exp(−iλσ3x), â ñèëà ñà ðàâåíñòâàòà
F1(x) = eiλ−xF0,1, F2(x) = e−iλ−xF0,2. (Á.14)Òàêà, çà áåçîòðàæàòåëíèÿ ïîòåíöèë ñå ïîëó÷àâà ñëåäíèÿ èçðàç

q+(x) = − 8iν

a2 − |b|2 [aRe (F ∗
1F2) − Re (b∗F1F2)]

= −4iµν
µ coshφ cos δ − ν sinh φ sin δ

µ2 cosh2 φ+ ν2 sin2 δ
(Á.15)
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φ = 2νx+ ξ0, δ = 2µx+ argF0,1 − argF0,2.Ñëåä êàòî èçâúðøèì ñúîòâåòíîòî èíòåãðèðàíå, çà �óíêöèÿòà ω ñå ïîëó÷àâà

ω(x) = 2 arctan

(

ν sin δ

µ coshφ

)

= 2 arctan

[

ν sin(2µx+ argF0,1 − argF0,2)

µ cosh(2νx+ ξ0)

]

. (Á.16)Ïîíåæå â íàñòîÿùèÿ ñëó÷àé
lim

x→±∞
ω(x) = 0 ⇒ lim

x→±∞
cos 2ω = 1,òî îêîí÷àòåëíèÿò îòãîâîð çà ñîëèòîííîòî ðåøåíèå íà Ñ� èìà âèäà

ω(x, t) = 2 arctan

{

ν sin[2µ(x− t/2(µ2 + ν2)) + argF0,1 − argF0,2]

µ cosh [2ν (x+ t/2(µ2 + ν2)) + ξ0]

}

. (Á.17)
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