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ABSTRACT. Let X be a closed subspace of B(H) for some Hilbert space
H. In [9], Pisier introduced S,[X] (1 < p < +00) by setting S, [X] =
1 A
(Seo [X], S1[X])e, (Where 6 = > Soc [X] =55 ® X and S [X] =51 ®X)
and showed that there are p—matricially normed spaces. In this paper we
prove that conversely, if X is a p—matricially normed space with p = 1,
then there is an operator structure on X, such that M} (X) = S} [X] where
ST [X] is the finite dimentional version of S; [X]. For p # 1, we have no
answer.

1. Les espaces p-matriciellement normés. On commencera cette
partie par donner un apercu général sur les espaces p—matriciellement normés et
définir les espaces S, [X] introduits par Pisier dans [9].

Soit H un espace de Hilbert et B (H) la C*—algebre non commutative
des opérateurs linéaires bornés de H dans H. Soit X C B (H) un sous espace
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fermé et n € N, on note par M, (X) 'espace des matrices (2;),; ;<,,muni de la
norme induite par M, (B (H)) = B (I3 (H)) = B (I} @9 H) (I} ®9 H est I'espace
de Hilbert produit tensoriel de 3 et H). Si X = C on note simplement M,, (C) =
B (Iy) par M,. On note par M, ® X le produit tensoriel algébrique de M,, par
X

( 0 0 0\ )
n . . .
M,®X = ¢ > ej@uy, zjeX, eg=0 - 1 -~ 0
27]:1 . . N
0 0 0

\
= (Tij)i<ijn-

Définition 1.1. Un espace d’opérateurs X est un sous espace fermé d’un
B (H) pour un espace de Hilbert H.

Soit 1 < p < +00. On appelle maintenant une p-structure matricielle sur
un espace vectoriel X la donnée d’une suite de normes {||.||,,} -, telle que |||,
est une norme sur M, ® X vérifiant:

Q) { Vn>1,Vee M, ®X, Va,be M,

laabl, < llally, 21, 151,

n>1

Yn,m>1,Vre M, ® X,Vy € M,, ® X

.. 1 .
(i) _ ) (=l +llyllh)» - sil<p<+oo
max {[|zl,, , [[yll,,} sip=-+o0

z 0
x@yz(o y>

On dira que X est p-matriciellement normé s’il est muni d’une p-structure ma-
tricielle (qu'on suppose complete). On note par (X, M}) cet espace si p est fini et
(X, M,) sip est infini. Ruan a montré dans [10, Théoréme 3.1 p. 221] et simplifié
dans [6, Théoreme A p. 580] que pour toute co—structure matricielle sur X il
existe une unique structure d’espace d’opérateurs sur X (i.e. X C B(H)) telle
que pour tout n > 1, (M,, ® X, ||.||,,) s’identifie isométriquement & M,, (X) muni
de la norme induite par B (I3 (H)).

Définition 1.2. Soient H, K deux espaces de Hilbert, X C B (H) et
Y C B(K) deuz espaces d’opérateurs. Un opérateur linéaire u: X — 'Y est dit
complétement borné (c.b) s’il existe une constante C' positive telle que



Sur les espaces 1-matriciellement normés 203

Vn>1,u, : M, (X) — M, (Y)
(@iii<ijen = (W(Ti))1<ij<n
on a, ||luyll < C.

Dans ce cas on pose, |[u||,, = sup ||u,|| et on note par cb (X,Y") 'espace de
n>1

Banach de tous les opérateurs completement bornés de X dans Y qui est lui aussi
un espace d’opérateurs [3, 5] (M, (cb(X,Y)) = cb(X, M, (Y))). En particulier,
on peut munir le dual X* = ¢b(X,C) d’une structure d’espace d’opérateurs en
posant

M, (X*) =cb (X, M,).

On note aussi le produit tensoriel minimal de X et Y par X Qum Y qui est le
sous espace de B (H ®3 K) muni de la norme induite.

On va maintenant définir les espaces S, [X]. Soit H un espace de Hilbert.
On note par S, (H) (1 < p < oc0) 'espace des opérateurs compacts v : H — H
tels que Tr(|uf") < oo, muni de la norme ||ullg (g = (Tr(\u|p))%.
Si H = Iy (vesp. [3), on note simplement S, (l2) par Sy, (resp. S (I3) par S) et
Soo (H) (resp. Ss) l'espace des opérateurs compacts muni de la norme induite
par B(H) (resp. B(l2)) (S% = B(l§)). Rappelons aussi que si ds% = % +1
(1 < p,q,r < ), alors u € Bs, () si et seulement sil existe u; € Bg,(y) et
ug € Bg, (i) tels que u = ujug.
Soit maintenant X C B(H) un espace d’opérateurs. On définit S, [X] comme
étant le produit tensoriel minimal de S, et X (i.e. le sous espace de B(ly ®2 H)
muni de la norme induite) et Sp [X] le completé du produit tensoriel projectif de
S1 et X (pour plus de détails sur le produit tensoriel projectif voir [3] et [5]).

Définition 1.3. Soit 1 < p < co. On définit

Sp [X] = (8o [X], S1[X])o

1
ou 0= —.
p
Sp [ X] est un espace d’opérateurs d’apres [8] et on a pour 1 < p < oo
(L.1) (Sp [X])" = 8¢ [X7]
1 1
ou —+—-=1.
p q

Le théoréme suivant da a Pisier [9, Théoréme 1.5] permet de calculer la
norme dans Sy, [X] (resp. S) [X]) en le regardant comme étant un sous espace de
Mo (X) (resp. My (X)).



204 Christian Le Merdy, Lahcéne Mezrag

Théoréme 1.4. Soient 1 < p < oo et u dans Sy [X] (resp. S} [X]).

Alors,

(1.2) s, g1 = i Nl [9lar ) 1, 3
(1.3) (resp. [Jullgnix) :uiilgb\la\lsgp 101l g, (x) Hbllsgp})
ot

-}
My (X)

My (X) = {u = (uij)lgz‘,jgoo tel que pour tout n, ‘(uij)lgi,jgn
et

=inf K

H (Uij)lgi,jéoo HMOQ(X)

qui est un sous espace de B(ly @9 H).

2. Caractérisation des espaces 1l-matriciellement normés.
Dans cette partie on présente le résultat principal de ce papier qui est la car-
actérisation des espaces 1—matriciellement normés.

Soit (X, M}) un espace 1—matriciellement normé. Normons les espaces
M, ® X* en posant
(2.1) M, (X*) = (M2 (X))"

pour la dualité

<(”3ij)1§i,j§n>(yij)1§z‘,j§n>: Z (@ij yij) -

1<i,j<n

D’apres [10, Théoreme 5.1] X* est co—matriciellement normé est donc un espace
d’opérateurs. Soit X** le dual de X* muni de la stucture d’espace d’opérateurs
duale [2] et X muni de la structure induite par celle de X**.

Théoréme 2.1. Soit (X, M}) un espace 1—matriciellement normé et
(X, M,,) Uespace d’opérateurs associé comme ce qui précéde. Alors,

(2:2) I, (x) = sup { laabll gy ) ¢ (a.b) € By |

et
(2.3) oy ey = inf { lallsg Nyl cx I6lsg 5 7 = agb}.
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Preuve. D’apres [7, Théoreme 3.1] (M, (X))* = ST [X*], donc on a

ey = s {[@& I€lgppen <1}
(d’apres (2.2)) = supq|(z,aydb)|; (a,b) € ngg ety € BMn(X*)}
= sup ‘<atxbt,y>| ; (a,b) € ngg ety € BMH(X*)}
(dapres (2.1)) = sup{ ||a’zd!| ; (a,b) € B%, }
M} (X) 2

_ sup{Ha:vaMl(X); (a.b) € B3, }

Pour la deuxieme égalité, on a

I/ a1 x) = sup {|[(z,€)]; € € Bag(x) )

(dapres (2.1)) = sup{|[(z,&)]; £ € By, (x+)}

(drapres (1.1)) = [lzllgppx)

(@apres (13) = inf {|lallgy [9llag, cx Iy 5 @ = agb} - O

Corollaire 2.2. Soit (X, M}) un espace 1—matriciellement normé. Alors
il existe une structure d’espace d’opérateurs sur X telle que

M, (X) = 57 [X].

Preuve. Elle est évidente d’apres les égalités (1.2) et (1.3). O
Remarque 2.3. Sila caractérisation est vraie pour 1 < p < 2, alors elle
est vraie pour tout p, 1 < p < co. En effet, soit X un espace g—matriciellement
normé pour 2 < g < oco. S’il existe une structure d’espace d’opérateurs sur X*
telle que
MZ (X*) = S5 [X*]

on aura alors par dualité d’apres [9] et [10]

M (X) = SP[X].

n

La question qu’on se pose maintenant et qui généralise notre travail est
la suivante:
Soit (X, M}) un espace p—matriciellement normé pour 1 < p < oo. On pose

g, ) = 5P { lawbll gz s (a,b) € By b
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Est ce que (X, M,,) est un espace d’opérateurs et

1]
[2]

[10]

/a2 x) = inf { lallsy Nullaz,x)l1bllsy 3 @ = aybp?
( ) 2p 2p

REFERENCES
D. BLECHER. Tensor products of operator spaces II. Canad. J. Math. 44
(1992), 75-90.

D. BLECHER. The standard dual of an operator space. Pacific J. Math.
153 (1992), 15-30.

D. BLECHER, V. PAULSEN. Tensor products of operator spaces. J. Funct.
Anal. 99 (1991), 262-292.

E. EFFrOS, Z. J. RUAN. On matricially normed spaces. Pacific J. Math.
132 (1988), 243-264.

E. EFrroSs, Z. J. RUAN. A new approch to operator spaces. Canad. Math.
Bull. 34 (1991), 329-337.

E. EFrFros, Z. J. RUAN. On the abstract characterization of operator
spaces. Proc. Amer. Math. Soc. 119 (1993), 579-584.

C. LE MERDY. On the duality of operator spaces. Canad. Math. Bull. 38,
3 (1995), 334-346.

G. Pisier. The operator Hilbert space OH, complex interpolation and
tensor norms. Mem. Amer. Math. Soc. 122, 585 (1996), 1-103.

G. PisiEr. Non-commutative vector valued L,-spaces and completely p-
summing maps. Astérisque (Soc. Math. France) 247 (1998), 1-131.

Z. J. RUAN. Subspaces of C*—Algebras. J. Func. Anal. 76 (1988), 217-230.

Christian Le Merdy Lahcéne Mezrag

Département de Mathématiques Département de Mathématiques
Université de Franche-Comté Université de M’sila

25030 Besancon Cedex, France BP 166 M’sila 28003, Algérie

e-mail: lemerdy@math.univ-fcomte.fr e-mail: lmezrag@caramail.com

Received April 1, 2002



