Provided for non-commercial research and educational use.
Not for reproduction, distribution or commercial use.

Serdica
Mathematical Journal

Cepauka

MareMaTnuyeCcKo CIIMCAHUE

The attached copy is furnished for non-commercial research and education use only.
Authors are permitted to post this version of the article to their personal websites or
institutional repositories and to share with other researchers in the form of electronic reprints.
Other uses, including reproduction and distribution, or selling or
licensing copies, or posting to third party websites are prohibited.

For further information on

Serdica Mathematical Journal
which is the new series of

Serdica Bulgaricae Mathematicae Publicationes
visit the website of the journal http://www.math.bas.bg/~serdica

or contact: Editorial Office

Serdica Mathematical Journal

Institute of Mathematics and Informatics
Bulgarian Academy of Sciences
Telephone: (+359-2)9792818, FAX:(+359-2)971-36-49
e-mail: serdica@math.bas.bg



Serdica Math. J. 34 (2008), 383-394 Serdica
Mathematical Journal

Bulgarian Academy of Sciences
Institute of Mathematics and Informatics

REGULARITE LIPSCHITZIENNE DES GEODESIQUES
MINIMISANTES POUR QUELQUES DISTRIBUTIONS
AFFINES

Naceurdine Bensalem

Communicated by A. L. Dontchev

ABSTRACT. In the context of sub-Riemannian geometry and the Lipschitzian
regularity of minimizers in control theory, we investigate some properties
of minimizing geodesics for certain affine distributions. In particular, we
consider the case of a generalized H2-strong affine distribution and the case
of an affine Plaff system of maximal class.

1. Introduction. La géométrie sous-Riemannienne est I’étude des dis-
tributions de p-plans muni d’'une métrique Riemannienne, sur une variété de di-
mension n. Lorsque p = n, on retrouve la situation classique de la géométrie Rie-
mannienne. Dans ce contexte, chaque géodésique est la projection d’une courbe
intégrale du champ Hamiltonien canoniquement associé a la métrique. Lorsque
p < n, une géodésique est une courbe localement minimisante pour 1’énergie.
Mais dans ce cas, il est bien connu qu’il peut exister des géodésiques qui ne
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sont pas la projection d’une courbe intégrale du champ Hamiltonien canonique-
ment associé a la métrique. Ces courbes sont appelées des géodésiques stricte-
ment anormales, les autres géodésiques sont appelées Hamiltoniennes. Ce type
de problémes a connu, ces derniéres années un regain d’intérét, notamment grace
a la théorie du controle (voir les références de la liste non exaustive suivante
ainsi que les références qui y sont contenues: [1, 7, 8, 9]). Un travail récent de
A. Sarychev et D. M. Torres ([13, 14, 15]), établit sous certaines hypotheses
un résultat de régularité Lipschitzienne (bornétude des contréles minimisants)
pour un probléme de controle optimal gouverné par une dynamique affine. On
propose dans cet article un cadre géométrique ou ce résultat s’applique. Plus
précisément, on aborde I’étude des géodésiques minimisantes pour quelques struc-
tures sous-Riemanniennes dans le contexte de contraintes données par une distri-
bution affine. En utilisant la théorie de la régularité Lipschitzienne, on établit sous
les conditions de [13] quelques propriétés de ces géodésiques. Le premier résultat
concerne la situation ou toutes les géodésiques sont régulieres pour une distri-
bution affine (paragraphe 3). On s’intéresse ensuite au cas des géodésiques pour
une distribution H2-forte généralisée affine (paragraphe 4). Dans ce contexte et
moyennant quelques hypotheses, on montre aussi que toutes les géodésiques sont
non singulieres et on obtient un résultat de régularité Lipschitzienne. Enfin on
considere la situation ou la distribution est définie par un systéme de Plaff affine
de classe maximale et possédant un feuilletage local. Dans ce cas les géodésiques
anormales sont tangentes au feuilletage. Cette situation correspond aux systemes
de contact généralisés bien connus en mécanique. Un résultat qui concerne la
régularité Lipschitzienne des géodésiques pour une distribution définie par une
structure de contact généralisée affine est démontré dans le paragraphe 5. Enfin,
indiquons que les résultats du présent travail admettent une version non linéaire.

2. Préliminaires.

2.1. Position du probleme. Soient M une variété différentiable de
classe C*° de dimension n, T'M son fibré tangent, T*M son fibré cotangent.
Soit € une distribution de classe C*°. Etant donné un champ de vecteurs X
sur M, on dit qu’une courbe absolument continue est horizontale si elle est tan-
gente presque partout a la distribution affine Xg + £. Considérons une métrique
Riemannienne g sur M et notons g la métrique induite sur £. On choisit X
de sorte qu’il soit orthogonal a &£. Il existe un morphisme linéaire de fibrés G:
T*M — TM tels que Im G(z) = &, kerG(z) = & (orthogonal par du-
alité dans T*M) et que G soit symétrique par rapport au produit de dualité,
cest a dire (§,Gn), = (GE, 1) = g(GE, Gn) pour £, n appartenant & T*M. Un
chemin v : [0, 7] — M est horizontal si et seulement s’il existe un relevement (v,
€):[0,T] — T*M de classe L' de v tel que ¥ = Xo(7) + G(7)&.
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Considérons alors les quantités suivantes :

T T
B0y =5 [CaGa L= [ VaGaw

E(7) (resp. L(v)) est Iénergie (resp. la longueur) du chemin horizontal .

L’étude du probleme des géodésiques (c’est a dire les courbes qui min-
imisent la fonctionnelle E) joignants deux points donnés, en géométrie sous-
Riemannienne, a déja fait 'objet de divers travaux. Le but de notre travail est
d’établir quelques propriétés des géodésiques minimisantes, lorsque la distribu-
tion est affine et que le systeme associé vérifie certaines hypotheses. On utilise
principalement dans cette étude un résultat démontré par A. Sarychev et D. M.
Torres ([13, 14, 15]) qui concerne la régularité Lipschitzienne des minimiseurs
dans le cadre de 1’étude d’un probléeme de contréle optimal gouverné par une
dynamique affine.

Remarque 2.1. Sil’on ne considere que des chemins définis sur le méme
intervalle, il est équivalent de minimiser la longueur ou I’énergie.

Définition 2.1. 1. Une courbe horizontale est dite minimisante en temps
T pour la fonctionnelle E si elle réalise le minimum de cette fonctionnelle, parmi
tous les chemins horizontauzr de méme origine et d’extrémité fixées paramétrés
sur un intervalle de longueur T

2. On dira qu’une courbe ~y définie sur [a, (], est une géodésique si elle
est localement minimisante pour la fonctionnelle E; c’est a dire plus précisément,
si pour tout ty € |o, (], il existe un voisinage V' de y(tg) tel que, pour tout sous
intervalle [t1, to] de [, B] avec v([t1, t2]) C V, la restriction de v a ce sous
intervalle est minimisante en temps to — t1 parmi toutes les courbes horizontales
contenues dans V, d’extrémités y(t1) et y(tq).

2.2. Formulation du probléme en théorie du contréle. Soit V un
ouvert de M sur lequel il existe une base orthonormée Xi,...,X, de £. On
note H(V') (resp. Hy,(V ) I'ensemble des courbes 7 absolument continues dont le
vecteur tangent 4 appartient presque partout & Xo+& (resp. avec y(0) = xg). En
d’autres termes, v € H,, (V) si et seulement si il est solution du systéme affine
controlé suivant :

() = Xo(a(t) + 3 uilt)Xs(x(t)),
(1) =1
z(0) = =z

ot z¢ est un point de M donné et ot u = (u,...,u,) € U = L([0,T], RP) est le
controle associé de classe L.
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L’espace des chemins horizontaux au voisinage du chemin constant s’iden-
tifie a un voisinage de V x U en associant a toute courbe son origine xg et son
controle u. Dans ce cas, 'application extrémité est :

ext: U — M

ur— (T

ou x, est la trajectoire associée au controle u.

Il est bien connu que 'application ext est Fréchet différentiable. Une
courbe associée au controle u est dite singuliére si d ext(u) n’est pas surjective.
Une courbe ne correspondant pas a une singularité de d ext(u) est dite réguliére.

On désigne en outre par Acc(T') ensemble des extrémités des solutions
de (1) correspondant a tous les controles u de U.

Remarque 2.2. Toute courbe horizontale ne possédant pas de point
double possede toujours un voisinage V' ayant les propriétés précédentes. En fait
toute courbe horizontale peut étre recouverte par un nombre fini de tels ouverts,
ce qui permet de construire un atlas définissant une structure de variété sur
I'espace H(M) (resp. Hzo(M)) des chemins horizontaux absolument continus
(resp. et d’origine xo) dans M, définis sur un intervalle fixé [0, T] (voir [3]).

Notre probleme d’optimisation se reformule dans 'ouvert V' en termes de
controle optimal de la maniére suivante :

E(zy,u 2f0 (X4, Xy)dt — min

@) x(0) = xg

x(T) € Acc(T)
ou l'on a posé

p
Xy = Xo(za) + > uiXi(zy).
i=1

Définition 2.2. Appelons P, le probleme de contréle optimal donné par
la dynamique (1) et la minimisation (2) avec Acc(T) = z;.

Il est bien connu que pour calculer les géodésiques on utilise le principe
du maximum de Pontryagin (PMP) [4, 11]. Introduisons le Hamiltonien :

(3) H(Z’, u, ¢07 1/1) = <w7 X0+Xu> + w()g(XLm Xu)

D’apres le PMP, toute géodésique «y : [0,7] — M est une extrémale. I
existe alors un champ de covecteur ¢ : [0,7] — T*M le long de 7 tel que presque
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partout on ait :

ﬁ/ = aa—‘Z(’Ya u, ¢07 1/1),
(4) . DI
w = _%(77 u, wo: 17/}>7

H(V(t)u u(t)v Yo, T/J(t)) = max {H(V(t)u v, o, w<t>)7 CAS Rp} = cste.

En particulier la courbe (v, 1) est solution du systeme différentiel :

.o
= aw?
; OH
5 = =
OH
% -_— 0.

D’autre part toute courbe (z,1) : [0,T] — T*V solution de (5) s’appelle
une bi-extrémale.
En fonction de la valeur du réel 1, on obtient deux types de bi-extrémales:

1. Si 99 = 0, mais ¥(t) # 0, la bi-extrémale (v,1) est appelée bi-extrémale
anormale ou singuliére (ces trajectoires sont indépendantes de la fonction
cotit, mais dépendantes seulement de la distribution).

2. Si ¢y # 0 (que l'on peut normaliser a 1y = —1) la bi-extrémale (v,1)) est
appelée bi-extrémale normale.

Définition 2.3. Soit v : [0,T] — M wune courbe horizontale :

1. On dit que 7y est une extrémale normale (pour I’Hamiltonien (3)), si il
existe un covecteur v le long de v tel que (vy,1)) soit une bi-extrémale normale du
PMP.

2. On dit que v est une extrémale strictement anormale (pour I’Hamilto-
nien (3)), si pour tout covecteur non nul ¢ le long de v tel que (vy,) soit une
bi-extrémale, cette bi-extrémale est anormale.

Remarque 2.3. Si v est une extrémale normale (resp. anormale), le
controle associé u est appelé controle extrémal normal (resp. anormal).

2.3. Caractérisation des géodésiques anormales. Etant donnée une
courbe horizontale v : [0,7] — M, on appellera relévement de v tout champ de
1-forme (v,€) : [0,T7] — T*M le long de 7. Soit © la forme volume canonique
sur T*M. Pour tout champ de vecteurs X sur M est associé une fonction Hy :
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T*M — R donnée par Hx(z,\) = (A, X(z)) pour A € T*M. Alors X est C*
—
si et seulement si Hy est CF. On notera Hx le champ de vecteurs Hamiltonien
—
associé a Hx (par définition Hx est le champ de vecteurs sur T*M tel que

Q(y, E) = dHx(Y) pour tout champ de vecteurs Y sur T*M).

Sur annulateur £° de £, la 2-forme  induit une 2-forme que I'on notera
09 On peut alors établir les caractérisations géométriques suivantes qui sont
prouvées dans un cadre plus général dans [12]:

Proposition 2.1. 1) On a les équivalences suivantes :
a. vy est singuliére;
b. v posséde un relévement (v,0) dans EV solution de I’équation iwﬁ-)QO = ng(O,
ol Hg(o est la restriction de Hx, a &%
c. il existe un champ de covecteur v le long de ~y tel que la bi-extrémale (v,1)
soit anormale.

2) Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
a. vy est une extrémale normale;
b. il existe un reléevement (v, \) € T*M qui est localement une courbe intégrale du
champ Hamiltonien (relativement a la forme symplectique canonique ) associé
i 1 1

H(z,A) = (A, Xo) + 5 1@ (2, A)II* = 592(Xo0, Xo),

O = (P1,...,P,) et Pi(x,p) = (p, Xi), i=1,...,m;

c. il existe un reléevement (y,€) de v dans T*M qui est une courbe intégrale du
champ Hamiltonien associé a :

H (e, €) = (€ Xo(a)) + 5 (6, G28) — g(Xo(a), Xo(a)

pour la forme symplectique §2

3. Régularité lipschitzienne des trajectoires optimales et
probleme des géodésiques.

3.1. Introduction. L’objet de la régularité Lipschitzienne pour un prob-
leme de contréle optimal sans contraintes sur le controle a priori, est d’établir des
conditions pour qu’on ait des controles optimaux bornés. L’étude de ce probleme
pour divers motivations a donné lieu & de nombreux travaux ces dernieres années
(citons par exemple [5, 6, 13, 14, 15] et les références de ces articles). On s’intéresse
dans ce paragraphe et les paragraphes suivants a l'utilisation de la théorie de
la régularité Lipschitzienne des trajectoires minimisantes dans le contexte du
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probleme des géodésiques sous-Riemanniennes, en particulier on établira quelques
résultats des géodésiques minimisantes de certaines distributions régulieres. Com-
mengons par un rappel du théoreme de A. Sarychev et D. M. Torres [13].

Soit le probleme de controle optimal P,, donné par la dynamique (1) et
la minimisation (2) avec Acc(T") = x1. Posons:

{cp(t,x,u) = f(t,z)+ h(t,x)u,
L(t,z,u) = g(Xu, Xu),

de sorte que
[t @) = Xo(x(t)), h(t, z) = (X (x(t))-
Alors, avec les notations ci dessus on a le théoreme fondamental suivant :
Théoréme 1 [13]. On suppose que L, f et h sont au moins de classe

C! par rapport au systéme de variables (t,z,u). Appelons (H) les hypothéses
sutvantes :

o h(t, x) est de rang mazimal pour tout t € [0, T| et x € M;

e il existe une fonction 0 : R —R et ( € R telle que
L(t, x, u) =0 (|ul]) = ¢,
pour tout (t,x,u) € [0,T] x M x RP, et

A iy =

e il existe des constantes «, (3, n et u, avec o > 0, B < 2 et p > max{f —
2, -2} telle que pour tout t € [0,T], z € M, et u € RP on ait :

(el + I Zall + 1 Le = Lol + | Lps — Lapl) [full* < aLP + 1.

Si les hypothéses (H) ci dessus sont vérifiées, alors tout minimiseur u (-)
pour le probléme Py, qui n'est pas un contrile extrémal anormal est essentielle-
ment borné sur [0, 7.

Remarque 3.1. Si tous les controles extrémaux sont normaux, alors un
minimiseur a priori u (+) qui n’est pas essentiellement borné, peut ne pas satisfaire
le PMP et ainsi peut ne pas étre un extrémal. En ce qui concerne les minimiseurs
essentiellement bornés le PMP est valide. Pour les minimiseurs non bornés (si ils
en existent) ils seront d’apres le théoréme 1 des controles extrémaux anormaux.
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Remarque 3.2. Pour le probleme élémentaire du calcul des variations
classique

T
/0 L(t,z(t),u(t))dt — min, z(t) = u(t)

et sous les hypotheses (H) ci dessus, toute courbe minimisante x(-) est Lipschitzi-
enne sur [0, 7.

3.2. Un résultat de régularité Lipschitzienne géométrique. Un
chemin horizontal est dit géodésique minimisante s’il réalise le minimum de
I’énergie entre deux points donnés. Contrairement au cas Riemannien ot toutes
les courbes minimisant I’énergie sont caractérisées comme solutions d’un systeme
différentiel, dans le cadre sous-Riemannien on a différentes caractérisations de
géodésiques et qui ne sont pas nécessairement équivalentes. On peut distinguer
dans ce contexte deux types de courbes minimisantes : les géodésiques dites nor-
males (ou régulieres) et les géodésiques dites anormales (ou singulieres). Il est bien
connu qu’une géodésique peut étre a la fois normale et anormale. Une géodésique
qui est uniquement anormale est dite strictement anormale (ou non Hamiltoni-
enne). C’est lapplication du PMP qui permet de rendre compte de toutes les
géodésiques minimisantes.

On considere alors le probleme de controle optimal P,,donné par la dy-
namique (1) et la minimisation (2) avec Acc(T) = x1.

Dans tout ce qui suit, nous supposons que les controles u(.) (resp. les
chemins 7(.)) sont des éléments de I’espace L' ([0, T], R?) (resp. H(M) des chemins
horizontaux absolument continus d’origine z¢ et d’extrémité x; définis sur I’ in-
tervalle [0, 7).

En appliquant maintenant le théoreme 1, on peut établir un résultat qui
concerne la régularité Lipschitzienne des géodésiques non singuliéres (qui ne sont
pas anormales) :

Proposition 3.1. Etant donnée unme structure sous-Riemannienne
(M, A, g) ou A est une distribution affine sur une variété M et g est une métrique
Riemannienne sur A. On suppose que le systéme associé satisfait les hypotheses
(H). Siv(-) est une géodésique minimisante non singuliére de (M, A, g), alors le
controle minimiseur u(-) associé a y(-) est essentiellement borné sur [0,T].

3.3. Exemple: Structure de contact. Soit M une variété de dimension
impaire m = n + 1. Une structure de contact sur M est la donnée d’une section
du fibré projectif PT*M associée a T*M, telle que si w est une représentation
locale alors w A (dw)™ n’est pas nul.
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Corollaire 3.1. Soit (M, A, g) une structure sous-Riemannienne ot A
est une distribution affine définie par une structure de contact. Si le systeme
associé satisfait les hypothéses (H). Alors tout contréle associé a une géodésique
minimisante non triviale de (M, A, g) est essentiellement borné sur [0,T].

Démonstration. Soit v une géodésique minimisante non triviale. Il
est bien connu que pour une distribution A définie par une structure de contact,
toute courbe horizontale non triviale est non singuliere (voir [2, 3]). Le résultat
vient alors de la proposition 3.1. O

4. Régularité lipschitzienne des géodésiques minimisantes
pour une distribution H2-forte généralisée. Soit A une distribution de
rang p sur une variété M de dimension n. On note I'(A) I'ensemble des sections
locales de A et Dom X le domaine de X. ('ouvert sur lequel la section X
est définie). Soient X € I'(A) et x € Dom X, I'évaluation en x de l’ensemble
I'(A) 4+ [X,T'(A)] ne dépend que de la valeur de X en z.

Définition 4.1. Nous dirons que
1. X € I'(A) est un générateur d’ordre 2 en x si

{LA) + X, T(A)N}, = TeM

2. A est fortement génératrice d’ordre 2 si tout X € T'(A) qui est non nul
est un générateur d’ordre 2 en tout point x € Dom X. Nous dirons aussi que A
vérifie Uhypothése H2- forte.

3. A est Q-fortement génératrice d’ordre 2 s’il existe un sous fibré F

de A vérifiant :

i) Pour tout champ X € I'(F) et Y € I'(A) le crochet [X,Y] € I'(A).

1) Tout champ X € I'(A) —I'(F) est générateur d’ordre 2 en tout point

de Dom X. Nous dirons aussi dans ce cas que A vérifie ’hypothése H?2-
forte généralisée. Le fibré F est appelé le fibré caractéristique de F.

Remarque 4.1. Un résultat classique de la géométrie sous-Riemanni-
enne stipule que si A est une distribution définie par une structure de contact,
alors elle vérifie la condition H2-forte. D’autre part, il est clair que si A vérifie
H?2-forte alors elle vérifie H2-forte généralisée avec F = {0}.

Dans la suite nous aurons besoin du résultat suivant :

Lemme 4.1. Si A est une distribution vérifiant I’hypothése H2-forte
généralisée, alors

i) Le fibré caractéristique F est intégrable,

i1) Toute courbe horizontale est anormale si et seulement si elle est con-
tenue dans une feuille de F.
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Démonstration. 7). On considére ’ensemble
F'={XeIl'(A) telsque [X, Y]eI'(A) VY eTI'(A)}.

C’est un sous module de I'(A) stable par crochet de Lie qui contient I'(F).
Soit X € I' — I'(F), puisque X € T le crochet de Lie [X,Y] appartient & I'(A)
pour tout Y € I'(A). Mais X ¢ I'(F), donc il est générateur d’ordre 2 et il existe
Y e I'(A) tel que [X,Y] ¢ I'(A), ce qui est impossible. Ainsi I' = I'(F).

i1) Soit 7y : [0,7] — M une courbe horizontale. Si 7 n’est pas contenue
dans une feuille du feuilletage défini par F, il existe un sous intervalle [a, ]
de [0,T] tel que 4 n’appartienne pas a F. Si t € [, ] est un point pour lequel
Y(t) & Fryy, alors on a {A + [X, A}, ) = Ty M ou X est un champ de vecteurs
local égal a +(t) en ~(t). Ce qui montre que ¥(t) n’est pas caractéristique, et donc
que la courbe n’est pas anormale. La réciproque est évidente. O

L’objet principal de ce paragraphe est d’établir :

Théoréme 2. Soit A une distribution affine vérifiant ’hypothése H?2-
forte généralisée. Supposons que le sous fibré H, orthogonal de F, posséde la
propriété suivante :

(6) [X, Y] € T(H) pour tout X e I'(F) etY € T'(H)

et que le systéme associé satisfait les hypothéses (H). Si une géodésique mini-
misante de A n’est pas tangente a F, alors le contréle minimiseur associé est
essentiellement borné sur [0,T].

Démonstration. Soit v une géodésique minimisante. On va montrer
que sous les hypotheses du théoréme 2, une géodésique est singuliére si et seule-
ment si elle est tangente & F. Soit v une géodésique singuliere. D’apres ii) du
lemme 4.1, 7 est contenue dans une feuille de F. Si H vérifie ’hypothese (5) alors
le résultat est une simple application de la proposition 2.5 de la référence [3]. O

5. Régularité lipschitzienne des géodésiques minimisantes
pour une distribution définie par une structure de contact géné-
ralisée. Un systeme de Plaff P est la donnée d’un sous module du module des
1-formes sur M. Le systeme de Plaff P est dit régulier (de rang r) sur l'ouvert U
s’il existe une base de dimension r de P. L’espace caractéristique d’un systeme de
Plaff P est 'espace vectoriel des vecteurs v € T, M vérifiant w(v) = 0, dw(v,.) €
P. La classe de P en x € M est la codimension de ’espace caractéristique de P
en x.
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Définition 5.1. On dit qu’un systéme de Plaff P régulier de rang r
sur une variété de dimension n = (r + 1)/(p + r) est une structure de con-
tact généralisée st P est de classe mazximale et posséde localement un sous fibré
intégrable de dimension rp.

Dans ce cadre on a le résultat suivant :

Lemme 5.1. Soit P une structure de contact généralisée de rang r sur
une variété M de dimension (r +1)/(p+1). Alors on a les propriétés suivantes :

i) Il existe un unique fibré intégrable F de dimension (mazximale) rp tan-
gent a P.

i1) Si une courbe tangente a P (presque partout) est anormale alors elle
est contenue dans une feuille du feuilletage définie par F.

Pour une démonstration on peut voir par exemple [3] ou [10].

Remarque 5.1. Contrairement au cas des distributions qui vérifient
I’hypothese H2-forte généralisée, pour une structure de contact généralisée toute
courbe tangente au feuilletage F n’est pas toujours anormale.

Une conséquence du lemme 5.1 est le théoreme suivant :

Théoréeme 3. Soit P une structure de contact généralisée de rang r sur
une variété M de dimension (r + 1)/(p + r). Soit v une courbe tangente a P.
Supposons que P est affine et que le systéme associé satisfait les hypothéses (H).
Si v est une géodésique minimisante de P qui n’est pas contenue dans une feuille
du feuilletage défini par F, le contréle u associé d ~y est essentiellement borné sur
[0,T7].

Remerciement. Je tiens a remercier vivement le referee anonyme qui
m’a suggéré de nombreuses améliorations.
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