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ABSTRACT. In this paper, we study contact forms on a 3-manifold having
a common Reeb vector field R. The main result is that when the contact
forms induce the same orientation, they are diffeomorphic.

1. Introduction. Une forme de contact sur une variété de dimension
trois est une forme de Pfaff w telle que wAdw soit sans zéros. Une structure de
contact est un champ de 2-plans défini par une forme de contact. Deux structures
de contact sont isomorphes si les formes qui les définissent sont conjuguées par
un difféomorphisme h, i.e. si A*w; = Aws ou A est une fonction sans zéros. Si
A =1, on dit que les formes wy et wo sont difféomorphes.

On sait que si wy est une famille a un parametre de formes de contact
(voir [2]), il existe une isotopie h; avec hg = id telle que h;*woA w = 0.
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L’isotopie h; s’obtient en intégrant le champ de vecteurs X; défini de

8wt

maniére unique par les conditions wy(X;) =0 et | Xy |dw; — n Awy = 0.

On dit que le champ de vecteurs R et un champ de Reeb de w si on a:
i(R)dw =0 et i(R)w=1. R est unique.

Dans cet article on va étudier deux formes de contact ayant le méme
champ de Reeb R et on démontre le théoreme suivant :

Théoréme.  Soient wy et wy deux formes de contact ayant le méme
champ de Reeb R sur une variété de dimension trois.
1. Siwgy et wy induisent la méme orientation alors les deux formes sont
difféomorphes.
2. Siwg et wy ont des orientations opposées alors :
a) wo et wy sont difféomorphes si et seulement si: il existe un dif-
féomorphisme F tel que FLR = R, et det F' négatif.
b) Si un tel difféomorphisme existe alors les formes sont conjuguées
mais la réciproque reste indécise.
Démonstration. On pose pour t € [0,1]: w; = twy + (1 — t)wp.
La forme w = w; — wp est complétement intégrable (cdd wAdw = 0) car
i(R)w = i(R)dw = 0 ainsi on obtient que

wiAdwy + wolAdwy — wiAdwy — woAdw; =0
et

wiAdw; = [twy + (1 — t)wo] A [tdwr + (1 — t)dwy]
= t2w1Adw1 + (1 — t)2w0Adw0 + t(l — t) [wlAdwo + woAdwl] .

En utilisant I'égalité pécédente on a
wiAdw; = twi Adwy + (1 — t)woAdwo,

de sorte que si w1 et wy ont la méme orientation, alors w; serait une forme de
contact donc il existe une isotopie h; avec hg = id et telle que h;*woAw; = 0.
Ainsi les deux formes sont conjuguées. L’isotopie est le flot du champ de vecteurs
X; défini par:

wt(Xt) =0 et (z(Xt)dwt — %) Awt =0.
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0
Cette expression est équivalente a X |dw; — % = Awy et on déduit que
0
dwi (X, R) — i(R)(w1 — wp) = A, clest-a-dire A = 0 et par suite i(X;)dw; = %,

ce qui équivaut a hjwp = w et les deux formes wy et w; sont difféomorphes. On
a donc démontré le premier point du théoreme.

Si maintenant wq et wy induisent des orientations opposées et si elles sont
difféomorphes, alors il existe un difféomorphisme F' vérifiant F*wy = wi.

On obtient que

F,R=R et F*(woAdwy) = wiAdwy,

ainsi F' est un difféomorphisme négatif. Réciproquement si un tel difféomorphisme
existe, en posant we = F*w; on obtient une troisitme forme de contact ayant le
méme champ de Reeb et induisant la méme orientation que wg donc wq et w9 sont
conjuguées et par suite wg et wi le sont aussi. Ce qui termine la démonstration
de la partie a) de la 2tme partie du théoréme.

Pour la partie b) du théoréme, il suffit d’appliquer le a). Le théoreme est
démontré. O

2. Exemples. Donnons maintenant deux exemples particuliers :

Exemple 1. Considérons sur R? la forme de contact wg = xdy + dz. Son

champ de Reeb est R = (% La forme de contact w; = —zdy + dz admet le
méme champ de Reeb et induisant une orientation opposée a celle de wg, mais si
on considere 'application F de R? dans R? définie par: F(z,y,2) = (—x,y, 2),
on aura F,R = R et F*wy = wi. Ainsi toute forme de contact sur R admettant

R= 82 comme champ de Reeb est difféfomorphe a wy.
z

Exemple 2 (voir [1]). Considérons sur le tore T la forme de contact wy =

cos A3df1 +sin O3dfy. Son champ de Reeb est donné par R = cos 038% +sin 03 8%
1 2

Pour cet exemple on a les deux affirmations suivantes :

1. Toute forme de contact admettant R comme champ de Reeb est de la
forme wy = cos 03dby + sin O3dbs + C(03)dbs ou C(03) est une fonction quelconque
sur T3 (la démonstration détaillée se trouve dans [1]). Ainsi wg et w; induisent la
méme orientation donc elles sont conjuguées et méme difféomorphes. Calculons
I’isotopie h; pour cet exemple.
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0
X doit vérifier les conditions wy(X;) = 0 et i(X)dw = %

Un calcul direct montre que:

X, = C(Hg)sin&z,aiel — C(03) cos 938102.

Son fl6t a un parametre est donné par:
ht(01, 0o, 93) = (91 + tC(Qg) sin 03; 0y — tC(Qg) cos 03; 93)

et on vérifie sans peine que hjwy = w; avec hg = id et hjwy = wi.

2. Il n’existe aucun difféomorphisme négatif F' tel que F,R = R. Ceci
n’est pas en contradiction avec le théoreme car pour cet exemple il n’existe pas
deux formes de contact d’orientations opposées admettant R comme champ de
Reeb.

Pour démontrer cette affirmation démontrons le lemme suivant :

Lemme. Soit f une fonction sur le tore T° telle que R(f) = 0 c’est-a-
dire f est une intégrale premiere de R, alors f est une fonction ne dépendant que
de la variable 05.

Démonstration. La condition R(f) = 0 signifie que f est constante
le long des courbes intégrales de R dont les équations sont :

db,

v cos 03,
dd—9t2 = sin93,
dbs

Y

d’ou il vient que
01 = t cos k + constante

05 = tsin k + constante

03 = k(constante)

Lorsque tan k est irrationnel, la trajectoire est dense sur un tore 7?2 de sorte que

0 0
par continuité f est constante sur ce tore. On a donc an = an = 0 pour
1 2

01,05 arbitraires et 63 dans un ensemble dense sur le cercle. Il en résulte que
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f est constante par rapport a 61 et 5. Donc f est une fonction périodique ne
dépendant que de #3. Ce qui acheve la démonstration du lemme. O

Soit maintenant un difféomorphisme F' tel que F,R = R. On obtient les
équations suivantes :

(1) f1cosfs + fasinfs = cosh

(2) g1 cosfz + gasinfz =sinh

(3) hicosfs + hosinfl3 =0

ou f;, gi, h; désignent respectivement g—gi, g—gz et 20, avec i = (1,2,3) et

F(01,02,03) = (f(01,02,03); g(61,02,03), h(01,02,03)).

D’apres le lemme, h serait une fonction de 03 seulement et en dérivant (1)
et (2) par rapport a 0 et 03 puis en utilisant le lemme on déduit que: fi, fo, g1
et go sont des entiers, que 1’on note respectivement a, b, c et d.

Ainsi F' est de la forme

F(Gl, 0, 93) = (a91 + bly + a(eg), cli + dbfs + 5(93), h(93))

Multiplions I’équation (1) par sinh et 1’équation (2) par cosh, on obtient en
retranchant les équations ainsi obtenues que:

(a—d)sin(h+03)+ (a+d) sin(h—603)+ (b—c) cos(h —03) — (b+c) cos(h+03) = 0.

Sih=+603alorsb=c=0et a=d=1 et par suite le déterminant de F'
est égal a 1.

Sih=—-03alorsb=c=0et a=—d=1 et par suite le déterminant de
F est égal a 1.

Si h est différente de 603 on a dans ce cas a = b =c =d = 0, et un tel
difféomorphisme n’existe pas.

Remarques.

1) Si wy —wy est exacte alors il existe une fonction f telle que wy = wp+df
de sorte que wiAdw; soit égale & woAdwy + df Adwp, mais wi(R) = wo(R) =1 et
i(R)dwp = 0 ce qui implique que R(f) et df Adwy sont identiquement nulles et
par suite wi et wy induisent la méme orientation donc elles sont difféomorphes.
Cette remarque est observée dans I’exemple 2.
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2) On aimerait trouver deux formes de contact induisant deux orientations

opposées et pour lesquelles il n’existe aucun difféomorphisme négatif F' tel que:
F.R=R.
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