REGELSCHAREN ISOTROPER GERADEN IN DER ZWEIACHSIGEN
GEOMETRIE

B. Petkantschin
§ 1. Vorbemerkungen

Eine reelle Kollineation im reellen dreidimensionalen projektiven
Raum P,, welche jede von den beiden reellen windschiefen Geraden j
und k% in sich transformiert, wird B-Kollineation genannt. Die
Menge aller B-Kollineationen ist eine siebengliedrige Transformations-
gruppe; die von dieser Gruppe in P, induzierte Geometrie sei B-Ge o-
metrie oder zweiachsige Geometrie genannt. Ein Punkt wird
als endlich oder unendlich bezeichnet, je nachdem er ausserhalb j
und %2 oder auf einer dieser Geraden liegt. Entsprechend wird eine
Ebene endlich oder unendlich genannt, je nachdem sie mit kei-
ner oder mit einer der Geraden j, k& inzidiert. Schliesslich nennt man
eine Gerade 1) endlich, 2) isotrop, 3) unendlich, 4) absolut,
falls die Gerade 1) zu j und % windschief ist, 2) genau eine der Gera-
den j, £ schneidet, 3) die beiden Geraden j, 2 schneidet, 4) eine der
Geraden J, k ist.

Wir verwenden in der B-Geometrie nur B-Koordinatensysteme.
Unter einem B-Koordinatensystem, kiirzer B-System, verstehen
wir ein projektives Koordinatensystem, dessen Grundpunkte (1, 0,0, 0),
o, 1, 0, 0) auf j, (0,0,1,0), (0,0,0, 1) auf % liegen. Den Koordinaten-
quadrupel (x,, x,, yi1, ¥,) eines Punktes beziiglich eines B-Systems K
bezeichnen wir kiirzer (x, y), wobei x, y Bezeichnungen fiir die geord-
neten Paare reeller Zahlen (x,, x,), ()5, ») sind. Das Nullpaar (0, 0)
wird immer mit o bezeichnet. Fiir die Zahlenpaare, sowie fiir die Zah-
lenquadrupel, definiert man nach bekannten Regeln Addition, Subtrak-
tion, Multiplikation mit reellen Zahlen, lineare Abhingigkeit usw.

Die linearen Transformationen

(1) 7Xy= Zl C1jXj, Y= Z.:du‘)’i
= j=

mit reellen Zahlen ;=0, ¢, diy (i,j=1, 2) und

(2) c= eyl F0, d=]|d;|+0

lassen zwei Deutungen zu. Falls K und K zwei B-Systeme sind, beziig-
lich deren ein beliebiger Punkt Koordinaten (x,, Xs, V1 Va) (X1, X2y V1o
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¥a) hat, existieren Zahlen 30, ¢, d; mit c¢=0, d=0, so dass x;, y;
sich als Funktionen von x;, y; durch (1) ausdriicken; umgekehrt bestim-
men K und ¢y, d;; mit (2) das System K eindeutig. Falls K ein System
ist, beziiglich dessen zwei Punkte Koordinaten (x;,X,, 1, V), (1, Xa»
Y V) besitzen, ist die durch (1) definierte Punkttransformation

(%, ¥y (x, y) des Raumes eine B-Kollineation; und umgekehrt lisst
sich jede B-Kollineation durch Gleichungen von der Form (1) darstellen.
Die Determinante

3) Xu =

Uy Uy

nennen wir das Prod ukt der beiden Zahlenpaare x = (x,%,), it =(u,, ).
Offenbar ist xu=0 die notwendige und hinreichende Bedingung fiir
die lineare Abhidngigkeit der Paare. Wir erwihnen die folgenden Eigen-
schaften des Produkts:

(4) xx=0, xu=—ux;

5) (A xt Ao x?) (requd + uolt®?) = Aquy . X + 7ty . X2 Aoy, L X201
+ Aopg . X212,

(6) (1 X1 -Eagx?) (B X1 +-Bax?) == (a1 —aghhy) . X' X2

Hierin sind x, u, x!, x?, ul, u® beliebige Zahlenpaare, Z,, A5, 1;, us, a,
a,, By, B, beliebige Zahlen.

Der Punkt (x, y) ist endlich, wenn x=o0, y-0, unendlich vom 1.
oder vom 2. System, wenn x=0, y=o0, bezw. x=o0, yo ist. Im Falle
eines endlichen Punktes (x, y) sind (x,o0), (0, y) die unendlichen Punkte
der durch den Punkt hindurchgehenden unendlichen Geraden.

Die Verbindungsgerade g der verschiedenen Punkte (x, y), (u,v)ist:

endlich, wenn xu=0, yv=+0 ist;
isotrop, wenn xu=0, yv+0 oder xu=:0, yv=0 ist;
unendlich, wenn xu=0, yv=0 ist;
absolut, wenn x=o0, u=o0 oder y=o0, v=o0 ist.
Es seien x/=(x!, x), y'= (¥, ¥}, i=1,2, 3,4, acht Zahlenpaare ; dann ist

I,Cl xy ¥y !l lx‘ p
(= ixf x5 0 y§' ))C? -VQ‘ b Akl R o e s e
(7) ‘xili xg yi'i J’g | x3 y:¢! 4 X2,y — x2xd Yyt LX) g,
< viasl ey
Die Gleichung .1=0 ist die notwendige und hinreichende Bedingung

dafiir, dass die Geraden (x!, y') (x2, y?) und (xX?, ¥?) (x4, 34) einen ge-
meinsamen Punkt haben.

§ 2. Grundpunkte einer Regel:char isotroper Geraden

Sei g eine isotrope Gerade vom 1. System; d. h. g schneidet die
erste absolute Gerade j und ist zu der zweiten absoluten
Geraden k windschief. Der (einzige) unendliche Punkt auf g sei (x, 0);
er liegt auf j. Schliesslich sei (i, v) ein beliebiger endlicher Punkt aufg
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Wir nehmen nun an, dass xy, X,, U, U, Uy, Vo (die Komponenten
von x, u, v) reellwertige Funktionen des in einem Intervalle 7 verin-
derlichen reellen Parameters ¢ sind. Die Existenz der in jedem speziel-
len Falle gerade benétigten Ableitungen der Funktionen wird voraus-
gesetzt. Wenn ¢ das Intervall 7 durchlduft, bewegt sich im allgemeinen
die Gerade g=g(f) und beschreibt eine Regelschar G; die Menge
der Punkte auf den Geraden der Regelschar ist eine geradlinige
Fldache 7. In unseren Arbeiten [1] und [2] haben wir gewisse Regel-
scharentypen in der zweiachsigen Geometrie differentialgeometrisch un-
tersucht; es handelte sich damals um endliche Geraden g(f). Nunmehr
wollen wir uns denselben Fragen zuwenden unter der Voraussetzung
aber, dass die Geraden der Regelschar isotrop sind. Diese Vorausset-
zung driickt sich durch die Ungleichungen

(8) xu+0, vko fiic teT
aus.
Die Regelschar G ist dann und nur dann abwickelbar, wenn
X o
(9) x OE::;‘.\'..%wz() fur teT
nv
.
tu v |
ist.
Im Falle
(10) xx=0 fir teT,

ist der Punkt (x, 0) auf g(¢) konstant; jetzt ist G eine konische Regel-
schar mit dem (unendlichen) Scheitelpunkt (x, 0). Im Falle

(11) vo=0 fir teT,

geht die den Punkt (4, v) enthaltende unendliche Gerade % durch den
konstanten Punkt (o, v) auf 2 Da andrerseits diese Gerade immer j
schneidet, liegt # in der durch j und (0,v) bestimmten unendlichen
Ebene x Die Gerade g der Regelschar inzidiert mit (#, v) und schnei-
det j in dem von (1, v) verschiedenen Punkt (x, 0); es ergibt sich also,
dass g immer in der Ebene x liegt. Somit:

Die Bedingung (11) ist genau dann fiir die Regelschar G erfiillt,
wenn alle Geraden derselben in einer unendlichen Ebene durch j liegen.

Die umgekehrte Behauptung ldsst sich leicht beweisen.

In den weiteren Betrachtungen schliessen wir den Fall einer abwi-
ckelbaren Regelschar aus; wir nehmen also an, dass die Ungleichungen

(12) xx=+0, vv0 fir teT

gelten.
Wir wollen jetzt auf g zwei vetschiedene mit G invariant verbun-

dene Punkte auffinden Ersichtlich ist der unendliche Punkt (x, o) der
Geraden ein invarianter Punkt. Um einen weiteren invarianten Punkt
zu konstrujeren, ziehen wir die sogenannte Lie-Flache der Regel-
schar G fiir ihre Gerade g-=g(f) in Betracht. Die der Geraden g(f) ent-



sprechende Lie-Fliche A(f) der Regelschar G ist eine geradlinige Fliche
2. Qrades, die g(f) enthilt und in jedem Punkte von g(f) die Fiche I'
beriihrt. Ungenau ausgedriickt, ist A(f) diejenige eindeutig bestimmte
Fliache 2. Grades, welche g(f) und zwei benachbarte Geraden der Re-
gelschar G enthdlt.

Die Lie-Fliche ist mit der Regelschar G sogar projektiv invariant
verbunden; um so mehr ist sie mit G invariant in der zweiachsigen
Geometrie verbunden. Dasjenige Erzeugendensystem von A(f), das die
Gerade g(f) enthilt, sei mit L(f) bezeichnet; das andere Erzeugenden-
system sei M(f). Wir nennen L(f) und M(¢) die Lie-Regelschar
bezw. die konjugierte Lie-Regelschar von G fiir deren Ge-
rade g=_g(¥).

In unserer Arbeit [3] haben wir die analytische Darstellung der
Lie-Flache im projektiven Raum abgeleitet. Die Gerade g(f) der gege-
benen Regelschar G sei durch zwei verschiedene Punkte bestimmt, de-
ren Koordinatenquadrupel beziiglich eines festen projektiven Koordina-
tensystems x x(f), p=p(t) heissen mogen. Die durch den beliebigen
Punkt
(13) V==i.X+u.p
auf g hindurchgehende Gerade m (f;4,u) der konjugierten Lie-Regel-
schar M(¢#) wird durch die beiden Punkte y=4i.x-+.p und

(14) Y=a.x+B.pF0.(:.X1u.p)
bestimmt, wobei die homogenen Parameter a, 5, ¢ durch die Gleichung
(15) 2(na—4B) A4-(A 124 Asdtt++Az0?)o=0

verbunden sind. Die Grossen 4, A,, A,, A, driicken sich durch gewisse
vierreihige Determinanten von der Form (7) aus:

(16)  A=(xppx), A, =(xpxx), Ay=(xpxp)+(xppx), Ay (xppp).

Die Gleichung (14) ist zugleich eine Parameterdarstellung der Lie-El4che
vermittels der homogenen Parameter «, 8, o, 4,1, welche der Bedingung
(15) geniigen.

Fiir unsere Regelschar G in der zweiachsigen Geometric verwen-
den wir die angefithrten Formeln, indem wir x und p bezw. durch(x, o)
und (1, v) ersetzen. Es ergibt sich

(17) A=xx.vv,A, =0, Ay =vVXX — XX VU, Ay= — XU.VV—UX.VV+UX.VV.

Als ein Beispiel wollen wir nur A, berechnen. Nach der Formel (7) be-
kommen wir
X o0

. uv
Ay (xppp)=| .
uv

u v
XU . VU — XU. VU -+ XU VU0l .0V — 1l .0V -1l .0V

— XU.VV—UX . VVUUX . VV.
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Fiir die Punkte (13) und (14) gilt die Darstellung

(18) y=2.(x,0)+u.(4,),

(19) Y=a.(x,0)+8.(u,v)+o.[i.(x,0)+u.(u,v)
und daraus folgt: die durch den Punkt y=(g,r) mit

(20) g=d.x+up.u, r=p.v

gehende Gerade m(f; i, u) der konjugierten Lie-Regelschar M(t) wird
durch y und durch den Punkt Y =(Q,R) mit

@1 Q=a.x+p.u+4o0.(2 ,\:'—}—,u.ll'),
R=p.v4+ou.v

cstgelegt; a,f,0 geniigen der Gleichung (15), wobei jetzt A, Ay, Ay, A,
die Werte (17) haben.

Wir suchen die Schnittpunkte der zweiten absoluten Geraden £
mit der Lie-Fldache A(f#). Falls (Q, R) aus (21) ein Schnittpunkt ist, muss
Q=o0 sein; wegen der linearen Unabhingigkeit von x und u ist aber
Q=0 mit den QGleichungen

(22) Qu=0, xQ=0
gleichwertig. Hierin setzen wir Q aus (21) ein, so dass sich

a.xu+o.(A.xutw.uu)=0,

(23) " X
p.xu—o.(h.xx+n.ux)=0

ergibt. Die aus (23) bestimmten «, f setzen wir in (15) ein; so kom-
men wir zu der Gleichung

Q. xx—A,.xu) 2424 .ux+24. xu—A, . xu) iu
+ 24.uu — A;. xu)u®=0.

Der Koeffizient 24.xx—A,.xu=24.xx=2(xx)?.vv ist wegen (12) un-
gleich Null; in jeder Losung 4,u von (24) ist also u$0. Es seien (4, uy),
(A4 209) mit :;F0, u,30 die beiden Losungen von (24). Aus (23) fin-
det man die entsprechenden (ay, 5;) und (ay, 8,) und dann nach (21) die
gesuchten Schnittpunkte (Q,, R;), (Qo, /). Wir brauchen eigentlich diese
Funkte nicht. Vielmehr sind fiir uns von Bedeutung die Punkte (q,,r,),
Go, 2) mit

o= (g, r1)=4,.(x, 0)+uy . (u,v),
(25) (Gor 1) = 1. (X. 0) + 13- (1,0),

in welchen die durch die beiden Scnnittpunkte (Q,, R,), (Qa Rs) hin-
durchgehenden Geraden m(t; iy, u,)=my, m(t; i, ug)=my der konju-
gierten Lie-Regelschar die Gerade g=g(f) treffen. Die Punkte (gq,, ry),
(9o, r5) sind wegen u,30, 4,30 von (x,0) verschieden; offenbar sind
sie invariante Punkte der Regelschar G auf g. Unangenehm ist aber,
dass sie auch imaginir sein kénnen. Jedenfalls ist der zu (x,0) bezii-
glich (¢y, r;) und (gq,7,) vierte harmonische Punkt (4o, v,) immer reell,
ohne Riicksicht darauf. ob die Punkte (gy, 7,), (g2, r») reell und verschie-

(24)
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den, reell und zusammenfallend oder konjugiert-imaginiar sind. Dabei
ldsst sich der Punkt (#,,7,) auch im dritten Falle reell definieren, in-
dem man in bekannter Weise gewisse elliptische Involutionen in der
Regelschar M(¢) heranzieht. Fiir die Punkte

(x,0) 1.(x,0)40.(u,v),
(86:¥0) == Ao - (X, 0)F 116 - (1, D),
(qlt rl) =4,. (x’ O)+l‘1 . (u’ v),
(92> r2) == 4o . (X, 0) F-us . (1, )
hat man in dieser Reihenfolge das Doppelverhiltnis

A“l(/:o.u_‘z_.“o;-‘z)

(26)

,“2(20.”::."0'11) ’
das gleich —1 sein soll. Daraus findet man die Werte

A.'O == ;LQ‘ul — ;‘LUQ) o= 2‘“1‘“2.
Aus der quadratischen Gleichung (24) ergibt such dann
Ao=—f. (2. ux !—2z1.,\;zz—Aq.,tu,
0 If ( . 1 2 ) (.f:*:o)
o f-2.(210.xx—A,.xu).

Da ohnehin %, u, bis auf einen FFaktor (%0) bekannt zu sein brauchen
findet man aus (26,) und (27) den Punkt (1,,7,):

(27)

28) (o, Vo) = — (2 Ltx—+2 1. xu— Ay. xu1).(x, 0) -2 .(21. XX
4 — A,.xu).(u,v)
oder
29) (o Vo) = — [2. xx.0v.(1x+xU) — (VV. XX — Xx.0V). xu1] . (X, 0)

+4.(xx)2.vv. (1, V).
Die invarianten Punkte (x,o0), (#q,v,) der Regelschar auf g sollen

als erster und zweiter Grundpunkt von G auf der Geraden g
bezeichnet werden.

In den weiteren Betrachtungen nehmen wir an, dass der zweite
von (x,0) verschiedene Bestimmungspunkt auf der Geraden g nicht
ein beliebiger ist, sondern dass er mit dem zweiten Grundpunkt zu-
sammenfdllt. Dies bedeutet aber, indem wir jetzt den zweiten Grund-
punkt mit (1, v) bezeichnen, dass dic [Funktionen x(f), u(f), v(f) der Be-
dingung
(30) xu. (vv.xx—xx.vv)—2.xx.vv.(xu+ux) O

fiir teT QGeniige leisten.

§ 3. Invariante Normmierung der Grundpunkte, invarianter Parameter,
Ableitungsgleichungen fir die Regecschar

Wir schreiben die bisher fiir die Funktionen x(f), u(¢), v(¢) einge-
fuhrten Bedingungen zusammen :

30 xu=0, vv0; l
(32 xx+0; - fiir teT.
(30) XU (VU . XX — XX . 0V)— 2. XX 00 (XU —1ux) O l
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Wegen xu=0, vv=0 lassen sich die Ableitungsgleichungen

X :a_”.xq‘-am-u, V=106 ,'U—!—CQ.'U,
=ag;.X+ ayy. U,

schreiben; darin sind a;j, ¢; (i,j=1, 2) skalare Funktionen von ¢ in T
nimlich

(33)

s Xl XX a _uun ux W v
(34) (1|1::—1 Qo= ——> 21 &/ ——) (102_—.—-—, Ci= —= C2=-.—-'
Xu Xu xu - Xu VU
Aus den Formeln (33) fiir x, # findet man durch nochmalige Dif-
ferentiation
- h 1 2 - ! :
X = (g A Q49091) . X (@10 011819+ Qy005,) . 1,
. . . .
1 =(Qay + 00 Qy1 + Qo)) . X (Aot @12+ Q20) . UL

Wenn man x,u,x, u, v aus (33) und (35) in (30)—(32) crsetzt,
driickt man die Bedingungen (30)—(32) durch a;;, ¢; aus:

- a0 .
(36) Q1271301305 — Q11813 — A 15C5 =0 } far teT

(35)

Nun missen wir beachten, dass falls (x, 0), (4, v) Koordinatenqua-
drupel der Grundpunkte sind, auch (x, 0), (v, v) mit

(37) X=A.X, U=1u.1l, V=40.7
(4= 2(8)F0, r=n(t)=F0 fiir teT)

Koordinatenquadrupel derselben Punkte sind. Bei den Umnormierungen
(37) transformieren sich die Koeffizienten a;;, ¢; nach den Formeln

~ \ A - p - u — It
(38) A =A== Q= ?:aw 21= 7l a.zgza‘_,g-}—?.
38
- 1  mpe—2u?® — t
C1-=Cp——Cqi - — Cg=Cy 4~ 2 —-
! n 2 .1‘2 2 2_1 "

Nun wihlen wir die Koeffizienten 2 und u« so, dass a,; und CT_,
gleich Null werden. Aus (38) ist klar, dass

\

{ 4 \ 4 M
A AgeXp ——fandt l::io exp(--;[~ %dt]f’
to ’ v

(39)

3\

‘e T
Uu=ugexXp | — -—2dt]=,uoexp (— T (itJ
?[ 2 f?.fcw

o

sind; hierin ist ¢, eine Zahl aus 7 und 4,%0, 130 sind beliebige
Konstanten. Die sich nach (37) ergebenden Koordinatenquadrupel
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xXu

).oexp(—- th). («, 0),

[

t
1o €Xp <—— v dt\). (u, v)
to

(40)

2.vv

der Grundpunkte nennen wir spezielle Quadrupel Aus den For-

meln (38) folgt dann gleich, dass alle spezielle Quadrupel (x, 0), (u '0)
der Grundpunkte sich nach den Formeln

(41) (%, 0) —ap. (%, 0), (@, V)=Fo- (8, V)
ergeben, wenn man die skalaren Konstanten «,+0, 8,30 beliebig in-

dert. Dies steht im Zusammenhang mit dem Umstande, dass in (39) die
Integrationskonstanten 4, «, auftreten.

Es liasst sich unschwer zeigen, dass bei festgelegtem B-System die
speziellen Quadrupel bis auf konstante Faktoren unabhidngig von den
Ausgangsquadrupeln der Grundpunkte sind. Ausfithrlicher bedeutet dies:
es seien (x, 0), (u, v) und

x5 0)=06.(x,0), W,v)=t.(uv)

(0 =o(t)£0, 7=1(t)=F0 fiir teT)

beliebige Quadrupel der beiden Grundpunkte. Mit den Normierungsfak-
toren

(42)

£

A /}&Xp(——f e (1'1‘), 1" .uﬂexp(—— 'z{—vdt),
i

Xu noUv
ll ( '.’ ’
. . X , , vv
AV exp(—-—f o a't), W oug exp( TJ—"U— dt)

t
erhalten wir nach (40) spezielle Quadrupel
(%,0) i.(x,0), (u, v) u.(u,v),
x,0)=4.(x,0), W, V) p.(', v
Dann gelten die Gleichungen
(43) (2, 0) 4. (%, 0), (@, V) u, .(u, v)

(mit konstanten 4,30, u,30) fiir die speziellen Quadrupel, die zuerst
mlt Ausgangsquadrupeln (x, o), (¢, v) und dann mit Ausgangsquadrupeln
(x, 0), (v, v') gefunden worden sind.

Endlich sind die speziellen Quadrupel bis auf konstante Faktoren
unabhangig vom B-System. Die genaue Formulierung dieser Behauptung
sowie den Beweis glauben wir dem Leser iiberlassen zu diirfen. Endlich



Regelscharen lsotroper (neraden in der zwelachs1gen Geometru 77

idndern sich die speziellen Quadrupel nicht, wenn man eine Parameter-
transformation ausfithrt. Alles in allem ergibt sich also, dass die
speziellen Quadrupel B-, D- und P-invariant sind, wenn man von der
in [1] verwendeten Terminologie Gebrauch macht.

Von nun an setzen wir voraus, dass (x, o) und (4, v) spezielle
Quadrupel der Grundpunkte sind. Dann miissen wir in (33) und (36)
die Koeffizienten a,, und ¢, gleich O setzen, wodurch sich die Ablei-
tungsgleichungen (33) zu

.t:talg.u, ’U:CI.'U

(44) Il.:agl.x_*_a'gg-ur

vereinfachen. Die Bedingungen (36) lauten jetzt
(45) 21950, @15+ 30,5800 =0.

Bei den noch moglichen Umnormierungen (37) mit konstanten
4, ptransformieren sich @y, @y, @9, ¢, nach den aus (38) folgenden
Gleichungen

— i - P - —
(46) Qo= 7“12: a3, = 7‘721- Qg9 = Ay, € =C,.

Man muss eben 1=-0, u=pn=0 fiir teT beachten.H ieraus folgert man,
dass die Grdssen

(47) Q19 Qgy, Qagy Cy .

Invarianten beziiglich der moglichen Umnormierungen sind. Sie stellen
also D-Invarianten der Regelschar dar, da die Grundpunkte schon inva-
riant fixiert worden sind. Die B-Invarianz der Grossen ldsst sich leicht
feststellen. Wir brauchen noch das Verhalten dieser Gréssen bei ciner
Parametertransformation

(48) t 4(t)
zu untersuchen. Es ergibt sich:
dx dx dt, du du dtl

dt dt,’ df '’ df —dt, dt’
dv dv dt1 d*v d* [dt,l +dv df1

dt dt, dt’ d de’ df, dt ’
dr’ anldr’

_d*vdv d’v dv ((j_t_!\“
Tdeedt  de dt,’\dt )

e Ox,_dr dh
’ dt " dt;dr’
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lilt‘— duu—‘_iy_u.‘it.l
T dtdt, dt’
. du dll dt]
ux =

dat* T ar "t dr

*

und weiter fiir ¢, @q, @19, a5y, durch die neuen Koeffizienten ¢}, a3, a,,

a,, ausgedriickt:
. (A2 . dt
Cl:'-CI. (‘F)’ (122——‘022-%—1

21
%)2.

(49)
A1909y =y 0, - (dt

Nun setzen wir voraus, dass fiir die Regelschar G die Bedingung

(50) 9030, d. h. ux=0 fir teT
erfiillt ist. Dann folgt aus den Gleichungen (49), dass die Grdssen
. . .
(51) s i o AL A o T Q. L (xu)
a;, (ux)9 as, Tv (llx)")‘

absolute Differentialinvarianten der Regelschar sind (B-, D- und P-lnva-
rianten). Es muss beachtet werden, dass die Grundpunkte sowie (bis
auf fir P, Q unwesentliche konstante Faktoren) ihre Normierungen
nach (40) invariant fixiert sind; und die Formeln (49) zeigen eben die

P-Invarianz.
Weiter folgt aus der zweiten Gleichung (49), dass fiir die Regel-

schar G die Grosse
: "ux
9 — wodl  — faded
(52) s tfa“a’t tf i Ot

als invarianter Parameter eingefiithrt werden kann, der von der Geraden
g(t,) bis zur Geraden g(¢f) gemessen wird. Die Umnormierungen (37)
sind offenbar ohne Einfluss auf s.

Endlich fiigen wir zu den bisher gemachten Annahmen noch die
weitere hinzu, dass anstatt des beliebigen Parameters ¢ fiir die Regel-
schar G der invariante Parameter s eingefiihrt ist. Die beliebige Gerade
g==g(s) der Regelschar ist also durch die beiden Grundpunkte (x, o),
(1, v) in den speziellen Normierungen dargestellt, wobei

X =x(8), u-—=u(s), v--v(s).

s dndere sich im Intervalle X, das s=0 enthiilt. Jetzt haben wir
(53) Qg = 1,

so dass

(54) XN=qQu.U, U Q. x+u, v --c.v,
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a2 +0
(55) aya'+3a,, =0,
‘ B __Xx.uu . v'v (xu)?
(56) P=aay, = —‘—(ulx)g » Q=¢,= vv (Wx)P
ergeben. Die Ableitungen nach s werden mit bezeichnet. Aus der
Gleichung (55) ergibt sich durch Integration
(57) a12 = Oe_as

mit einer Konstanten 030. Dann folgt aus (56)

(58) Ay, = (1) e P, c,=Q.

Nun lauten die Ableitungsgleichungen (54) folgendermassen:
(59) X'=te 3. u, = :’ e»SP.x4u, v =Q.v.

Wenn man die Anfangsgerade (s=0) festhilt, ldsst sich natiirlich
durch die noch zugelassenen Umnormierungen von (x, o), (¢, v) mit
konstanten Koeffizienten erreichen, dass in (57) und (59) die Konstante
O gleich 1 wird.

Die Gleichungen
(60) P=P(s), Q=0Q(s)

sind die natiirlichen Gleichungen unserer Regelschar G. Die
Auffindung einer Regelschar mit vorgegebenen natiirlichen Gleichungen
kommt auf die Integration des Differentialgleichungssystems (59) hinaus.
Es ergibt sich leicht, dass die natiirlichen Gleichungen die Regelschar
eindeutig bis auf B-Kollineationen festlegen. Die analogen Betrachtun-
gen fiir die hyperbolischen Regelscharen in der B-Geometrie sind in [1]

durchgefiihrt.
Wir wollen noch einen Blick auf den ausgeschlossenen Fall
(61) ay,—=0
werfen. Jetzt lauten die Gleichungen (44):
(62) X=Qu.U, U=y, .X, V=C,.7,
wobei
(63) a5F0, a,=0.
Die Grosse
Q45,Q.
(64) Ri‘—c—“'—’—‘

ist eine absolute Differentialinvariante der Regelschar. Nach der ersten
Gleichung (49) ist das Vorzeichen von ¢, unabhingig vom Parameter.
Wir setzen

(65) n  Sgn ¢
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und erhalten, dass jetzt
4
(66) s= [ Vuc,.at
to

invarianter Parameter der Regelschar ist.
Unter der Voraussetzung, dass man fiir G eben s als Parameter

einfithrt, bekommt man

(67) Cy =1,

so dass

(68) R=a,,a,,

ist. Aus a,,=0 folgt @, -0  const und schliesslich
(6Y) x'=0.u, u'.—%-x, v’ =5 0.
Das sind die Ableitungsgleichungen mit den Konstanten
(70) 0340, n= 1.

Die einzige natiirliche Gleichung ist

(71) R=R(s).

Mit den bisherigen Ausfithrungen ist der Formelapparat fiir die
differentialgeometrische Untersuchung der Regelscharen isotroper Gera-
den in der zweiachsigen Geometrie aufgestellt.

Lingegangen am 30. VI. 1955
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POEBE HMU30OTPOITHH TTPABH B IBYOCHATA 'rEOMETPHUSA
B. [TeTkanuuu
PE3IOME

B nawmmute paGortu [1] H [2] HHe u3Bemoxme OCHOBHHTE (OPMYJH
oT audepeHIHalHATa TeOMETPHA Ha Tbil HapeyeHHTe XHNEPOOJHYHH H
napaGosHyHH poeBe NpaBH B JByOCHaTa reoMeTrpHs. B Hactosmara pa-
60Ta HHe ce 3aHHMaBaMe C POEBe OT Wu30mMponHuU NpaBH B JABYOCHaTa
reoMeTpHs, KaTO HM3MOoJI3yBaMe MOHSATHs, O3HAYeHHs] M pe3yJTaTH OT Ka-
3aHUTE CTATHH.

§ 1. Tyk ce uaBaT HAKOM MpPEJBAPHTEJHH €JI€MEHTAapHH CBeJleHHs
OT IBYOCHAaTa reOMeTpHs.

§ 2. Heka npaBata g, omnpezeneHa Cc nsete TOukH (x, o), (¢, v), e
H30TpONHa OT NM'bPBa cHCTeMa; (x, 0) e HeiiHaTa eAHMHCTBeHa Oe3kpaiHa
TOYKa (BbpPXY N'bpBaTa abcoJiOTHA npaBa f). AKO NpPEANONOMXHM, Ye X,
u, v ca AOCTaTbyeH OpPOH I'bTH HENpPeKbCHATO JH(epeHIHpYeMH (QYHK-
[IMH Ha peasHaTa DPOMEHJHBAa { B HSIKAaK'bB MHTepBaja 7, TO NpH H3Me-
usineto Ha ¢ B 1 npaBata g=g(¢f) me onuule exud poit G OT H3OTPOMHH
npasH oT | cucrema. Hue npennonaraMe, ye pOSiT € Hepa3BHBAaeM, KOETO
03HauaBa BaJHJHOCTTA Ha VCJIOBHUATA

(12) xx30, vv$0 3a teT.

C npasara g:=g(f) or pos e cBbp3aHa NOBbPXHHHA .1(f) Ha JIn,
RBPXY KOSATO MMQ JIBC CHCTeMd NpaBojiMHeHHH oOpasysauid. Ennarta cu-
ctemMa CbabpiKa g l[pyrata cucrema He CbABPXKA g; Hapuuame s crnper-
HaT po# Ha Jlu 3a najenust pofi G B npasata My g(f) u s Oenexum ¢
M(¢). Tepeunm B posi M(f) onasm npasa j¥, KOSTO € XapMOHHUYHO crper-
HaTta Ha j OThHOCuO nBere npasu B A(f), KOMTO MHHABaT npe3 npecey-
HMTC TOYKH HA BTOpaTa aGCOJiOTHA npaBa k c noBbpxuuHata A(f) na
JIn. [Npeceynara rtcuka (u, v,) HA j* C g ¢ BHHATH DPeaJIH3, OTJIH4YHA OT
(x, 0) u (B-, D-, P-) unBapnantHo cpbp3aHa Cc posi. KaTo H3noasysame
HAKOH (pOpMYAH OT Hnargara padoTa [3], OTHacslM Ce N0 NMOBbPXHUHATA
Ha JIu, namupanme 2a Ttoukara (i, ©,) NpCAcTaBsHe

20) W, Uo)  — 2. 5x.00, (.1 v A Nit)— (0. v —xxav).xu). (X, 0)
T 4L (x0T, v).

§ 3. AKo HPennosIoKHM  HATAT'bK [IPOHSBOJNHATA 1IpaBa g OT pos
onpeneseHa C N'HPHRATU CH OCHOBHA TOYKA (X¥,0) H C BTOpaTa
OCHOBHA TOuKa (g U,) (BMECTO ¢ npou3soanata Touka (i, v), T. C.
HOMIOKHUM I, H, Uy==T, NIC HMAMe H3('BJAHCHO YCJIOBHETO

o p—

O )i sevi ma Matew Tom I, ku, 1
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(30) Xu. (Vvxx—xx.vv)—2.xx.vv. (xu+ux)=0 3a teT.
Hanucsame ypaBHeHHSITA 32 NMPOH3BOIHHTE :
(33) X=a, .x+a,.u, "b':c,.fu-}-c‘_..z},

U =Qyy . X40gp.U.

Upe3 koeduieHTHTe B Te3d ypaBHEHHsl YCJIOBHUSITa 3a POSi Ce H3pa3si-
BaT TakKa:

(36) (1,2:’:0, '(ll2+3a1.3 a%—auau—amcgzo 3a t€7‘.

HacnenBame noBejieHHeTO Ha KOe(HUHEHTHTE a;j, €; MPH NPOHU3BOJIHO
npeHopMupane

(37) X=A.X, U=p.U, V=pu.v

Ha OCHOBHUTE TOYKH H OTTaM HAMHpame 3a Te3H TOUYKH CNelHAJHH
4eTBOPKH KOOPIHHATH

t . [4
xu
(40) Ay exp(—}!‘}?dt). (x, 0), u, exp(—f 97}:;; dt).(u, v)

t, <-

(40> 44y KOHCTAaHTH), KOMTO Ca MHBAaPHAHTHH JO MOCTOSHHH MHOXHTEJH.

AkO npueMeM HaTaThK, 4e OCHOBHHTE TOYKH (X, 0), (4, V) ca 3ana-
JIleHH HMEHHO C'bC CIHeIHaJHHTE YeTBOPKH, ypaBHenusTta (33) 3a npous-
BoAHHTEe H ycaoBusaTa (36) crasar

(44) X=a,.U, zizagl.x+a22.zt, vV=C,.7,
(45) a15F0, @15+ 3015055 =0.

Kato u3cnenBaMe nNOBeNEHHETO HA Qq, Agy, Qge, €, NPH CMAHA HA
napamMeTnpa Ha DO, HAMHUPaMe, Ye NPH Qqy+0 BEJHYHHHTE

a..a C
G1) p=S120a, o1
a3, a3,

ca a6conoTHH (B-, D-, P-) uuBapuaHTH Ha posi U ue
!

(52) s f a,.dt

to

e 'HeroB ecTeCcTBeH NapaMeThbp.

Jla oTHeceM cera posi CIPSAIMO €CTECTBEHHsI MY fapameTsbp S (BMe-
CTO COPAMO MPpOH3BOJieH napameTsbp f). Popmynute (44) 3a npoussoiu-
HUTEe NOGHBAT BHJI

a .o /
(59) X' e .u, u 0 e*P.x+u, v Qu.
(popmyan na Ppene 3a post), knaeto (0 ¢ uskakBa KOHcTawta 0.
B cnemunanuus cayuait, Korato a,, =0 3a fe7, uMmame exuHCTBEHa
a0CcoNIOTHA HHBApPHAHTA
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_amam,
(64) R=212
eCTeCTBeH napaMmeTrbp
t
(66) s= f Vne,.dt (y=sgnc,)
to
H popmynu ua Dpene
(69) x'=0.u, u’=%-x, “=n.v,

B KOUTO » €& MOCTOAHHO WJH 1, uau —1 H 06 e HsAKakBa
JHyHa ot 0.

KOHCTaHTaA, OT-



OJHOMAPAMETPHUYECKHE CHCTEMbBI H3OTPOIMHbLIX
MNPSIMbIX B BUAKCHUAJIbBHOM TEOMETPHUH

b. [TeTkaHuyuH

PE3KOME

B Hacrosiuleit craTbe H3Yy4aloTCss C AH(QepernnanbHO-reoMerpuue-
CKOH TOYKH 3PEHHSI OJHOMAapaMEeTPHYECKHE CHCTEMBl H30TPOMHEIX NPSAMBIX
OHaKcHaJbHOro mpoctpaHcTBa. [Ip 3TOM HCNOABL3YIOTCS HEKOTOpHIE CO-
nepxauidecss B Haluux crtathsix [1] M [2] nousaTHs, o6o3nauenust U pe-
3yJbTaThl GMaKCHAJNLHOH I'€OMEeTPHH.

§ 1. 3necb nNpHBOOATCA HEKOTOPHIE 3JIEMEHTApPHbleé CBEAEHHA U3
OHaKCHaNbHOH TeOMEeTPHH.

§ 2. ycts npsamas g=g(f), onpeneneHHas uBYMsi TOUKaMH (X, 0),
(1, v), ABASIeTCSl H3OTPOMHONH NpsIMOH MNEPBOM CHCTeMBbl; (X, 0) 6ecKkoHeu-
Hasi Toyka 3TOoH npamoi. [lpn n3meHeHHH NeHCTBHTEJBHOro napamerpa ¢
B HEKOTOpPOM uHTepBane 7 npsimasi g(f) oOpasyeT oxHOMapaMeTpHYeCKas,
cuctemMa (G M3OTPOMHBIX MPAMBIX, KOTOpas siBAseTCH OO0bEKTOM Hallero
HCClIe1OBaHHS.

[Mpsimoit g(¢£) cuctemMbl (G oTBevaeT onpelnesieHHasi NOBEPXHOCThL JIu
A(f) cucrempl (. Cucremy oO0pasyolmuux noBepxHOCTH JIM, KoTOpasi He
CONMEPXHUT NpsiMylo g, oOo3HauyaeM uepe3 M(f). [lepsasi aGconioTHas nps-
mass j conepxxutrcss B M(f) 1 mbl nuieMm B M(f) npsimylo j* KoTtopas
rapMOHHYHO COMPSi)KeHa C j OTHOCHTEJBHO TeX MNBYX IPSMBIX CHCTEMbl
M(?), KoTOpbie NMPOXOUST uepe3 TOUKH MepeccyeHHs BTOPOH abCOMIOTHOMH
npsimoii & ¢ mnoeepxuHoctn JIn A(f). Ilpsamas j* nepecckaetr npsamyio g
cucteMbl G B NEeHCTBHUTEJNbHOH TOuke (I, U,), KOTOpas CBS$i3aHa HWHBADH-
aHTHBIM o0Opazom c cuctemoit G.

Hcnoab3aysi HekoTOpble paHuble B [3] (GOPMYabl JJsi 1IOBCPXHOCTH
JIn MBI nosiyyaeMm aHaJHTHYeCKOC MNpenCTaB/leHHe TOUKH (1, U):

(g, Vo) = —[2. xx. vx.(x+xu)—(vv. XXx—xX.vv). xul. (x, 0)
+4.(xx)%vv. (1,v).

§ 3. Mbl npexnosaraem B JAanbHEHLIEM H3JO0M(EHHH, YTO IHPAMad

£(t) cucrembl G onpenensieTcst NepBOH OCHOBHOII TOUYKOM (x, 0)
M BTOPOH OCHOBHOI# TOUKOM (Uy, Vy). Eciu nonoxum 1, u,v,=v,

AOMKHO ObITh
(30) Xu. (vv.Xx—xxX.vV)—2. xx.vv. (xu-+-ux)= 0.

(29)
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YpaBHeHusi NMPOM3BOAHBIX IJsi cHcTeMbl G uMeloT Gopmy

(33) XN=a;;. X+ Q). U, U=0o . X+Aoy .U, V=C,.V+C5.7,
npyu uyem
(36) A12F0, @13+ 3a19000 —011019— 19, =0 12151 teT.

Hccnenys noBenenue x03Gp@HIUHEHTOB a;;, ¢; NMPH TpaHchOpmalMH
(37) X=A.X, U=p.U, V=u.0

OCHOBHBIX TOY€K, Mbl HaxOJHM IJist 3THX TOUEK CMeE€IlHaJ bHBbIEe KOOp-
JHHATHbIe YeTBEPKH

‘., t
(40) /o €XP (—f X dt) .(x, 0), uoexp (- N dt). (u, v),
xu 2.vv
ty t

KOTOphle UHBapHaHTHbL. [IpH npeAnosoXeHHH, YTO OCHOBHbI€ TOYKH 3a-
JaHB 3THMH CHENHaJbHbIMKI YeTBepkamH, (33), (36) GynyTt umeT BHA

(44) ,\':-—._-a,:_,.u, dzam.x—!—aﬁ.u, v=¢c,.v.
(45) 1350, @y0+321505=0.

Tpaucdopmaunonnsie GoOpMyabl nAs A, Aoy, Aoy, €, NPH CMEHE
napaMerpa f namoT, UTO B ClYy4ae QyeF0 BeJHUHHBI

Q1004 c
5 — 127721 —_1
e Py 97,

ABJSAIOTCA aO0CONIOTHBIMH HHBapHAHTaMH CHCTEMb! H 4YTO
t
(52) s= f agodt
1)

€CTb HHBAPHAHTHLIH MapaMeTp CHCTEMHL.
Ecan wucnonb3oBaTh HMEHHO S B KayecTBe MapaMeTpa CHCTEMb,
dopmyab! (44) ans NPOM3BOAHBLIX MPHHHMAIOT OKOHUYATeJbHYI (OpMY

(59) X' —=0e8%. u, u’=—(l)— e¥.P.x+u, v'=0Q.v,

rue 840 HexkoTOpas CKaisipHasi MOCTOSHHAsA.

B HMCKIW0OYEHHOM cayuae Q,=0 nns teTl cuctema (G HMeeT enHH-
CTBEHHHA HHBAPHAHT

a,qaa
6 19991
(64) R= >
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HHBAapHAHTHBIH napameTp

t
(66) s= [Vne,.dt (n=sgn c)
to
H YpaBHEHHsI AJS NPOH3BOAHBIX
(69) X'=0.u, u’:%-x, v'=9n.v,

rae n paBio | uan —1, a 630 ckansipHasi MOCTOSIHHAS.
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