PENATHBHH ﬂEPMOﬂh'{HH H- ACHMNTOTHYHM JIBHIKEHMSI HA
n-KPATHO ®U3HYHO MAXAJIO- B ENHA PABHHHA, MOMJIOMKEHA
HA POTALIHA C NMOCTOSAHHA CKOPOCT

I. bpanuctunos uH I. bosnwues

B pa6ora [1| I. BpamuctuaoB nokasa cbllecTByBaHETO Ha (amu-
JHH MePHONHMYHH M aCHMATOTHYHH IBHXEHHS HA elHA CHCTeMa OT N-Mo-
C/eJOBaTeNHO CBbP3aHH (DH3MUHM Maxasa, OT KOHTO p Ca_ HacOYeHH Ha-
107y, a ¢ — Harope, B OKOJIHOCTTa Ha DaBHOBECHOTO MOJIOXEHHE.

B [2], xaTo n3nonsyBame meToxa B [1], M3yuuxMe BBIOpOCa 3a pe-
JJATHBHHTE NEPHOIMYHH JBHIKEHHS Ha /-KPaTHO (DM3HYHO Maxajo OKOJO
CTaOHJIHOTO PAaBHOBECHO [OJIOXEHHE, KOraTo paBHHHATa, B KOATO JIEXH
MaxaJoTo, € NOAJOXEeHa Ha POTALMs C NOCTOSIHHA CKOPOCT m. YacTHuAT
cayuyald 3a elHa CHCTeMa OT 2 NPBYKH C PaBHU I'bJNHHH H eJHAKBH
MacH OKOJO CTaOH/JIHOTO paBHOBECHO IOJOXEHHE € pa3rjexiaaH oT
C. Manonos [3].

B nacrtosimara pabora pasraexjaame no-o61Hsi BLIPOC 3a NepHO-
JAUYHH ¥ aCHMNTOTHYHH IBHXXEHHS H3 N-KpaTHO ()M3HYHO MaxaJo, pasro-
JIOXXEHO BbB BePTHKalHa PaBHHHA, MOJJIOXEHAa HAa POTalHs C MOCTOSHHA
BIJI0BA CKOPOCT . - '

§ 1. NepHoaHYHH H ACHMNTOTHYHH JIBHWKEHHS

Heka npaBobrbanata koopawHaTtHa cuctema O'XYZ ce BBbpTH ¢
MOCTOSIHHA BrJ0Ba CKOPOCT « OKoJO octa O'Z, kato O'Z e Hacouena
Hano.sy. CucreMata OT 7 (UM3HUHM Maxala, OT KOHTO p ca HACOYCHH Ha-
AOMy, 4 q —- Harope, e pasnoJOXeHa B paBHWHATA Oxz, neprneHnyky-

JsipHa Ha octa OY na pa3ctosiiue O ‘O=r u c xoopmmaTHu oc Ox
n Oy, ycnopeann cbotetHo Ha O'X w O'Z. Homepata Ha Hacouenute
HaJoJly -MaxaJa ca O3HAYeHH C.rp—a Ha. Te3H; HACOYEHH Harope; C 7,
KBIETO 7, H 7, B3UMAT CHOTBETHO p M ¢ Ha GpOii CTOMHOCTH.
Maxanara ce -BbpPTAT OKOJO XOPH3OHTaJHH OCH, ycrnopenhu Ha Oy,
M TO TaKa, Ye.I'bPBOTO MAaXaJjo ce -BBhPTH OKOJNO HenomBHXHata oc O,
BTOPOTO OKOJO octa (O, OT MBPBOTO MaxaJo H T. H., T. €. »-TOTO Ma-
Xano e 3akayeHo Ha octa O,_; OT v—1-BOTO Maxano. llenTpoBere Ha
TEXECTTa Ha Maxanata: Sy; Ss - .. Sp JEXKAT CHOTBETHO BBPXY Npa-
sute 00,, 0,0, ¥ T.H,H TO Taka, ye koe na e O, 1a He JeWH MeXIY
S, u O,_, u ocsen ToBa S,0, €rnaBHa HHEPYHAa OC Ha »-TOTO Maxano,
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Jla 03HauuM c X, M Z, KOODAMHATHTE HA LIEHTbPa HAa TeXecTTa S,

Ha »-TOTO Maxajao ¢ maca m,, ¢ a,=0,_,S,, ,=0,-,0,, ¢ @, BrBIA

—_—
mexay nocokata O,_,S, H moJoXxHTenHaTa mocoka Ha octa O c I,
HHEPYHHS MOMEHT Ha »-TOTO Maxano cnpsiMmo S,, ¢ /,” HHepYHHS MOMEHT
cnpaMo octa S,0, v ¢ [,” vHepYHHST MOMEHT Ha CBLIOTO Maxajo CHps-
MO OCTa, Jexama B Oxz, MHHaBalla mnpe3 S, ¥ MNeprneHJHKYJspHa Ha
S,0, (I,=1"+1").
ToraBa KOOpAMHAaTHTE Ha LEHTbpPa HAa TeXeCTTa Ce JaBaT C H3-

pa3uTe

r—1
X, =a, sin (p,-}-kz by sin g,

=1

(1.1)

(v=1,..,n)

r—1

Y,=a,co8p,+ > by cosey
k=1

Karo nonoxum kakto B (1)

n n
A,=a2m,+b? > my B,=a,m,+b, 3 m, r=1,.., n),
- k=vH1 k=v41
TO KHHETHYHAaTa eHeprus Ha CHCTeMaTra MaxaJja CNpsMO KOOpAHHAaTHaTa
cictema Oxz, pa3riexfasa KaTo NMOCTOsiHHA, e ¢opmyaa (3) ot (1]:

] n , vy—1 ,
(1.2) T=%3% [ 2B, ¢, 2 brcos(p,— @) @'x+ (A,+1,) wv’]'-

y=1 k=1

Karo B3emeMm npeaBun pa60'ra'ra Ha HHEPYHHTE CHJIH H HaA Te-
¥EeCTTd, 3a NOTEHIHaJHATA €HEeprusd noJyvyaBamMe

n q n
U=—g 3 B,coso, —‘—"2— > [r’m.+1; cos?p, +I" sin%p, +a? m,sin? ¢, +

r=1 r=1

(1‘3) ) v—1 . y—1 ) 2

+2a,m, singp, 3 ngIl'l(prf-m,(Zngln w.} .
=1 k=1

Ypapuenusita Ha Jlarpaux, npunoxens 3a (2) u (3), Hu naBar cu-

creMmara nud)epeﬂuua.nuu YpaBHEHHS Ha peJaTHBHO IBH)XXEHHE HA N-KpaT-
HOTO MaxaJo

(104) Bv E‘ bk[cos (q;, _‘pk) ‘Pk"+5in (‘pr - ‘pk) @ l: ]+(Av+lv) ¢P-"+
k=1
+b, 3 Bylcos(@,—os) @4 +sin (9, —ps) o4 | = —gB, sin o, +
R y4-1
+a[(A,+17 — [)sing, cos,+ B, cosp, 3 bysinput
Aamy
+b, cosp, z,.: By sin gy
Ramy-1

»=1,..., n)
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YpaBHenusara (1.4) He ce H3MEHAT, aKO 3aMeCTHM @, (v=1,..., n)
M ! CbOTBETHO ¢ — ¢, H 2Q—1t, KbleTO (2 e elHa NPOH3BOJHA KOH-
craita. OTTyK c/aenBa, ue ako ¢, (£)(»=1,...,n) e pelleHHe Ha CHCTe-
mara (1.4), To cbpuo H —@,(22—1) (v_l . .,N) e pellieHHe HAa Ta3H
cucrema. Karo B3emMem npensup ToBa cBOMCTBO Ha (1.4) W 3abesexkara
B [1], §1, MOoxem na 3aKk/IOYHM, 4e aKO NPH CBOETO JABHXEHWE n-KpaT-
HOTO MaxaJ0 MHHe JBa N'bTH Npe3 BePTHKAaJHOTO IOJOXEeHHe, TO IBH-
XKEeHHEeTO e MepHOAHYHO, T. €. aKO CHCTeMaTa AH(epeHLHaNHH ypaBHEHHS
(1.4) monyma peiuesne g@,(f), KOeTo yIOBJIETBOPSIBA HA YyCJOBHATA

?,(0)=0, ¢,(2)=0 (¢=1,...,n),

TO TOBa pelleHHe e MepHOAMYHO C nepuon 20

3a ycraHoBsiBaHe Ha MEPHOAHYHHTE H ACHMNTOTHYHH PELIEHHS MO-
narame B (1.4)

‘er'_-';-'l’rp: ‘Prq="+1y’rq
H noJydyaBaMe

r—1

(1.5) e.B.kZ:lekbk [cosi (w, —wx) ¥y +Asind (v, —wr) w3 + (A, + L) v, +

n
+Ev br Z EkBk [COS A (wv ""Wk) W:+1 Sin l(Wv—Wk) 'Pl,: =

k=vy+1
= —¢,gB,sindy,+w?[(A,+1I'—1I)siniy, cosdly,+
r—1
+e,B, cosiy, Z exhr Sin A ywpt2,b, cos Ay, Z+ ex B 5in A ),
k= k=v41

KBAETO & ,= =1, &= -1
[pu J. 0 cucremara (1.5) ce peayuupa B mopaxjaiuara

r—1

(1.6) &,B, > ey +(A,+1,) v +e,b, Z exBry, = —ge,Bv,+
k=1

k=v41

r—1

+? (4,41, 1)y, +¢,B, Z exbrort &,0, Z GkBWk]

»=1,...,n)
XapakTepucTHYHOTO ypaBHeHHe Ha (1.6), clel KaTO yMHOXHM Cb-
OTBETHO pejlioBeTe M CTbAGOBETE C &), &, . . ., & NPHEMA BHAA
H, @—w?) b8, . . (F—w)biB,
(1.7) ! (0®*— w?) b8,y H, . (6*—?) byB, —0
| (®—w?)b,B, (0®—w?)byB, H, |
KbAeTo

H'=(A'+I')Q2+g£rBf_w2 (A.+1:’_ I;) (?= ], .« 0 ey n).
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8

[NTonarame ¢*—w?—= " H [0J1yYyaBame
Al+[1+K|ll bBo b]Bn ‘
08w DB Astly+Kyn .. byB, } o
b B, b,B, AptIn+Kou l
KBACTFO
21, 2
K,=¢.B, +-»—» (y=1, ..., n).

Ako npueMeMm, ye s Ha Opoit oT u3pa3uTe K, Ca MOJOXHTEJNHH, a
n—S — OTPHUATe/HM, TOraBa OT (4) cjensa, ye ypaBHeHueTo (1.8) nWMma
¢aMo peanHH KOPEHH, OT KOHTO S OTPHUATEJHH H N1—S TMOJOXHTENHH.

flcHo e, ue s p, a n—s=q. [la npuemem, ue

B,
(1.9) o2 ( 27,g

Torasa ypasuenuero (1.8) npuTexaBa p na GPoRl OTpHUATENHH H ¢ R¥
Opoit noJnoxuTeanu koperd. Hanportus, ako

B, g
1)2\ 4
(1.10) > 57

I'q

TO BCHYKH KopeHH Ha (1.8) ca oTpHUaTEeNHH H HUTO €IHH MOJOXHTENEH.
Mownerke 0220,24[4,5.’ TO XapaKTEPHUCTHYHOTO ypaBHedie (1.7) npu ycao-

BHe (1.9) npuTexaBa p YH(Ta YHCTO UMarHHEPHH KOPEHH.

:tii’k:i\/w2+ £ (k=1,...,p)

Uy
H ¢ OTpHLATEJHH KOPEHH

Qk__s.k*_\/wu-_ (k=p+1,...,0),

ioM
(1.11) wr<— &,
- u’l
KBJAETO U, € HaH-MaJKuAT kopeH Ha ,(u)=0.

[1o aHanorHyeH HauWH KakTO B [l1] MOXe 5a ce JIOKaXe, ue Ha
YHCTO HMarMHepHUTC KOPeHH +igp, aKO HHKOH KOpeH He e KpaTeH Ha
iv, (k=1,... p), CLOTBETCTBYBAaT p ()aMuJIHK peNaTHBHH NEPHOAHYHH

JBHEHHS ‘B OKOJHOCTTA Ha JaGHJHOTO paBHOBECHO MonoeHHe. lla
OTPHLATENHHTE KOPEHH 0= — & (R=p+1,..., n) oTrosaps caua ¢amu-
JHS aCHMNTOTHYHU JBHXKEHHS, 3aBHCella OT § KOHCTaHTH.

WU Tyk kakTO npH n-kpatHoTO ¢H3MuHO Maxasao |4], sexamo B
paBHHHA, KOAITO He ¢ MOAJNOXEeHA Ha POTalMsi, Ce MO0/JYy4aBa aHAJIOTHUYHHS
HHTepeceH pe3yJartaT: AKO ¢ Maxala ca HAaCOYEHH Harope, TO 1UOM ca
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usnbniend ycaosusaTta (1.9) uam (1.10), n-xkpaTHOTO (M3HYHO Maxano
IPH PeJaTHBHOTO MY ABHX€HHe 3ary6Ba ¢ ()aMHJIHH MEePHOAMUYHH IBH-
)KeHHH, KaTo B 3aMsHA ce sBHBA enHa (AMHJIHH ACHMOTOTHYHH JABHNKe-
HHsl, 3aBHCellla OT ¢ napamerpa.

Heka cera pasrnename eQHO n-KpPaTHO MaTeMaTHYHO MaxaJo, KOeTO
ce MoJyuyaBa OT cHcTemarta (DH3HUHM Maxana, Kato noaoxum [,=/"=
=1"=0,a,=b, »=1,..., n).

Torasa ot (1.8) noayuyaBame

M, (a,+-&u) Ma, M,a,
(] B 2) ]” (u) = Mga.] M2 (a2+€2u) . M”a"
=0.
M,a, Muay . . . M,(Qn+enlt)

ToBa ypaBHeHHe MMa p Ha Opoii OTpHLATeNHH H ¢ Ha GPOH noJo-

XKHTENIHW KopeHH. Kopenute u, (R=1,..., n) na (1.12) ne 3aBHCAT OT w.
[Tonexe 92—(9'3=~§ , TO XapaKTePHCTHYHOTO YPaBHEHHE Ha N-KpaT-

HOTO MAaTeMaTH4YHO MaxasJo TMpHTexaBa p YHPTa YHCTO HMardHepHH
KOpEHH

:.tiok=ivw2+*—g“ (k=1,...,p)
U i
M ¢ OTPHUATEJHH KOPEHH
I Y _
0r= —5r= \/w + 2 (k=p+1,...,n),
11OM
(1.13) wi<— &,

1

KbLAETO 4, € Hah-MaJkusT -KopeH Ha 4,(#)=0. B To3u cayuail B3 oc-
HoBa Ha [l] u306i0 ule uMame p Ha Gpoil (GaMHIHM MEPHOAMYHH IBH-
KeHHsl W elHa ¢aMHJIHS aCHMNTOTHYHH JBHXeHHs. ClenoBaTesHO, LIOM
(1.13) e n3nbaHeHO, OpOSAT Ha MEPHOJAMYHHTE M ACHMITOTHYHH peileHHs
€ CBUIMAT, KAKTO NPH HEPeJAaTHBHHTE NBHXEHHA Ha /7-KPaTHOTO Maxalo,

Ako
(1.14) w2>-—;5-,

P

KbJIETO U, € HaH-roJeMHiT OTPHIATENEH KOPEeH, XapaKTePHCTHYHOTO
ypaBHEHHe MpPHTeXaBa CaMO PeajHH KOPeHH, OT KOWUTO 7 Ha GpoH OTpu-
uateqHd. B T03u cayuwail me uMmame caMo acumnToTH4HM perienus. Cne-
JOBATEe/HO, l10M 'bIVIOBaTa CKOPOCT € JOCTaTLYHO ronasma, saryOBaTt ce
p Ha OpOH MnepHOAHYHH pelleHus, BbIPEKH 4Ye p Maxana ca HaCOYEeHH
HaJxoay.

CovoTBeTHH pe3yJaTaTH lue ce IN0Jy4aT, aKo bIVIOBaTa CKOPOCT
YJIOBJIETBOPABA HAa YCJIOBHS, MexAHHHH Ha (1.13) u (1.14).
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§ 2. [IsofiHo MaTeMaTHYHO Maxajo

Enun noapoGex aHanu3 e jgaaeM 3a ABOHHOTO MaTeMaTHYHO
MaxaJo.
XapakTepHCTHYHOTO MY YypaBHeHHe

@1) ! M, [a,(e? - w?)+¢,8] Maay(0® —?) —
) ‘ Ma, (6 —o?) M, [ay(0® — w?)+-&58]

ype3 CyGCTHTYLHATA gg—wf’:% npHeMa BHIA

M, (a2 1) Maa, —
M,a, My(ay+-eput) |

(vacten cayya# ot (1.12) npu n=2).
Kopenure Ha Iy (2)=0 ca

. _ a 2
(23) Uyo= —£2a1+£la2‘—+'\/(82 1-281%> B mlMl 2,44 -

2¢,¢9 &1 &g

(2.2) 1y (8)= '

. IBeTe Maxana HacoOYeHH HALOAY

Tosu cayyait cbluecTByBa, KOrato ¢, =-+1, ¢gg=-+1. ToraBa ypae-
HeHHeTO (2.2) npuTexaBa IBa OTPHLATEJHH KOPEHH

a,+a,_. a,+a,\2 m
4y, ,= -4 2+\/<_1_2.) LCY

9 ) M,
Bb3MoxHH ca CAeNHHTE TPpH NOoAcCAyYasn:
a) w2<_ g.
iy

XapakTepHCTHYHOTO ypaBHenue (2.1) npuTexasa ABa uH(Ta YHCTO
HMaruHepHH kopeHd. CienoBaTe/HO B OKOJIHOCTTAa Ha PaBHOBECHOTO IO-
JI0XKeHHe JBOHHOTO Maxaslo HMa JBe (DaMH/JIHK NEPHOJAHYHH peLleHHs.

6) — o <o <=

XapakTepUCTHYHOTO ypaBHEHHe IIPHTEXaBa eAHH YHPT UYHCTO UMa-
FMHEPHH KOPEHH W €JlMH peaJsleH OTpHuaTeseH KopeH. B To3M cayuadh ce
sary6Ba enHa (aMHIWS MEPHOJHYHH pellleHHs, a B 3aMsiHa ce MOsBABA
efHa ¢amMHIHs aCHMMNTOTHYHH PpelleHHs, 3aBHCellla OT €JIHH NnapaMeTbp,
H PaBHOBECHOTO MOJIOXEeHHe e JaGHJHO.

B) u)2>___g_

Uy
XapaKTepHCTHqHOTO YpaBHeHHE IIpHTEXaBa JBa pc¢anHH OTPHUA-
TeJNHH KOpEHH, KOETO MOKa3Ba, ye ce 3aFYGBaT H JBeTe (paMHﬂHH nepHo-
AHYHH JBHXXE€HHA, a BMeCTO THX Ce [0fBfABa eJHa (paMHJIHH ACHMIITO-

THYHH DeEllleHHs, 3aBHCellla OT ABa apaMeTtpa.
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I. IbpBOoTO Maxaso Haco4YeHO HAaxZONY,
BTOPOTO Harope

Tyk ¢,=+1, ¢g= —1. YpaBHenuero (2.2) npuTexkaBa eIHH OTPHLA-
Te/€H H eNHH NOJIOXHTeJIeH KOpeH

aG—a,_ |{@a—a,® m,
“1;2=—2 '—1+\/(L‘_—1‘)+'——l‘alaﬂ'

2 2 M,

Hmame cnennure aBa moacnyuyas:

£ .

a) wi<— P
1

Ha undTa 4HCTO MMarduHepHH KOPEHH Ha XapaKTEPHCTHYHOTO YpaB-
HenHe (2.1) otroBaps eaHa (paMuJIHs NepHOAMYHKM JBHXKEHHMs, a HA pean-
HHSl OTPHLATEJIEH KOpeH — efHa (QaMHJIHA aCHMNTOTHYHH ABHXEHHS, 3aBHU-
cella OT eIHH napaMeTbp.

6) w2>—u£ .

1

XapaKTepHCTHYHOTO YpaBHeHHe NpHTe)XaBa JABa peajJHH OTpHLa-
TEJHH KODEHH, Ha KOHTO OTrOBapsi caMo ejHa (aMHJHf aCHMITOTHYHH
ABHXXEHH#l, KOATO 3aBHCH OT ABa napamerpa.

II. IbpBOoTO Maxaso HacOYEHO HArope,
BTOPOTO Hajxoay

ToraBa & =—1, eg=+1 u ypaBHenuero (2.2) cBLUIO nNpHTeXaBa
€HH OTPHLATEJEH H eJHH MOJIOXHTEeJeH KOpPeH

] N
—_ G4 a,—a\' , m
uli‘.’.’- 2 :F\/( 2 )+M alaﬁ'

CbliecTByBaT CjefHHTe ABa MOAC/YyYas :

a) w’<—l;£1 .

JIBOAHOTO Maxa/no NpHTeXaBa elHa (DaMH/IMS NMEPHOAHYHH HBHXe-
HHS H efHa (aMHIHMSi aCHMNTOTHYHH JABHXKEHHsi, 3aBHcellla OT e€JMH na-
paMeTDbp.
6) wi>—E.
u,
CopiiectByBa camo efHa (DaMHIHS ACHMNTOTHYHH JBHXKEHHS, 3aBH-

ceumla OoT ABa napamMerpa.

IV. IBeTe Mmaxana HacoueHH HAarope

[Tpu TO3M cayualt ¢ =e=—1. YpaBuenneto (2.2) uma asa noJso-
XKHTE/NHH KOpEeHH
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y ___a:+ael\/<al+ae)2 My 0a
o~ M Gt
2 2 M,

KOETO [NOKa3Ba, Y€ XapPaKTePHCTHYHOTO ypaBHeHue (2.1) mpuTexasa 1Ba
peanHy OTpPULATEJHH KOPEHH, Ha KOHTO OTroBapsi eiHa (paMUJHsi acHMII-
TOTHYHH JBH)XEHHs, 3aBHCella OT JBa llapaMeTpa.

§ 3. lBodno ¢u3nyno maxano

TyK 1je ce CipeM Ha [NEePHOAHYHHTE M ACHMIITOTHUHH JBHXXEHHH
Ha JBOHHOTO q.)H3H‘lHO MaxaJjo, Ha KO€TO XapaKTE€pPHCTHYHOTO ypaBHEHHE

(A1) P+ gey By— (A - 1" = 1Y) (*—?) b,B,

3.1 . ) _py =0
(3.1) (P®—w?) b,B, (Ast1p) € 4-geaBo— (Ao +1," — 1)

ce noayuyaBa ot (1.7) npu n=2. Upe3a cybcTuTynusiTa g?—w‘-’:-f nonay-

yaBaMe ypaBHEHHETO

21
(3.2) lﬂ(u);iAl’{"ll’*'(elBl ‘}‘?1"”2)” b|B2 -0
| 21y
b,B, Ayt Lo (2aBe - "‘g‘g* w®) u

KOpeHHTe Ha KOeTO 33 pa3jinka OT CJyyasds [Npd MareMaTHYHO Maxajo
33aBHCAT OT w.

3a 1[eJsTa Ha I[10-HATAaTBbUWIHOTO H3CJaeABaHe Ille 61:11e HCO6XOH,HMO
Ja M3YYHM KOPEHHTe Ha YpaBHEHHeTO

g ‘ Al—{"[l”_ll,_slBl% 5132 |
(3.3) do{ — 2, |=1 “ =0
(1)2 ; g
| b,B, Ast1y" — 1y —eyB, .
‘ 2 |
o OTHOlIeHHe Ha — g.,'
@2

Pa3sutusaT BUA Ha ypasHeHdero (3.3) e

_ 8\ & " 1)euBot (Ag-t-1" — 1) e, B, |5
4, w3 =¢&9 B1B, ot (A1, )2 Byt (Ap-t- 1 ) eaB, w2+
+(A1+11'/— (A1 — 2')—b1232'~’:0,
Ha KOETO KOpPEHHTEe ca
(3.4) ( _ .é’_) _ —(@esBytase B)F V(@ieyBi— e, B)) | 4e162B:5,*By®
/b2

e “9¢,s, BB,

KbAETO
wp= A =1 (=1,2)
Axo n3pasnT

(3.5) 0= (a;69By—ay &, B))* -+ 4e,69B,0,* By’
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€ NOJIOXHTENeH WM paBcH Ha HyJa, TO kopeHHTe Ha (3.3) ca peanHw,
aKO TO3H M3pa3 e OTpHLATesIeH, KOPeHHTe ca KOMIUIEKCHH.

M Tyk KakTO npu JBOHHOTO MaTeMaTHYHO Maxajlo Ca Bb3MOXHH
YeTHPH cJyuyasi Cropej]l TOBa, Ja/jd MaxajaTa ca HAaCOYeHH Hajoay, HJH
Harope. 3a MJIOCTpAlWsi LIe pa3rjejiaMe camMo eJAHH cJydali — KOraTo
I'bPBOTO MaxaJo € HacOY4eHO Hauoay, a BTOpoTOo Harope. OcTaHanuTte
C/yuyaH ce TPeTHpaT aHaJorHuHo.

[lpn wammsa cayuvait ¢, =41, &= —1 4 ypaBHendeto (3.2) npuema

BHAA
Akl Bt ) b:B, |
(36) L= orr =0
b,B, Ag‘f"[2+(‘82+“‘g‘2'w2)u
a ypaBHeHHeTO (3.3) ce oOpwbla B
A+1"—1'—B, 5, b,B,
) “ b,B, A2+l.-,”-—-12'+326% |

Ha Koero ;KOPEHH‘II'C ca
en (-5 _B,—a,B,F | (0Bt a,B,) — 4B;b B}
? b2 B _QB]BQ :

<

B cayuaii ue ca peanuu, npuemame, ye

(~4).~(-5)

Hapaswr (3.5) 3a  mpuema Buzna
(3.8) 0= (0132 ‘I‘UQB])Q — 431[)12323.

B 3aBucHMOCT OT TOBa, Janu e u3nbaHeHo ycaosuero (1.9), uau
(1.10), pasnuuaBame jBa cayuas.

1. w2<§“}—g,-
2

Kopeunte Ha ypashnennero (3.6) ce oTAeNsT KaKTO cJenBa
U, <0<u,.
Tyk nmame cienHuTe IOBa MOAC/AYyYas :

D we— &
1

[lonexe .y(—c0)< 0 u 4,(0) >0, To3u noxcayuail cbllecTsysa,
aKO € H3M'bJHEHO YCJO0BHETO

(3.9) 4 (— fﬂ—) <o.
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Korato 6 >0, .4, (—

KopeHu. TBHA KaTo

(- )-oa- 5 5)|[- (- )

TO ycJoBHeTO (3.9) e paBHOCHJIHO

o (- 4]0

2Y Ha — %<( g)npu(—%)<0.
w? /| 1

f;>=0 NpHTEXaBa JBa pa3JIHYHH peaJtiHH

w
3% wa — 2>( 5") npH (—%)<0.
Korato 0=0, To (— ) ( ) H ycaoBHuero (3.9) e H3mbJa-
HEHO 32 BCHYKH CTOHHOCTH Ha — % pasiMyHK  OT (— c—i—)
1
Korato <0, ycioBieTo (3.9) e M3nbJHEHO 3a BCHYKH CTOHHOCTH

1 rtaka, mom w?<— ui' XapaKTePHCTHYHOTO ypaBHeHHE NPHTeXaBa
1
€IHH YH(QT YHCTO MMAarHHEpHH KOPEHH H eJHH peajieH OTpPHLATe/eH KO-

pei. Ha undTa uncTO HMarHHepHH KOPeHH OTroBapsi enHa (hamuaus
NepPHOIHMYHH [BHXKEHHS, a Ha peaJHHs OTpHLATeJeH KOpeH elHa (pamu-
/U aCHMNTOTHYHH JBHXKEHHs, 3aBHCellla OT eHH NapaMeTBhp.

3a na cbluecTByBa TO3M noacayua#, Tps6Ba
g
(3.10) AQ(— E) >0,
Korato 4>0, ycnosuero (3.10) e paBHOCHJIHO:

0 _&ES(_ & _ & _ &
1° Ha 2 >( w’)l npu( )<0u ( wa>>0.

0 _8Y__ & _(_ & _ &
2 Ha( w2)1< w? ( w2)2 an( w2)2<0'

Korato 4<0, ycaosuero (3.10) e HeBB3IMOXKHO,

Torasa xapakTepHCTHYHOTO ypaBHEHHe MPHTeXaBa JBa PeaJiHH OT-
pHLATeNHH KOPEHH, Ha KOHTO OTroBapsi ()aMHIHs aCHMNTOTHYHH JBHXe-
HHfl, 3aBHCella OT JBa Napamerpa.
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Byg.

9 ~256

2. w?> 5 ]2
AKo noJIoXHM

A1) =Ag+ Ty +-(— B,+2’°

®?) u,
TO KOPEHBT (—- i) Ha YypaBHEHHETO A,(——g—) Oe
(l)9 11 w

(_i) At 1y
0? /yy B,
Twlt xarto

A,[(— Z%U: — 5,38 <0

H KOpeHHTe Ha 4y(u)=0 ca OTpHIATEJHH, TO CJeIBa OTHEIAHETO

u1<(——g—) <uy<0.

C'bmecmyaa'r CJE€OHHTE TPH MOACJHaYyYasA:

s &,
a) o< i
3a na umame TO3H noacaydaii, Tps6Ba
g g
(3.11) A2(— ‘Jé‘)>0' Al(— 707)<0.

Korato >0, TO ropHOTO yCJ/IOBHe € PaBHOCHJIHO

0 _ B\ _& _(_ & _ £
! Ha( w’)l a)9<< cu")g'alm( w9)2<0

H Aa+19"—1,'+%§<o.

2° Ha —i><— __g_) , aKo <— _g_) <0mu (— _g_) >0.
w? w? /y ®? /g

[Ipu 6<0, ycnosuero (3.11) e HeBB3MOXKHO.

Torapa xapakTepHCTHYHOTO ypaBHEeHHe MNpHTexaBa aBa uyudra uu-
CTO MMarMHEepDHH KOPEHH, HA KOHTO OTrOBapsAT IBe (HAMHIHH MEPHOMHYHH
IBHXEHHSI,

_ 8 L.
) uy <@ Uy
3a na cwbuecTByBa TO3H cayyai, TpaGBa
(3.12) 4, (— %) <0.

Korato 4>0, To ycnoBuero (3.12) e paBHOCHAHO

£
19 Ha —%<(—F)l npu (__g_) <0.



30 I'. BpapucruaoB u . Bosnkues

20 Ha (— —g.‘,—) >0.
/1
opa — 8 S(_ & _ &
3° Ha o ( e )2 npH ( 7 )2<0.

- _E)\_(_£& - -
Korato =0, TO ( o2 )1_( o7 )2 H ycaoBueto (3.12) e uanwba
g

HeHO 3a BCHYKH CTOMHOCTH Ha -—-—g Pa3JHYHH OT { — —g )"
(i)a w® /4

Korato 6<<0, ropHoTo yc/IOBHE € H3MbJHEHO 3a BCHYKH CTOMHHO-

8

CTH Ha — -3
w

XapaKTepHCTHYHOTO ypaBHEHHE NPHTeXKaBa eJHH YH(T UYHCTO HMa-
THHEPHH KODEHH, Ha KOMTO OTroBapsi (PaMHIHS MEPHONHYHH JBHXKEHHS
M eIHH peaJieH OTpHLAaTeJeH KOpeH, Ha KOHTO OTroBaps (aMH/IHs acHMI-
TOTHYHH JBH)XX€HHS, 3aBHCellla OT eJHH napaMeThp.

8
Uy

B) w?®>—

3a na cbulecTByBa TO3H MOAC/AyuYai, Tpsi6Ba Ja 6bAAT H3MbJIHEHH
ycJIOBHATA

(3.13) lg(— g>>o,Lh(— g)>a

w? w?

Korato 4>0, ycnoBuara (3.13) ca paBHOCH/IHK:
0 _&8Y__ 8 _(_ & _ g
" wa ( w2)1< << ‘“2)2' axe ( w2>2<0

B
u&+M—4+i§>Q

2° Ha —i>(-— —g—),axo (— ﬁ—) <0, a (—- i) >0.
w? m? /; w? /4 ®? /g

Korato 40, ycaosueto (3.13) e HeBBb3MOXHO.
XapakTepHCTHYHOTO ypaBHEHHWe TNpHTeXaBa JBa peaJHH OTpHla-
TeJHH KOPEHH, Ha KOHTO OTroBapsi eiHa ()aMHJHSI aCHMNTOTHYHH JBH-
)KeHHsi, 3aBHCella OT JBa jlapamerpa.
[Tocmsnuaa na 19. 7. 1957
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OTHOCHUTEJIbHBIE MEPUOOUUYECKUME U ACHUMIITOTHUYECKHUE
INBUXEHHUS n-KPATHOIO ®U3UYECKOIO MASITHHKA
B [MJIOCKOCTH, KOTOPASl BPALLIAETCS
C MNOCTOSIHHOM CKOPOCTBIO

. BpaauctuaoB u I. bosaxuesn

PE3IOME

B pa6ore [1] . BpaaucTui0B 10Ka3aa CyllleCTBOBaHHe CeMeHCTB
NepHOJHYECKHX H aCHMNTOTHYECKHX JBHXEHHH CHCTEMBI 7 NOCJenoBa-
TeJbHO COEJHHEHHHIX MAasiTHHKOB, M3 KOTOPHIX p HampaB/eHbl BBepX, a
g BHH3, B OKPECTHOCTH TIOJIOXX€HHS! PaBHOBECHS.

B HacTosiie#i pa6ore paccMaTpHBaeM BOMPOC O MEPHOAHYECKHX H
ACHMIMTOTHYECKHX JBHXKEHHSAX M-KPAaTHOTO (M3HYECKOrO MasTHHKA, pa3-
MOJIOXEHHOr0 B BEPTHKAJLHOH MJIOCKOCTH, KOTOpas BpalllaeTcs ¢ MOCTO-
SIHHOH CKOPOCTbIO w.

Haiins BbipakeHusi AJ8 KHHETHYECKOH M NOTEHUHAJbHOH 3HEPruH
CHCTeMbl (PH3HUECKHX MAasiTHHKOB, C NMOMOILBIO ypaBHeHHH JlarpaHxa Mbl
nonyvyaeM aug¢epeHLHaNbHble YPaBHEHHS DeJSATHBHOrO JBHXeHHs 3TOMH
CHCTEMH

(1) B.ké by [cos (o, —@r) @ +sin (0, —@r)er ?]+(A, +1)p,” +

n

+b.k 3 By [cos (¢, —@r)or” +sin(e, —@r)or?] = — gB,sin ¢, +

=y11
r—1

+ w? [(A,+I,”'—1,') sin », COS @, + Bv cos @, kz bk sin ¢pk+
=1

+6, cos g, Bysing.]
k=t

(v=l,=.'. o n)

[NpuenMas Bo BHMMaHHe 3aMeuaHHe [1], § 1, aHANOTHYHBEIM croOCo-
6oM yGexnaemcs B TOM, uTo cuctema (1) monyckaeT nepHoauHyeckoe
pelleHHe, eCNH NPH CBOEM IBHXEHHH N-KPaTHHR MasTHHK J1Ba pa3a npo-
XONHT yepe3 BEPTHKaJbHOE MOJIOXEHHE.

Jns ycTaHOB/IeHHS MepHOAHYECKHX H aCHMITOTHYECKHX ABHXEHHH
nonaraem B (1) ‘Prq:"wrp H (p,q=n+lqv,q. PasBuBas sindy, ¥ cosidy, B
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npaBoit cropone (1) B 6e3axkoHeuHble psAbl, COKpaulas Ha 1 M noJjaras
A=0, nonydyaeM NOpPOXIAIOLLYI0 CHCTEMY

y—1
2 &, B, Z erbrpr’ +(A,+1)y,"” +e,0, Z GkBkw,,_ —ge,B,y,+
y—1
+w?[(A,+1"—1,")y,+e,B, Z e/‘bkwk-l—e b, z e,,Bkgnk]
rue e,p——l—l c,q——l.

[Tocne Toro Kak MOJOXHM 92—w2=%, XapaKTePHCTHYeCKOe ypaB-

HeHHe (2) NpUHMMaeT BHA

! A+1L+Ku b,B, . b,Bn !
3) 4, (u)=. biBy  AthAfu. 6B
i b,B, b,B, . A+-14-Kau
Ecau npumeM, 4to Bhipaxkewus K,=e¢,B 21, w? »=1,...,n)

g
NOJIOXHUTEJIbHB], TOraa M3 (4) crenyer, 4To ypaBHeHHe (3) HMeeT TOJBKO
peanbHele KOPHH, H3 KOTOPHIX § OTpHIlaTeJIbHble H 71— S NOJNOXHTeJbHbIE.
SlcHo, uTO S=p, a n—s=<q.
[TpuHumaem, uTO

B, g

4 w? 7,
(4) <3 I,

TOrj1a ypaBHEHHe HMeeT p mpuuarenbﬂux H ¢ TNOJOXHTENbHBIX KOPHEH.
Hanpotus, ecan

(5) o7
TO BCe KOPHH ypaBHeHHs (3) orpuua're.nbﬂble M HeT HH OJHOrO MOJIOXH-

TesbHOro. Tak kak o? =w? - %, TO OpH ycJaoBuH (4) xapakTepHCTHue-

g

CKOe YpaBHEHHe HMeeT p Nap YHCTO MHHMBIX KOpHEH =+ig, (R=1,..., p)
H ¢ OTpHLATeJbHBIX KOpHeH g,= — & (R=p+1,..., n), ecnu

(6) wr<— -5,
uy
rae u, HaMeHblIHH kxopeH :,(2)=0.

Tem xe cnocob6oMm, kak H B (1), MOXHO JOKa3aTh, YTO, €C/AH HH
OUH KOpeHb He KpaTeH g, (kR=1,..., p), TO YACTO MHHMBIX KODHSIM
+ip; COOTBETCTBYeT p CeMeHCTB OTHOCHTEJbHbIX NEePHOXHYECKHX IBH-
XeHHH B OKPECTHOCTH. MONOXEHHSI HeyCTOHuHWBOro paBHoBecus. OTpuua-
TeJbHBIM KOPHAM ¢, = —¢, (R=p+1,..., n) oTBeuaeT OAHO ceMeHCTBO
aCHMMNTOTHYECKHX ABHXXEHHWH, 3aBHCALIHX OT ¢ NapaMeTpOB.

H 31ech, kak npu n-xkpaTHOM MasiTHHKe, HaXOAsleMCs B He Bpa-
1aueics MmIOCKOCTH, N0ay4yaeTCs aHaJOr HYHBIK HHTepeCHbIi pe3yJbTaT:

3 MssecTHs Ha MaTemaTHYeCKHSR HHCTHTYT, Tom lII, kH, 2
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ecAH ¢ MasTHHKOB HamnpasJjieHbl BBepX, TO NpPH BbIMOJHEHHH YCJOBHI (4)
u (6), n-kpaTHHIi (HU3HUeCKHi] MasiTHMUK NMPH CBOEM OTHOCHTEJBHOM JBH-
YKEHHH TepsieT ¢ CeMeHCTB NEePHOAHYECKHX NBHXEHHH, B3aMeH KOTOPHIX
NOSIBASIETCS. ONHO CEMEHCTBO aCHMITOTHYECKHX MBHXEHHI, 3aBHCSAIIHX
OT ¢ mapaMeTpOB.

B koHue pa6GoThl chesnanbl MoAPOGHbIe HCCAeNOBaHHS NBOIHOrO Ma-
AAITHUKA MPH Pa3/NHYHBIX 3HAYEHHSX YrJOBOH CKOPOCTH w.



MOUVEMENTS RELATIFS PERIODIQUES ET ASYMPTOTIQUES
DE » PENDULES PHYSIQUES MULTIPLES DANS UN PLAN
SOUMIS A UNE ROTATION A VITESSE CONSTANTE

G. Bradistilov et G. Boyadjiev

RESUME

Dans un travail [1] G. Bradistilov a démontré I'existence d’une
famille de mouvements périodiques et asymptotiques d’'un systéme de
n pendules physiques liés successivement, dont p sont dirigés en bas
et ¢ en haut autour de I'état d’équilibre.

Dans le présent travail on considére la question plus générale de
mouvements périodiques et asymptotiques de 7 pendules physiques mul-
tiples disposés dans un plan vertical qui est soumis & une rotation de
vitesse constante w.

Un systéme de n pendules physiques liés successivement, dont p
sont dirigés en bas et ¢ en haut, soit disposé dans un plan Oxz ver-
tical qui tourne uniformément autour de I'axe vertical O’z se trouvant

en dehors du plan et a distance constante r=0’0O ; I'axe Oz est diri-
gé en bas. Les numéros des pendules dirigés en bas sont désignés par
rp. et ceux dirigés en haut par r, oit r, et r, prennent respectivement
des valeurs au nombre de p et ¢ (p+g==n). Les pendules tournent
autour des axes horizontaux et de sorte que le premier tourne autour
de Paxe fixe O, le second autour de axe O; du premier pendule et
ainsi de suite, c’est-*-dire, le v-¢éme pendule est suspendu a Paxe O,_,
du »-1-¢me pendule. Les centres de gravité des pendules S;, S, ... S,
sont disposés respectivement sur les droites OO;, 0,0, etc. et ceci de
la sorte que n’importe quel O, ne soit pas disposé entre S, et O,—,

et puis S,0, soit I'axe principal d’inertie du »-¢éme pendule. Désignons
par m, la masse du »¢me pendule, par a,=0,-S, 4,=0,_,0,, par o,

angle formé entre la direction O,_,S, et la direction positive de Oz,
par /, le moment d’inertie du y-¢éme pendule par rapport a S,, par /',
le moment d’inertie par rapport a l'axe S,0, et par [,” le moment
d’inertie de méme pendule par rapport a l'axe disposé dans le plan Oxz

passant par S, et perpendiculaire 2 5,0, (,=/,+").
Formant les expressions T et U pour I'énergie cinétique et po-
tentielle du systdme de pendules physiques, les équations de Lagrange
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nous donnent les équations différentielles du mouvement relatif de ce
systeme.

r—1

(1 B, glbk [cos (¢, — @) @ +sin (@, — @r)e’ 2]+ (A, +1,) @,” +

+0, k_z_HBk [cos(@ - 7)o +sin(p, —oe)@'s?]= —gB, sinp,+

r—1

+@?((A,+1)—1)sinp, cos p,+ B, cos g, 2 by sin pp+
k=1

n
+b,cosp, 2 Bysingy
k=v+41

(v=],..., Il)

D’aprés la remarque dans [1] § 1 on vérifie par analogie que le
systéme (1) admet une résolution périodique si le pendule » multiple
passe 4 son mouvement deux fois par la position verticale.

Pour établir les mouvements périodiques et asymptotiques, nous
posons dans (1) qa,p=,hp,p et @, =n+iy,. En développant siniy, et
cos Ay, cOté droit de (1) en série, en divisant par 1 et en posant 1=0
nous obtenons le systéme générateur

r—1

(2) B, Elekbkw},’+(f4.+1 Vv +e,b, k_Z-HEkBk vr=—ge,By,+

r—1 n

+ LL)2 [(Av + 1,,’ - Iv') ¢r+EIBr Z ekkak+erbv Z EkBkl,Uk],
k=1 k=y+41

=y

0“1 8,-p=+1, 8,q= - 1-

Si I'on pose e’—w"’:—% équation caractéristique de (2) prend
la forme
‘ Artht K b,B, . b,Ba
(3) 4, (n)= b,B, A+l +Kyu . . byB, —o

b,B, b,B, . . Antlnt+Kau

Si 'on admet que parmi les expressions K, =£'B'+2?I;“’g(”= 1,..., 1)

s sont positives, et n—s sont négatives, il résulte de [2] alors que
'équation (3) ne posséde que des racines réelles dont s sont négatives
et n—s sont positives. Il est évident que s=p, et n—s<gq.
Admettons que
B8

4 a8
@ ® <21,q'

Alors P'équation (3) posséde des racines négatives au nombre de
p et des racines positives au nombre de g¢.
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Au contraire, si

Brg
2, _ 95
(5) w >21'r,,

toutes les racines de (3) sont négatives.

Etant donné que g‘~’=w2+%, Péquation caractéristique possede

d’aprés la condition (4) p paires de racines purement imaginaires + ig
(k=1, ., p)et g racines négatives g,= —¢&p(k=p+1, ..., n)désque

g
6 WL - =
(6) <1
oit u, est la plus petite racine de 4,(z)=0.

Par analogie de [I] on peut dire que, s’il n'y a pas de racine
multiple & ig, (k=1, ., p), aux racines imaginaires + ip; correspon-
dent p familles de mouvements relatifs périodiques au voisinage de
Pétat d’équilibre labile. Aux racines négativeso,=—¢g; (R=p+1,...,n)
correspond une famille de mouvements asymptotiques dépendant de ¢
parametres.

De méme qu’a I'n pendule physique multiple disposé dans un
plan non soumis A rotation, on obtient ici le résultat analogique inté-
ressant: si ¢ pendules sont dirigés en haut, les conditions (4) et (6)
étant satisfaites, I’ n pendule physique multiple perd a son mouvement
relatif, ¢ familles de mouvements périodiques en échange de quoi appa-
rait une famille de mouvements asymptotiques dépendant de ¢ para-
métres.

Le travail est terminé par des études détaillées sur le pendule
double A valeurs differentes de la vitesse angulaire.
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