SUR LA DEFORMATION PROJECTIVE DES SURFACES DEVELOPPABLES
Eduard Cech (Praha)

La déformation projective des surfaces développables a été consi-
dérée en 1920 par E. Cartan [1] qui a donné une construction géom¢-
trique simple de toutes telles déformations. Ici j'étudie surtout les défor-
mations que j’appelle spéciales et qui sont caractérisées par la propri¢té
d’admettre unc homographie osculatrice fixe le long de chaque génératrice.

1. Dans l'espace projectif a trois dimensions S, considérons une
surface développable s. Soit g=[AC] la génératrice courante de s, oil
C désigne le point de rebroussement et A un autre point quelconque
de g. Les deux points A et C dépendent d'un paramétre f et l'on a
(1.1) [AA'A"C)F0
les accents indiquant toujours des dérivées par rapport a f. On peut
supposer que le facteur scalaire du point C soit soumis a la condition
(1.2) C'=ad,
oit a=a(f). D'aprés (1.1) il existe des fonctions p, py, ps, g de ¢ tel-
les que

(1.3) A" =pA"+pA'+p,A+qC.
Il est évident que
(1.4) a=0

si et seulement si la développable s est un cone; C en est alors le

sommet.
Soit o une correspondance arbitraire (droite — droite) entre deux

développables s, s; on peut supposer que les génératrices g, g soient
données en fonctions d’'un paramétre ¢/ de sorte que deux génératrices

&, g correspondantes I'une a l'autre dans ¢ appartiennent toujours a'la
méme valeur de £ Pour chaque valeur de ¢, choisissons une projectivité
7=a(t) qui porte les points de la génératrice g--g(¢f) de s aux points

de la géndratrice correspondante g==g(f) de s, n étant soumise a la
condition de porter le point de rebroussement C de g au point de re-
broussement C de g. L’ensemble des o! projectivités = est une trans-
formation ponctuelle P de s en s. On sait [1] que P est une déforma-
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tion projective de s et que, réciproquement, chaque déformation pro-
jective d’une développable peut étre décrite de cette fagon. On peut
poser

(1.5) aC=_, nA=A

et on peut encore soumettre le facteur scalaire de C a la condition
(1.6) C=ad

analogue 2 (1.2). On a aussi ’6quation

(17) A" =p A+, A+ pA+4C

analogue a (1.3). Nous appellerons ¢ la correspondance base
et # la projectivité déterminante de la déformation projec-
tive P.

2. Nous allons vérifier le fait que P est une déformation projec-
tive en indiquant, pour chaque couple

2.1 X=A+uC, X=A+uC

de points correspondants X de s et X de s une homographie os-
culatrice K=K(t,u), c’est-a-dire une transformation homographique
de S, réalisant le contact analytique du second ordre des surfaces s,

s aux points X, X. On sait [2] que, £ et u étant données, I’homogra-
phie osculatrice K dépend encore d’un paramétre k. Je dis que

(2.2) KA=A, KC=C, KA =4"+pu2A+uC),

‘ KA" = A"+ 3puA’+u{f +(a+5) pu} A+kA+uC),
qu
(2.3) B=a—a.

Le fait que I'homographie K définie par (2.2) est une homographie
osculatrice découle immédiatement des formules

(2.4) KX=X, KdX=dX+pudtX,

Kd? X = d? X+ 2Budtd X+[Bud?t+(apu? + k)df? — 28dtdu) X

que l'on vérifie sans peine.

Pour ¢, u données, nous avons oo! homographies osculatrices K
déterminées par les équations (2.2) qui montrent que toutes ces oco! K
transforment de la méme fagon les points du plan

(2.5) I'=[AA'C]
tangent 4 s le long de g aux points du plan
(2.6) r'=[AAC]

tangent a_E le long de g. En général, cette transformation commune
de I" en I dépend non seulement de £, c’est-a-dire de la génératrice g



Sur la déformation projective des surfaces développables 83

de s, mais aussi de u, c’est-a-dire de la position du point X sur g. La
déformation projective P de s soit nommée spéciale sila partie des
K relative au plan (2.5) ne dépend que de la génératrice g, c’est-a-dire
si 'on a

(2.7) a=a ou f=0.

Si P est spéciale, alors les équations (2.2) prennent la forme simple
(2.8) KA=A, KC=C, KA'=A", KA" = A" +k (A+uC);

en ‘particulier pour 2=0 on obtient 'homographie K|, telle que

(2.9) KeA=A, KC=C, K, A=A, KA"=A".

‘L’homographie K, ne dépend que de #; c’est donc une homographie qui
est osculatrice tout le long de la génératrice g et que nous allons
.nommer homographie principale; cette notion n’est donc défi-
nje que si P est une déformation projective spéciale de s.

La condition analytique (2.7) montre que la déformation projec-
tive P est toujours spéciale si toutes les deux développables s, s sont
des cones et que P n’est jamais spéciale si une seule d’entre eux est

un cone. Si enfin les deux développables s, s se composent des tangen-

tes a deux courbes (C), (C), alors la déformation projective P peut
étre définie en choisissant d’abord la correspondance base ¢ qui se
reduit maintenant a une correspondance ponctuelle arbitraire entre les

deux courbes (C), (C) et en choisissant ensuite les projectivités déter-
minantes a. On voit sans peine que pour les P spéciales les deux cour-

bes (C) et (C), ainsi que la correspondance base ¢, peuvent étre choi-
‘sies arbitrairement, tandis que chaque = est soumise a la condition
d’étre tangente a ¢, ce qui veut dire que les homographies de S;
contenant x réalisent le contact analytique du premier ordre (au moins)

entre les deux courbes (C), (C).

3. Les déformations projectives spéciales d’une développable s
jouissent d’une propriété importante. Pour y arriver, posons

(3.1) B=(p—p) A"+ (p,—p) A+ (Po—Po) A+(9—9)C,
B=(p~p) A" +(py—P)A +(po—Po)A+(9—9) C,
de sorte que B=B(t), B=B(t),

(3.2) ‘ K,B= —B,
et considérons les équations
(3:3) KoX=X, KdX=dX, K>X=d>X, K,d*X=d*X~-Bdt*,

quon déduit de (1.2), (1.3), (1.6), (1.7), (2.1), (2.7) et (2.9). Notons que
lés points B et B passent I'un dans l'autre en échangeant mutuelle-
ment les deux surfaces s et s. Ceci étant, considérons une courbe y
tracée sur s et son image y moyennant P. En fixant une valeur de ¢,
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considérons aussi l'image K,y de y moyennant K,=Ko(¢) ainsi que les
points X, X, B et B appartenant ala valeur fixée de £. Les deux cour-

bes y et K,y ont en toutcas au point X un contact analytique du
second ordre. Or les équations (3.3) montrent que, si le point B n’est
pas situé sur la tangente a2 y en X ou, ce qui est la méme chose, si

le point B n'est pas situé sur la tangente commune & y et a Ky en
X, les projections de y et K,y du point de vue B ont un contact ana-

lytique du deuxiéme ordre au point pro;ectlon de X; si le point B est
situé sur la tangente A y en X ou, ce qui est la méme chose, si le

point B est situé sur la tangente commune a yeta Ky en X, alors

les deux courbes y et K,y ont en X un contact du troisiéme ordre qui
est analytique si (et seulement si) le point B coincide avec X ou, ce

qui est la méme chose, si le point B coincide avec X.

La signification géométrique des points B et B étant expliquée,
nous partageons les déformations projectives spéciales P d’une déve-
loppable s en quatre espéces de la fagon suivante. P est dite de pre-
miére espeéce si

(3.4) pEp,

c’est-a-dire si le point B n’appartient pas au plan /~ tangent a s lelong

de la génératrice g correspondante de s (et B n’appartient pas a I); P
est dite de seconde espéce si

(3.5) p=p. P¥Ep,

c’est-a-dire si (pour chaque valeur de ) le point B apparti_ént au plan
I, mais n’appartient pas a la droite g (et B appartient a [, mais non
a g); P est dite de troisiéme espéce si

(3.6) P=p PL=Py, Do :‘:Eo’
C’est-a-dire si (pour chaque valeur de ¢) le point B est situé¢ sur la gé-

nératrice g, mais est différent de C (et B%C est situé sur g); enfin, P
est dite de quatriéme espéce si

(3.7) P=P, Py=P1 Po=Po 954,
c’est-a-dire si (pour chaque valeur de £) le point B coincide avec C (et
B avec C). Nous excluons le cas banal

(3.8) P=p, Pr=Py Po=Po» 4=,

oi1 les points B et B deviennent indéterminés et P se réduit 2 une
transformation projective de s en s.

4. On sait [2] que dans le cas de déformation projective d’une
surface s non développable les homographies osculatrices réalisent
un contact analytique du second ordre non seulement pour chaque
courbe y tracée sur s et passant par le point considéré, mais aussi pour
chaque ,courbe“ »* de Pespase S¥ corrélatif a S, les ,points“ de la-
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quelle sont les plans tangents a2 s le long de 2. Nous allons voir que
pour une développable s cette propriété est en général invalide;
nous verrons aussi que sa validité ne dépend pas du choix du nombre
k en (2.2).

Des équations (1.2), (1.3), (1.6), (1.7), (2.2), (2.3), (2.5) et (2.6) on
déduit
(4.1) Kr=r, KI=r’

KIM=TI"+ (p—q+ 280"+
La propriété énoncée est donc valide si et seulement si

(4.2) p—q+2pu=0.

Si la déformation projective P n’est pas spéciale, il existe sur la géné-
ratrice g un seul point X=A+uC tel que la valeur correspondente de
u satisfait & Péquation (4.2). Si P est une déformation projective spé-
ciale de premiére espéce, alors aucune valeur de u ne satisfait a (4.2).
Enfin, pour une déformation projective spéciale d’espéce supérieure A
la premiére la propriété énoncée au commencement de ce n° est valide
tout le long de g.

5. Si l'on veut étudier de plus prés les déformations projectives
spéciales, on doit considérer séparément deux cas suivant que s (et
par suite aussi s) est ou non un cone. Commengons par le cas oil s
et s sont les lieux des tangentes aux deux courbes (C) et (C'). On

voit sans peine que, sans restreindre la généralité, on peut supposer
qu’on ait

(5.1) a=1

en (1.2) et par suite, en vertu de (2.7),

(5.2) a=1

en (1.6). Les équations (1.3) et (1.7) s’écrivent alors
(5.3) C"" =pC" +p,C"+poC'+4C,
(54) C""=pC"+p,C"+p,C+qC.

La correspondance base @ (v.n°l) peut étre considérée comme une cor-

respondance ponctuelle entre les deux courbes (C) et '_(E). Nous allons
nommer homographie ponctuelle de ¢ et indiquer par Hla
transformation homographique de S; qui réalise, pour la valeur envisa-

gée de f, un contact analytique du quatriéme ordre de (C) et (C). L'ho-
mographie / est déterminée par les conditions

HC =C,
HC' =C+¢,C,
(5.5) HC" =C"+20,C +0:C,
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H 111 26111_'_3@15”_*_39061_}_035’
(5.6) HC"" = C"' 4 40,C"" +60,C" +405C' + 0,C.

En remplagant dans (5.6) C”” et C"” par leurs valeurs (5.3) et .(5.4)
on obtient, faisant usage de (5.5),

PC”+(p +30,p)C" +(po+201p1+ 302 ) C +(q+e1 Po 2P+ 0aP)C=
“(PH+40:)C"+(p,+60)C" +(po-+4es) C +(g+ 2)) C.
Or l'aréte de rebroussement (C) de la développable s ne peut étre une
courbe plane de sorte que
[cce e £0
et on obtient les relations

(6.7) p—p -40,=0,

P1—P1—3e1p+60,=0,
Po—Po—201p1—30op-! 405=0

qui jointes aux relations (5.5), déterminent sans ambiguité I’homogra-
phie ponctuelle /4, ainsi que la relation

q—q—01Po—0spy —03P+0, =0
qui détermine la quantité o,. 3
De (1.5), (5.5) et (5.7) il résulte que, les courbes (C) et (C) et la
correspondance base ¢ étant données, il existe une et une seule défor-

mation projective P de s en s qui soit de seconde espéce ou d’espéce
supérieure. Pour chaque valeur de ¢, la projectivité déterminante = de
P fait partie de ’homograghie ponctuelle.

6. En étudiant la correspondance ¢ entre les courbes (C) et (©)

on peut supposer que les facteurs scalaires des points C et C soient
choisis de telle facon que les déterminants

[ccerc), [cCCe”)

aient des valeurs constantes. Des équations (5.3) et (5.4) ou déduit
alors que

(6.1) p=p=0,
de maniére que
(6-2) Cuuzplcu .I poC’_‘l (]C, Cnu ___:plC”+p0C/_{ q(‘\.

L’homographie ponctuelle / est maintenant donnée par les formules
[v. (5.5) et (5.7)].
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(6.3) HC=C, HC' = C,HC" =" 1 %. (71— p,) G,

La déformation projective P de seconde espéce ou d’espéce supérieure
appartenante a la correspondance base ¢ porte le point

(6.4) X=C+uC
au point B
(6.5) X=C-+uC.

On peut discerner les trois cas possibles de 2-nde, 3-me et 4-me espéce
en considérant, a coté de I’homographie ponctuelle /4, '’homogra-
phie planaire H* quon obtient en appligant 2 la définition de H
le principe de dualité. Pour trouver lexpression analytique de /", in-
troduisons, outre les plans [v. (1.2), (1.6), (2.5), (2.6), (5.1) et (5.2)]

(6.6) r=[cccr), r=[|cccr,
encore les plans
(6.7) rl — [CC’C/u]’ rg — [CC”CI"], ra = [CIC//CI//I’

[,=[CTT"), T,=[CT"T"}, Ty=[C'CT")
On déduit alors de (6.2,)
r=r, Iy=pl+ry I=—p +15 I'f=q
ce qui donne
(6.8) r'=r, I'splr+ry, I'=(py—pdl+p0 1+
I =(g+p,"+pi—P) " + (20, —p) 1+ ] s

Il en résulte

(6.9) I =p,"+(2py' —po) I +(q4-p; —po) I
et, naturellement, on a aussi
(6.10) I =p I+ @2py—po) ' +(g4 pi —po) T

Du reste, nous aurions pu éviter le calcul précédent en employant le
fait connu que les équations (6.9) et (6.10) sont adjointes a (6.2).

En comparant (6.9) et (6.10) a (6.2) on voit que la dualité con-
serve la condition (6.1; ainsi que les quantités p,, p, et remplace les
quantités p,, p, resp. par 2p,'—p,, 2p,'—p, On peut donc faire dans
(6.3) la substitution A
(H cC Po Po _ >,
mrro2p'—p, 2pi—po
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ce qui donne
H* =T, H*[" =", H* " =" 4 zl; (p—po)T,
111 T l y 1 ' ' AT
HE T 5 (pr=p)+ , (20 —=2P1 ' — potpo)l

En appliquant les équations (6.8) et les équations analogues relatives
a I” on obtient

H* =T, H* =T, H*R_,:l"g-g (po—p I
] 3 - l ; ’ nl7z
T~y (pp) It (o= G P =PD)T
Faisant usage de (6.8), on obtient finalement

(6.11) H*C=C, I1*C" (", H*C”=C”+--é— (pr—p)C,

e, O , (3 1, nl
H*(‘.”;C + 6 (pl_pl)(: “l [4 (po_p())_ 2 (pl—pl)}c’

Rappelons maintenant que dans I'hypothése actuelle (6.1) on a

(6.12) Pi¥EDs
si la déformation projective spéciale P est de seconde espece,

(6.13) P1 =;1, Po¥ Po
si P est de troisitme espéce, et enfin
(6.14) Pr=P1v Po="Po

si P est de quatriéme espece. Les trois cas différent l'un de I'autre
par la nature de la correspondance base ¢, et on peut décrire géomé-
triquement la différence en comparant les deux homographies /1 et H*
données respectivement par (6.3) et par (6.11). En effet, (6.3) et (6.11)
montrent que dans le cas de seconde espéce, les deux homographies
et H* ne transforment toutes les deux de la méme fagon que les points
de la génératrice g=|CC’] de s; dans le cas de troisiéme espéce les
points transformés de la méme fagon par / et par A* sont ceux qui
sont situés au plan tangent /” a s; enfin dans le cas de quatritme
espéce H* coincide avec H.

Il est aussi utile de comparer, dans les trois cas (6.12), (6.13) et
(6.14), I'homographie principale K, avec les homographies /1 et H*.
Rappelons que K, est définie par les équations (2.9) qui maintenant, ou
nous supposons (5.1) et (5.2) peuvent s’écrire

(6.15) K,C=C, K,C'=C', K,C"=C", K,C"=C".

Dans le cas (6.14), toutes les trois homographies K,, H, H* coincident.
Dans le cas (6.13), elles transforment toutes de la méme fagon les
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points du plan tangent I et, si le point M est situé hors de I, les
quatres points

(6.16) C, KM, HM, H*M

sont différents I'un de lautre, appartiennent toutes a une droite, et leur
birapport est égal a 3. Dans le cas (6.12), les homographies K,, H, H*
ne transforment toutes de la méme fagon que les points de la généra-
trice g, et si le point M situé hors de g appartient au plan I, les
quatre points (6.16) appartiennent toutes a une droite et leur birapport
est de nouveau égal a 3.

7. Avant de passer au cas des cones, il convient d’examiner la
question d’existence de déformations projectives spéciales de troisi¢éme
et quatriéme espéce. Nous savons déja qu’a chaque correspondance base

@ entre les courbes (C) et (C) appartient une et une seule déformation
projective spéciale P qui soit de seconde espéce au moins. Pour exa-
miner l'espéce de P relative dax différentes correspondances ¢ entre

les courbes (C) et (C), en supposant ces courbes fixées, il convient de
choisir le parametre / de maniére quon ait p; 0 dans (6.2), c’est-a-
dire que (6.2) prenne la forme canonique de Laguerre—For-
syth |3]

(7.1) C"" =p,C' +¢C.

Condition nécessaire et suffisante pour que P soit de troisitme ou quatri-
éme espéce est alors que (6.2) prenne aussi la forme canonique

(7.2) C"" =p,C'+qC.
En appliquant les résultats classiques de la théorie de la forme cano-

nique de Laguerre—Forsyth on obtient immédiatement que, les courbes

(C) et (C) étant arbitrairement données, il existe toujours co? corres-
pondance ¢ entre elles (nous les appellerons correspondances ¢
canoniques) telles que P soit de troisiéme espéce au moins. De
plus, si une telle correspondance canonique s’obtient en rapportant les

deux courbes (C)et (C) au paramétre commun ¢, on obtient la corres-
pondance canonique la plus générale entre (C) et (C) en associant au
point du parameétre ¢ de la courbe (C) le point du paramétre.

at+b
(7.3) ct+d

de la courbe (C), oit a, b, ¢, d sont des constantes soumises seulement
a la condition ad—bc 3- 0. Enfin, on voit que le produit d’une corres-
pondance canonique entre les courbes (C) et (C) et d’une correspon-

dance canonique entre les courbes (C) et (C) est toujours une corres-

pondance canonique entre (C) et (5). ]
Dans Ihypothése (7.1) et (7.2), la correspondance canonique @

entre (C) et (C) définie par I’égalité du paramétre ¢ donne naissance
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a une déformation projective P de quatriéme espéce (nous dirons alors

que @ est stricte) si et seulement si p,=p,. Il en résulte que le pro-
duit de deux correspondances canoniques strictes est aussi une corres-
pondance canonique stricte.

Il est évident que la courbe C étant donnée, la famille des cour-
bes (C) telles quil existe au moins une correspondance canonique
stricte entre (C) et (C) dépend d’une fonction arbitraire d’un argument.
On peut se demander quels sont les couples de courbes (C),_(C') tels

que toutes les correspondances canoniques entre (C) et (C) soient
strictes; nous verrons que ceci a lieu si et seulement si chacune des
deux courbes appartient 2 un complexe linéaire [1]. Plus généralement,

on peut se demander quels sont les couples (C), (C) tels qu’il existe .une
famille continue de correspondances canoniques strictes. Comme le pro-
duit de deux correspondances canoniques strictes est aussi cannonique
strict, on voit sans peine qu’il suffit d’examiner la question pour le cas

oir (C) coincide avec (C). Considérons donc une courbe C donée par
’équation (7.1) que nous écrivons de nouveau dans la forme

da‘C dC
(7.4) R =Polt) T+ C.
En posant
L ol Y
(7.5) =rd’ ad—bc=06 F 0,
Q=(Ct+d)-_3y
on obtient
d4(eC d(eC
P) Py 2C) 4 ey oc
oll

Py(x) =083 (ct+d)®p,(2).

1l s’agit donc de rechercher quand est ce qu’il existe un groupe con-
tinu G de transformations de la forme (7.5) telles que, pour chaque
transformation du groupe, on ait

(7.6) (ad—bcY. p, (%) — (ct4-dy. po(d).

On voit immédiatement une premiére solution py(£)=0 qui correspond,
on le sait, au cas oil la courbe C appartient a3 un complexe linéaire;
le groupe G est dans ce cas le groupe de toutes les transformations
de la forme (7.5). Dans la recherche des autres solutions, nous allons
supposer que la groupe G a un parameétre; la forme des solutions que
nous allons obtenir montre iminédiatement que, le cas p,=0 excepté¢,
le groupe G ne peut avoir plus d’un paramétre. On peut supposer que
la forme canonique (7.4) ait été choisie de telle maniére que les trans-
formations du groupe G aient soit la forme

(2.7) r=at
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soit la forme
(7.8) U =¢+4b.
Dans le cas (7.7), ’équation (7.6) devient

ap, (at)=p,(t)
et on obtient la solution po(t)z—[3,
olt £ est une constante. Dans le cas (7.8), I'équation (7.6) devient
Po(t+0)=py(t), dolt p,=const. et sans restraindre la généralité, p,=1.
La probléme proposé a donc, outre p,:==0, d’autres solutions consistant
de familles de courbes dépendantes d’une fonction arbitraire f(#). A
chaque valeur de la constante 230 correspond une telle famille appar-
tenante au groupe (7.7) et déterminée par I’équation

(7.9) B3C"" =kC'+f(¢).C ;

il existe en outre une famille appartenante au groupe (7.8) et détermi-
née par l'équation

(7.10) C"" =C'+f(t).C.

8. Passons enfin a Pexamen du cas o1l les deux développabless,
s sont des cones de sorte que

C'=0, C'=0.

Nous savons que dans ce cas la déformation projective P est toujours
spéciale; il s’agit d’en discuter l'espéce. Remarquons d’abord qu ’on peut
remplacer les deux points A= A(t), C qui déterminent le cone s par
les deux points gA+fC, kC, ot g=g(¢)F0, f=f(f) et k%0 est une
constante; on voit tout de suite que ceci conduit 4 remplacer p par

p~{—3%—- Or le condition pour que P soit d’espéce supérieure a la pre-

miére est p=p et on voit sans peine que, les cones s, s et la corres-
pondance base ¢ entre eux étant arbitrairement donnés, cette condition
est toujours réalisable par une infinité de choix de projectivités déter-
minantes n; si

C—->C, A->A

est un -tel choix, alors le choix le plus général de n est
C —>C, A—FkA+fC,

ot k0 est une constante et f est une fonction arbitraire de £ Disons
que les projectivités déterininantes & sont bien choisies si la dé-
formation projective P correspondante est d’espéce supérieure 2 la
premiére.

Tandis que la différence entre les déformations de premiére espece
et celles d’espéce supérieure ne dépend pas de @ et eoncerne unique-
ment les projectivités déterminantes n, la différence mutuelle entre les
déformations de seconde, troisitme et quatritme espéce, au contraire,
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dépend seulement de la correspondance base ¢ (quant aux =z, il faut
seulement qu’elles soit bien choisies). En particulier, les 7 étant bien
choisies, la déformation P est de quatriéme espéce si et seulement si
la correspondance base ¢ se réduit a une projectivité (entre les étoiles
C et C). De la théorie de la forme canonique de Laguerre—Forsyth on
déduit sans peine que, les deux cones s et s étant donnés, il existe
toujours o3 correspondances ¢ (droite — droite) entre eux qui donne
naissance (si les n sont bien choisies) 2 déformations projectives de
troisitme (ou exceptionnellement quatriéme) espéce; si une telle ¢ est
définie en associant l'une a l’autre les génératrices de s et s correspon-
dantes a la méme valeur de f, alors la ¢ la plus générale s’obtient en
associant a la génératrice { de s la génératrice

at+b
ct+d
de s, ol1 a, b, ¢, d sont de constantes, ad—bc 0.

On peut aussi considérer deux homographies / et /7* (dépendantes
de t) entre les étoiles C et C'. L’homographie /1 (qu'on peiit nommer
homographie réglée) est définie par la propriété de réaliser dans
la génératrice correspondante a la valeur choisie de #, le contact ana-
lytique du troisiéme ordre; la définition de H* (qu'on peut nommer
homographie planaire) sobtient de celle de /7 en appliquant
dans les deux étoiles le principe de dualité. On peut prouver par un
calcul facile que

(8.1) HIAC|=|AC}, HAC|=[AC]+ y (p—p)IAC)
HIACI=A"Clt-5 (p=P) ATl 3 (i=P)+ g £ (p—P)|1AC)

H*|AC|=[AC), HHAC|=[ACI+5 (p—p)IAC)

(8.2) o (1 o
HA'Cl=(4Cl 3 (=P ATy Gpi—p —2p4P)

Fglp—PGptaliA C

Il en résulte que H et H* coincident si la déformation projective P
est de la troisitme (ou quatriéme) espéce; pour une P de seconde
espece, les droites passant par C et ayant de méme image dans / et
dans /A* sont précisément celles qui appartiennent au plan tangent [AA'C].

Recu le 16. 1. 1957
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BbPXY [MTPOEKTHMBHATA JE$®OPMALIMY HA PA3BHUBAEMHTE
[MOB'bPXHWHH

E. Hex ([para)

PE3IOME

Heka s u s ca nBe pasBuBaeMH NMOBbPXHHHH B S; H Heka o6pa-

3yBaIUHTE HM g U £ Ca OTHECEHH KbM elHH oOuy napamersp £ [lo Ta-
KbB HauHH e Je(HHHUPAHO eHO CBOTBETCTBHE ¢ (NPaBa — NpaBa) MexAy

s u 5. M36upame 3a Bcsiko f npoekTHBHOCT (f), TpascdopMupaa ToY-
KknuTe g=g(f) B TOukuTe g =g(f). MHOXECTBOTO -c! MPOEKTHBHOCTH 1 €

ellHa TOYKOBa TpaHcopmanus P Ha s B S. ToBa 3nauu, ue 34 BCSIKAa TOYKA
X oT § chiecTByBa XoMorpaduuna Tpancpopmanus K z= K(X), cpBnanauia
¢ P B okoaHocTHTe Ha X C TOYHOCT 10 6e3kpailHO ManKH OT TPETH pe.
HsBectHo. e [1], ue Te3n Tpanchopmauun P ca Haii-001HTe MPOEKTHBHH
dedopmMalli Ha pa3BHBaeMHTe NOBbPXHHHH. [Ipeamer Ha HacTosiulaTa
pab6ora e H3yyaBaHeTO Ha NPOEKTHBHHTe nedopMalHH P, HapeyeHH CT
Hac CMeNHAaNHH H XapaKTEPH3HPAILUH Ce CbhC CBOHCTBOTO, Y€ MOXe
na ce usbepe K =K, nmo TakbB HauMH, 4e Ja 3aBHCH CaMO OT
obpa3yBamniata g, HO He H OT noJoxkeHHeTo Ha X BbpXYy g. ToraBa xo-
morpadusita K=K, (f) e enHo3Hauno onpepnenesa. P e BuHaruk cne-
IHa/JHa, aKO JBeTe pa3BUBAEMH MOBBPXHHHH S H S Ca KOHYCH; P HH-
KOra He e CrnelMajgHa, akO CaMO ellHa OT TAX e KOHYC. AKO Hakpas S H
s ce obpasyBar oT gonuparejHHte kbM ABe kpuBH (C) u (C), Tbil ue
@ MOXe Ja ce pa3riexnua kato ToukoBa TpaHcopmauus Ha (C) B (C),
To P e cneunanHa, aKo 3a BCAKO ¢ Cbabpxaiure a (f) xomorpaduu B
S; OCBIecTBABAT aHAJHTHYEH KOHTAaKT NoHe OT nmbpBH pex Mexay (C)
u (C).

Toit kato P e cneuuanHa nedopmanns, cbiuectsysa (OCBEH B TpPH-
BHaJHHA cayuvall, xorato P e xomorpaduuecka TpchcbopmauHﬂ Ha S B
§) 3a BCcAKO ¢ TakaBa Touka B=B(t), ye nsoikata (B,B), neto B=K,(B)
Jla ¥Ma CBOWCTBOTO: HeKa y € KpHBa BBbPXY S M Heka X € TOuKaTa,
CHOTBETCTBYBalla Ha M36paHaTa cTo#HOocT Ha f. Kpusure Py, K,y umar
B X=PX=K,X aHanuTHYeH KOHTAaKT OT BTOPH Pe€J], HO 3a MPOEKUHHTE

Ha Py u K,y oT B To3u pen e >3. Kaspame, ue P e oT NbpBH BHI,
ako B He npuHansexu Ha paBHMHaTa 7, nonupaTenHa KbM S MO mpo-
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I'bJKEHHe Ha g; BTOPH BHJ, ako B npuHannexu Ha T; TpPeTH
B I, aKk0 B mnpuHamsexu Ha g U 4eTBBPTH BHJ, ako B e ocobeHa
Touka Ha (C) U BPBX Ha S, aKO S € KOHYC.

OcCHOBHHAT pe3ysTaT Ha HacTosillaTa paboTa ce CHCTOH B TOB3,
ye poabT Ha P Moxe na Obie ONHCaH MO APYr HAauyHH, KOHTO HHe Ie
M3JI0XXMM CaMO 3a CJyyasi, KOrato S U § He ca KOHycH. Torara cwbie-
cTByBa 3a BcsikO ! xoMorpadus H, TpaHcdopmupama net 6eskpaiHo
6auskn ToukH Ha (C) B cpoTBeTHHTe TOukH OT (C) M xomorpadus F*,
TpaHcopmupaua net Ge3skpaiiHo 61u3kH OcKysaauHH paBHHHM Ha (C) B
cbOTBeTHHTEe paBHuHH Ha (C). Xomorpadmuure H u H* rtpancopmupar
MO0 eIHaKbB HaUMH BCHYKH TOUKM Ha g.-Torasa BUABT Ha P e = 2, ako
3a BCAKO [/, m e wacT ot M (wm H*). B TakbB cayyadl BHABT = 3, aKO
H n H* TtpaHcopmupaT no enHaK’bB HaYHH BCHYKH TOYKH Ha OCKYJau-
Hata paBHHHa 7 u P e oT 4-4 BHA, ako H= H*



O NMPOEKTHUBHOM INE®OPMALIMU PA3BEPTBHIBAIOLLIMXCH
[TOBEPXHOCTEH

3. Uex ([para)

PE3IOME

[Mycts s, s ABe pa2BepTHIBAIOLIHECS NIOBEPXHOCTH B Sy H MyCThb HX
o6pasyiolue g, g OTHeCeHbl K HeKOTOpoMy obliemy napametpy £. Taxkum
o6pa3oM orpeneNeH0 COOTBETCTBHe ¢ (npsMas — mnpsimast) Mexnay s, S.
Bui6upaem nass Kaxxaaro { NPOEKTHBKOCTb 7 (f), nepeHocsilasi TOYKH
g=g(¢) B Toukax g =g(f). MHOXeCTBO oo! MPOEKTHBHOCTEH n SIBJISETCH
TOYeyHoi TpaHcdopmanueii P, s B s. P sBasieTcss ¥ NpoeKTHBHOH aedop-
MalHeil SB S. TO O3Ha4aeT, 4TO AJS KaXAOH TOYKH X, NPHHALJeXa-
mwei K s, cymiectByer romorpagpuueckas tpancdopmainia K= K(X), cos-
nagawoutass ¢ P B OKpeCTHOCTH X C TOYHOCThK) 10 OeCKOHEYHO-MasbiX
3-ero nopsinka. K3sectHo, [l], uro 3TH TpaHncopmauuu P ABASIOTCH
CaMBIMH OGIIHMH NPOEKTHBHBIMH JedopMalHaMH pa3BepThiBaloILelcs no-
BepxHOCTH. [IpegmeTroM HacTosimied paGoOTbl CJAYXHT H3yueHHe NPOeKTHB-
HuX fedopmaunil P, Ha3biBaeMbIX HaMH CMe L HaJJbHbB MH, H XapaKTe-
PH3HPYIOLIHXCS TeM CBOHCTBOM, YTO BO3MOXHO BHOpath K=K, Takum
o6pa3oM, uyTOOBl OHAa 3aBHceJa TOJbKO OT ofpa3sywlleit g H He 3aBH-
cesa oT nosoxeuuit X Ha g Torma romorpadus K,= K, (f) onnosxayxo
onpenenesa. P Bcerja cneuWajbHasi, €c1d IBe pa3BepThIBAIOLIHECH MO-
BEPXHOCTH § H S SIBJSIOTCH KOHYCAaMH; P HHKOrAa He crhelHajbHasi, ecaH
TOMBLKO ONHA H3 HHX KOHYyc. Ecamu, Hakowen s, s o6pa3syoTcsi KacaTesb-
HbIMH K ABYM KpHBEM (C), (C), TaKk 4TO ¢ MOXHO paccMaTpuBaTh Kak
ToyeyHoe npeobpasoBanue (C) B (C), To P cnenuanbHas, eClAH IJs Kax-
aoro ¢ comepxamue n(f) xomorpadud S, OCyHneCTBAAIOT aHAJHTHYe-
CKOe KacaHdHe nepBoro mnopsaka (no kpaineil mepe), mexay (C) u (C).

Tak kak P cneunannhiast nedopmaums, cyulecTByeT (M3KJIIOUas TPH-
BHaJHOro cayuvas, koraa P romorpaduueckas TpaHchopmauusi s B S)
Ans Kaynaoro ¢ Ttakas Touka B-==B(f), uro napa (B, B), rne B-:K,(B),
HMeeT cJenyiolllee CBOHCTBO: MyCTh 3 KPHBasl, IIpOReJEHHAst B &, M
nyctb X TOYKa, COOTBETCTBOIOIAs BBHIGPAHHOMY 3HaueHHio f. Kpusble
Py, K,y umelor B X=PX=K,(X) aHanuTHyeckoe KacaHHe BTOPOro Io-
paaka, HO Aas npoekuuit Py u K,y u3 B 3tor nopsinok 3. Mul roso-
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puM, uTOo P nepBOro pojna, ecii B He NpHHAAJNEXHT MIOCKOCTH T,
KacaTeJbHOH K S BIOJAb g; BTOPOTO poAa, ecii B npunamnexur 7T;
TPeThero ponaa, ecii 5B nmpHHAAJeXHT g H YEeTBEPTOro poAaa,
ecau B sBaseTca Toukoi Bo3BpaTta (C) MM BepLIMHOH S, €ClH S KOHYC.

OcHoBHO# pe3yabTaT HacTosILell PaGOTH COCTOHT B TOM, YTO POZA
P MoxXeT ObLIT ONMHCaH APYrHM CNOCO6OM, KOTOPHIH MB H3J0XHM TOJBKO

A8 caydasi, KOTZla S H S He SBISAIOTCA KOHycamu. Toraa cyuectsyer
ans kaxjaro t romorpadpus H, Tpanchopmupyiomas nsaTb GeCKOHEYHO

6au3kux Touek (C) B coorBercTByiomux Ttoukax (C), u roMorpacpus Fi*,
TpancopMmupyoulas naTh GeckoHeyHO GJIH3KHX COMPHKACAIOIMIMXCS MJOC-
koctefi (C) B coorBercTBylomux maockoctax (C). lNomorpaduu H, H*
TpaHC(OPMHPYIOT ONHHAKOBHIM 06pa3om Bce ToukH g. Toraa pon P 60ak-
e ABYX, €CJAH IJS KaXA0ro ¢ n sABasieTcs yactbio /1 (uam H¥). B Takom
caydae pox = 3, ecan H, H* TpancdopmMHpYIOT OaHRaKOBLIM 006pa3oM Bce
TOYKH coOmpHKacawulefics njockocti 7, u P umeer pon 4, ecan H=H".

Pa6oTta comep)HT Tak)e YCJOBHSI CYIIeCTBYBaHHH CrELHANbHbIX
aedopManuii pasiHYHHIX POIOB.

7 Hspectma wa MatemaTHueckms mucTnryT, ToM IIl, kw. 2
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