SUR LA DEPENDANCE LINEAIRE DES FONCTIONS
Paul Montel (Paris)

1. Soient u,(x), ug(x), ..., u,(x), des fonctions de la variable réelle
x, definies dans un intervalle (a, &) et admettant des derivées jusqu'a
'ordre (n—1) inclus. Le déterminant de Wronski s’écrit,
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en désignant par u{) la dérivée d’ordre j de la fonction u;

On sait qui I'annulation de D, est la condition nécessaire et sui-
fisante pour que les n fonctions soient liées par une relation linéaire
et homogéne a coefficients constants C;:

Cl u1+C2U9+ . +C,,ll,,‘—‘0.

2. La condition fournie par I'évanouissement du déterminant de
Wronski n’est plus applicable lorsque certaines fonctions #; n'admettent
pas toutes les dérivées jusqu’a Pordre (n—1) inclus. Quel critére pou-
vons-nous alors introduire?

Nous ferons appel dans ce cas au déterminant de Casorati:

L uy (%) iy (x) i(X)
Uy (x+h) uy(x+h) Un(x+k)
Dip—pyn=
u, (x+n—1h) uy(x+n—14). u,,(x+n——1h){

h désignant une constante, que l'on peut écrire aussi, en désignant par
Au, By, . , A*—'u les différences d'ordre 1, 2,..., (n—1) de u

pour l'accroissement 4
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3. Nous introduirons dans la suite des déterminants d’un type
voisin de celui de Casorati que nous appellerons des déterminants
mixtes de Casorati Ce sont les déterminants de la forme

iy Uy u,
m(x+h)  uy(x+h) 1y (x+h)
Doy = |1 (X+PR) 13 (x+ph) 1 (x+ph)
u, (x+k) Uy (x+k) U (x+k)
uy (x+qk) g (x+qk) n (x+qk)

avec p+qg=n—1, h et k désignant des accroissements différents. Pour
p ou g nul, on retrouve le déterminant de Casorati.

4. Considérons le cas de deux fonctions u(x), v(x), vérifiant les

conditions
Dh'_— ; u‘(x) 'U(x) $=O’
| u(x+h) v(x+h)
D= )  vw |_g
u(x+k) v(x+k)

le rapport h/k étant irrationnel.

La relation D,=0 donne, si u(x+A4)=%0,

v(x)=/(x) u(x),

f(x) désignant une fonction périodique de période A.
La relation D,=0 devient alors, en supposant par exemple

1 (x) %0,
w0 v = (%) 2(x) _
u(x+k) v(x+k)—f(x) u(x+k)

ou v (x+kR)=f(x) u(x+k).

Or v (x+R)=f (x+k) u(x+k),

donc u(x+k) [f(x+k)—f(x)]=0,

et, si u(x+4k)$0, 4.f=0. On a donc

dpf=4xf=0
et, comme k/AR est irrationnel, f est une constante.
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Considérons encore le cas de trois fonctions u, v, w. Si elles
sont liées par une relation linéaire a coefficients constants, les déter-
minants

u v w
Dgy=| u(x+h) v(x+h) w(x+h)
u(x+2h) v(x+2k) w(x+2k)

! u v w
Dy, o= u(x+h) v(x+h) w(x+h)
L w(x+k) v(x+k) w(x+k)

u v w
Dyy=1 4 (x+k) v(x+k) w(x+k)
u(x+2k) v(x+2k) w(x-+2k)

sont nuls. Réciproquement, supposons nuls les trois déterminants et
h/k irrationnel. Dy, =0 montre que l'on a, si D,[u (x+£k), v (x+£)]5F0,
par exemple,

w=fu+gv,

w(x+h)=fu(x+ h)+ gv(x+h),

f et g étant périodiques de période 4. o
En portant ces valeurs dans Dy, ,, on obtient, par une combinai-
son évidente portant sur les deux premiéres colonnes,

u(x) v (x) 0 ‘
Cu(x+h) v(x+h) 0 .

Dh;k=! u(x+k) v(x+k) w(x+k)—fu(x+k) =0.
l —gv (x+k)

On en déduit, puisque D, , est nul, si Dy(u, v)50,
w(x+k)=fu(x+k)+gv(x+k).

En portant enfin les valeurs de w(x) et w(x+4) dans Dy, on
obtient

u(x) v (x) 0
Dy, =i (x+k) v (x+*k) 0 =0,
u(x+2k) v(x+2k) w(x+2k)—ful(x+2k)—gu(x+2k)

d'oty, si D, (4, v)F0
w(x+2k)=1u(x+2k)+8v (x4 2k).
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Les égalités
w (%)= fu(x) +gv (x),

w(x R)=fu(x'tk)4gv(x-+k),
w(x 2k)=fu(x 2k)+gv(x+2k)
montrent comme précédemment que Pon a, si Dy |u(x3-R), v(x+k)|F0,
def=hg=0,

dnf= hg=0,

et que h/k est irrationnel, f et g sont des constantes.
On est ainsi conduit a la proposition générale suivante:
Théoréme. Pour que les fonctions continues u,(x),
Uy(x), ..., w,(x) soient liées par une relation linéaire a
coefficients constants, il faut et il suffit que les

déterminants

¢l, comme

[)(n 1y [)m" O, ko I)(n—-mh. Dky e Dlt. (n—9)k D(u DA

soient tous nuls et que le rapport h/k soit irrationnel.

La démonstration ne différe pas de celle donnée pour n=3;
elle introduit seulement de plus longues écritures. Les n déterminants
peuvent étre aisément remplacés par n autres possédant les mémes
propriétés et de méme forme.

5. Au cours de la démnonstration, nous avons été amené i intro-
duire différentes restrictions relatives, dans le cas de n=3, i certains
déterminants D, et D,. Au début, on a supposé que l'un des trois D,
pous x+hA, par exemple celui relatif a u(x+hA), v(x--h) est différent
de zéro; la seconde identité D,,=0 introduit la condition que l'un
des D, pour x est différent de zéro; nous avons pris par exemple
celui relatif 2 u, v. La condition D,,=0, nous a conduit & supposer
qu'un D,, relatif a u, v, est différent de zéro. Enfin, pous avons df
admettre que le D, relatif a u(x+ k), v(x1} k) n’est pas nal.

Remarquons que si deux D, sont nuls, le troisiéme l'est aussi en
général; si donc les trois D, ne sont pas nuls a la fois, un seul peut
¢tre nul; il en est de méme pour les .. On peut donc choisir unzcouple
des trois fonctions u, v, w pour lequel les D, et D, correspondants
sont tous deux différents de zéro.

En résumé, il suffit de supposer que les trois D, ne sont pas
nuls a la fois pour x et x &, ni les trois D,, pour x et x+ k. .

Cette conclusion s'étend aisément au cas général ol le nombre
n des fonctions est supérieur a 3.

Regu le 8. 7. 1957



BBPXY JINHEMHATA 3ABHMCHMMOCT MEXY ®YHKUHWUTE
[l. MouTen (IMapux)

PE3IOME

3a na 6bAaT 7 QYHKUMHM HAa eIHA PeanHa MPOMEHNHBA CBbP3aHH
C e/lHa JuHellHa 3aBHCHMOCT C MOCTOSIHHH KOe(HLHeHTH, e HeoOXOIHMO
H NOCTaThYHO JeTepMHHAaHTaTa Ha BpoHCkn 1a e TBXKIeCTBEHO paBHa
Ha Hyaa. Tosa npennosara, 4e Te3dW (DYHKUHH MMAaT NPOMU3BOJAHH 1O pex
n—1. H3ayuaBa ce cayyasdT, KOraTo TOBa yCJIOBHe He € H3IIbJIHEHO, KaTo
JleTepvMHHaHTaTa Ha BpoHcku ce 3amecTBa ¢ aeTepmHHaHTaTta Ha Ka3so-
patu. Taka ce nosnyvyaBa enHa CHCTeMa OT 7 J€TEPMHHAHTH, YHETO aHy-
JIHPaHE Bjleye cJael ce6e CH CbILECTBYBAaHETO HA JIHHEHHA 3aBHCHMOCT.



O JIMHEMHOM 3ABUCUMOCTH MEXIOY &YHKLIHUSIMU
[. MouTean ([lapnx)

PE3IOME

Heo6x0AHMbIM H NOCTATOYHLIM YCJIOBHEM IJiSi CYLIECTBOBAaHHS JIH-
HeAHOH 3aBHCHMOCTH C MNOCTOSIHHBIMM KO3 dHLUHeHTaMH Mexay 7 QYHK-
UHAMH OJHOI BellCCTBEHHOH NepeMeHHOH SIBJSETCH TOXIEeCTBEHHOE HC-
ye3HoBeHHe omnpenenuTeas Bpouckoro. [lpu 3TOM jenaercs npenpnoso-
Kenue, uyto ¢yHkund anddepesudpyeml n—1 pa3s. B 3tof paborte
H3Y4aeTCs INPOTHBOMOJIOXHBLIN cJydYail, 3aMeHsss onpeaeauteab Bpon-
ckoro ompeneaurenseM Kasopatu. [Tonyuaetcs cuctema n onpenenurenefi,
HCYe3HOBEHHe KOTOpLIX BjeuyeT 3a COOOW CyleCTBOBaHHe JHHEAHOH 3a-
BHCHMOCTH. .
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