SUR LES FONCTIONS MONOGENES AU SENS
DE FEODOROV*

Gr. C. Moisil (Bucarest)

Le systéme d’équations de Cauchy — Riemann pour la monogénéité
des fonctions d’une variable complexe

ou Ov
ox dy 0
ou  ov
ay T ox =Y

et le systtme de Cauchy—Poincaré pour la monogénéité des fonctions
de plusieurs variables complexes

ou Jv
ox; oy Y
du dv
oy; Tox; =0

jouissent de la propriété suivante: si (u* o*) et (u**, v**) sont deux
systémes d’intégrales, alors (u, v), ol

= u'ku*L _,v*.v**
,v —_ uﬁ:.v** + v*u**’

est aussi un systéme d’intégrales.
De méme le systéme

ou Ov
ox oy~ Y
du Jdv
gy ox=9
ainsi que les systémes analogues a 2n variables — jouissent de la

* Contérence faite a la Session scientifique des mathématiciens bulgares, Sofia,
-octobre 1956.
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propriété: si (u*, v*) et (u**, v**) sont deux systéme d’intégrales, alors
(u, v), oln

u=u*u**+,v*,v**
est aussi un systéme d’intégrales.

Considérons un systéme de m équations aus dérivées partielles.
du premier ordre a coefficients constants

o7

(I) g Tihs aé.l*=0
a n variables indépendantes x!,..., x* et a r fonctions inconnues
P55 Pre

Nous étudierons la propriété suivante, que nous appellerons pro--
priété Q:il existe r* constantes c;» telles que si (p7,..., ¢;) et
(9" - .-, 9.") sont deux systémes d’intégrales, (¢;,..., ¢,), ol
(I Fi= ) Cine P, Py »

est aussi un systéme d’intégrales.

Il y a une classe intéressante de systéme ayant la propriété Q;
ce sont les systémes qui donnent les conditions de monogénéité au sens.

de Feodorov (1], [2), 3]
Soit un systéme de nombres hypercomplexes commutatif, ayant la
base (e, €, ..., €e,) et soit

w=e,w,+... +e,w,
un pfaffien hypercomplexe, w; étant des formes linéaires de différen-
tielles
0.),'= 1,']_ (Xl, e oy x”)dxl+ e + a[" (xl, « e 0y xn)dx".
Une fonction hypercomplexe
P=®1€,+-.. + @rer

de ces n variables: ¢;,=%;(x!,..., x?) est monogéne au sens de
Feodorov sl existe une fonction hypercomplexe ¢’ telle que

dep=¢'w.
Les conditions de monogénéité au sens de Feodorov s’obtiennent
en éliminant ¢’ entre les équations
oy .
ox; ¢ 2 €% ji-
J

On obtient un systéme linéaire a coefficients variables qui généralise le
systéme de Cauchy. Ce systéme jouit de la propriété Q. En
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effet si ¢* et ¢** sont monogénes au sens de Feodorov, ¢=g*¢** le-
sera aussi, comme on le voit facilement.

En prenant le systtme de nombres complexes ordinaire et le sys-
téme de nombres complexes hyperbolique on tombe sur les systémes
d’équations du § L

Applications a la théorie de I'élasticité. Si o, Gy, T
sont les composantes de la tension et si w est la rotation locale, pour
Péquilibre plan d’un corps isotrope, L. S. Sobrero a montré que les
équations aux dérivées partielles qui lient ces fonctions [5], [6], [7] sont.
les conditions de monogénéité de la fonction

4p (A
—0x+ /0y +j (1+/%)+ ‘;‘Jf L jo

par rapport a
m=dx—-7¥— dy

Punité hypercomplexe j étant définie par
(1 +,2)2=0.

On conclut que si (o, o, % w*), (o7, o), %, w*¥) sont deux
systémes d’intégrales des équations de Iélasticité isotrope plane,

ox=—0,0  + o o + 4’;\-:’:1” (TFo** 4 TFw*),
oy=—a} c;, — oy cy-—Qc; ;‘ 4};(:_;:‘) (t*w** + 1% w*) +
+ 1?’;:(}21-)5)2 w*w*F,
t=—(a}+ &) T — (o + )T+ O (wta) ),
w=— (o, +0)) 0™ —(a}" + o}") ¥

le sont aussi.

Applications a2 I’hydrodinamique des liquides
visqueux. Comme nous Pavons montré [7], [8] les relations entre
les composantes de la tension et le tourbillon dans le mouvement plan,
lent, permanent d’un liquide visqueux incompressible, sont les conditions
de monogénéité de la fonction

—ax+ /%y +j (1 + /%) T+ 4po

dans le méme systéme de nombres hypercomplexes, de sorte que si
(s3> o;, ¥, w*) et (o, o, ™ w**) sont les composantes de la ten-
sion et le tourbillon pour deux mouvements plans, lents, permanents

d’un liquide visqueux incompressible
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Gx=—G,G, + c c Y+ 4p (TRo™ 4+ T*0*),
oy=—0,0, — o' o) —20] o" —4p(TFo™* +1**u*),

i S e
T S o ok
ﬁ_4p(qyw 6*—cy w %
w=—(c, + O’;) T G c;‘ ) o*

le sont pour un troisiéme mouvement.

Application a la théorie de ’élasticité des corps
non isotropes. Les équations de I’équilibre plan d’un corps élas-
tique non isotrope peuvent aussi étre considerées comme conditions de
monogénéité pour certaines fonctions hypercomplexes [9]. On en tire
des conclusions analogues.

Remarques sur un cas particulier. Si le pfaffien w est
la différentielle totale d’une fonction hypercomplexe g et si le systéme
admet un élément 1, la fonction g est monogéne donc les fonctions
g% g%, ... et les séries convergentes

2an8"

sont des fonctions monogenes (a conditions qu’elles puissent étre dé-
rivées terme a terme).

Pour que les expression (II) soient des intégrales du systéme (I)
lorsque les (7,---» 9;) et les (g% ..., %) le sont il faut et il suf-
fit que les équations

*:i

dYk d*h) :
2 Yul Cinke \ Py oxt + cpk Ot 0

ioh,

:soient des conséquences des systémes

d;h
z Yint BF:O

h

On doit avoir

Oty « 0%
z Yin C,hk(q»’,, oxt + @) dxl) =

J. h kR

0%,
2 Qijr Py Pimt 5t
k.Jj h, r

o%,
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avec des nouvelles constantes a;, b;% donc il faut et il suffit
qu’on ait

Z Yt Cine = z Qijk Yint
J J

() Z Tist e = z bijnYin-

Pour que le systeme () ait la propneté Q il faut et il suffit que
le systéme (IlI) avec les inconnues a;u, b, cijun ait une solution. Ce
systéme est un systéme a 2mnr® équations et 3r? inconnues, de sorte
que les y,;; ne peuvent pas étre arbitraires.

Etude dun cas particulier. Soit e,..., e, des unités.
hypercomplexes; posons

=% t+...1+9.€

Les relations (II) équivalent a la multiplication

si le systéme est défini par la loi de multiplication
av) ener = 2 €:Cink-
J

Supposons le systéme associatif et commutatif:

Cink == Cirn

Z Citm Ctnke = 2 Cint Cthm-
t t

Le systéme (1lI) admet les solutious

~eij = Ctij
Qe Citj
‘ b1ij= Cuji
donc le systeme (I) est
O%p

ht

Si nous multiplions par e; le systéme devient

oy J
z €iCin (9:1‘ -s

ou

z eh e’ d‘F’l —-- .

D ze”dth

Avec
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il devient
(V) D¢ =0.

L’operation D est une extension de I’operation de dérivation
.aréolaire de D. Pompeiu [10], [11], [12], [13]. Le systéme (V) équi-
vaut aux relations globales

f f ¢ds =0,

do=edx®...dx"+...+edxt. . dx"'.

ol

Remarques sur le cas général Supposons le systtme non
-associatif et non commutatif, mais supposons m=n=r. Introduisons, en
.dehors de la loi de multiplication (IV) les trois lois de multiplication :

erXer= 2 eiYi Ry
]

€h>l<€k = Zei Qikn
q

€h>2< er= Z ei bign
Les équations (III) montrent que
er X (ener)= Ze’z X Zejcjhk
= > (erXe)) cme
= Z €iYijt Cink
Z €;Qijr Y int
= Z(ekf €)) Y jnt
= ek>l< Z €)Y jnt =€ >1< (er x en)
= Z €;iYijt €jnk
= Z €; bijh Ykt
= }j en XY m

= ey fzej'}’jklzehxz(el X ).
Les relations
er X (enex)=ex x (0 X en) = enx (ecXex)
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montrent que pour trois éléments «, 8, ¥ on a
(VD) @X(By) =7 (a X B) =X (=XY).
Nous sommes ainsi conduits a étudier les anneaux ayant quatre lois de
multiplication , X“, .-, ,X“ et ,X“ non associatives et non commutatives,

1 2
mais liées par la relation (VI). Nous les appellerons anneaux nor-
maux,

Le systéme (I), avec

0 4]
D=€1 b?-}-.. . +e,.d—x;,

-est
DXe=0.
On peut refaire le calcul d’'une maniére rapide. On a
Vi) DX(g* 7**)= [¢** X (DX +[3*% (D X ¢**)]

ce qui montre que si 0=D X ¢g*=D X ¢**, on a D X (¢* ¢**)=0.
On est ainsi conduit 4 Pétude des anneaux normaux qui
sont doués d’une transformation D additive:

(V1) DX(¢*+ ¢™*) = (D X¢*) + (DX g**)

satisfaisant a la loi (VII).
Recu le 10. X. 1956
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BbPXY ®YHKLIMUTE, MOHOINrEHHH B CMHCBJI
HA $®EOIOPOUB

'p. Moiticun (Bykype)
PE3IOME

Cucremata ypaBHenus Ha Koumm—PumaH 3a MOHOreHHOCTTa Ha
(yHKIMHTE HA elHAa KOMNJIEKCHAa NPOMEH/IHBA MMaT CJeIHOTO CBOHCTBO:
CohutecTByBaT 7 KOHCTaHTH ¢ TakuBa, ye ako (g, » @) H

- LA »
(¢;"».--» @,) ca nBe CHCTEMM OT HHTerpanH, GUIHHeiiHaTa KOMGHHaUUs

(II) e cwwo uaTerpa.s.

ToBa cBOHCTBO MMAT M YCJAOBHATA 32 MOHOreHHOCT mno <Peomopos
Ha eJHa XHMePKOMIVIEKCHAa (QYHKLHA ¢ IO OTHOIIEHHE Ha XWUIEePKOM-
naexcHus npadpHad w: dy=¢'o.

Kato npumep aBTOpB®T mnocouBa, 4e CBIIOTO CBOHCTBO HMAaT H
ypaBHEHHAATA Ha pAaBHHHHATA €JACTHYHOCT M YPaBHEHHMATAa HAa PaBHHH-
HaTa XHAPOAHHAMHMKA HAa BHCKO3HHTe HECBHBaeMH TEUYHOCTH.

B o6mua cayuyait Ha cuctemuTe (I) cBoiicTBO Q ce H3passBa B
ChILECTBYBaHETO HAa TaKHBa & D KOUTO YIOBJETBODSBAT ypaBHe-
nusara (I1I).

B wacTHoCT, aKo ¢, ca CTPYKTypPHH KOHCTAaHTH Ha e€lHa KOMYyTa-
THBHA CHC’ *Ma XHNEpPKOMIIJIEKCHH YHCJAa C eNUHHLH e,,..., €, CHCTe-
MaTta MoxXe gna ce Hanuiue M BbB ¢opmarta Do=0.

B o6uiust cayuvait TpsaGra B CHCTEMaTa XHMEPKOMIJIEKCHH YHCAAa Haa
ce BbBeNaT TPH HOBH 33aKOHA 3a YyMHOXXeHHe X, >]<, XM CBOHCTBOTO Q

ce wu3paszsBa TtoraBa c (VI). Cucremara (I) ce HanucBa BBB BHIAA
DXy =0, kpaero D e eana nuctpudyrussa onepanus (VIII), ynosnersops-
Bama (VII).

3. Masectus na Maremar. mircturyr, 1. 1V, ki 1



O PYHKUHAX MOHOIEHHbBIX B CMBICJ/IE $EOOOPOBA
'p. Mosicua (ByxapecrT)
PE3IOME

Cucrema ypaBHeHm“x Kown—Pumana anss MOHOreHHOCTH (QYHKLUHM
ONHOH KOMIJIEKCHOH NepeMeHHOH HMeeT cJieayiollee CBOMCTBO:

CyuiecTBYIOT 73 NOCTOAHHBIX Cjjx, TaKHX, YTO: €CJH N cp,) H
(", .., @) CyTb ABe CHCTeMBl HHTErpanoB, GHIHHeliHas KOMGHHaLWs
(II) Toxe siIBAfeTCA HHTerpaJsoMm.

To e camoe HMeeT MeCTO H IJSl YCJOBHI MOHOTE€HHOCTH B CMBICJIe
$eon0pOBa ONHOI THNEPKOMMJIEKCHOH (YHKUHH MO OTHOIIEHHIO K [H-
nepkoMmyekcHoMy naduany. w: do =¢'w.

B kauecTBe npumepa, aBTOpP BbICKa3biBaeT 3TO CBOHCTBO HIJsA ypas-
HeHHIl PaBHHHHOM YUPYroCTH M PaBHHHHOH THIDOJAWHAMHKH HECXH-
MaeMbiX BH3KO3HbIX XHAKOCTEMH.

B oGuwem cayuae cucrem (I) cBoiictBo Q Bhlpakaercs cylue-
CTBOBaHHeM MOCTOSIKHBIX @k, Oij,°yAoBAeTBopswowHx ypasHenuam (III).

B uyacTHOCTH ecan ¢, SABJAAIOTCA CTPYKTYPHBIMH KOHCTaHTaMH
KOMMY TaTHBHOMH CHCTeMbl THIEPKOMIMJIEKCHBIX YHCeJ, C eIHHHLIaMH €,,..., &,

cHcrema nuuercs B ¢opme Do =0.
B o6iuem csayvyae Hano BBeCTH B THNEPKOMIIJIEKCHYIO CHCTEMY TPH

HOBbIX YMHOXEHHSl X, Xy M Toraa cBOHCTBO Q BbIpaxaeTcsi COOTHO-

weHunsaMH (VI). Cucrema (l) numerca DXe¢ =0, rae D mguctpuGyTHBHas
onepauus (VIIl), ynosaetrBopsiomas (VII).
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