SUR UNE CONSEQUENCE DE L'HYPOTHESE
DE GOLDBACH

André Schinzel (Varsovie)*

Il est bien connu et facile 2 démontrer que I'hypothése H de Gold-
bach

H.Tout entier pair>4est une somme de deux nom-
bres premiers impairs

entraine que tout entier impair = 7 est une somme de trois nom-
‘bres premiers impairs.

Le but de cette communication est de démontrer le théoréme sui-
vant:

Théoréme. L’hypothése H entraine la proposition P,
Suivante:

Pi,. Tout entier impair > 17 est une somme de trois
nombrés premiers distincts.

Démonstration. On verifie sans peine que tout entier impair
st un nombre d’une des dix formes 6k+3, 10k+5 ou bien 30k+i,
oun i=7, 11, 13, 17, 19, 23, 29.

k étant un nombre naturel donné, il resulte de ’hypothése H qu’il
-existe des nombres premiers p; et ¢; (i=1,2,... 10) tels que

1) 6k+3=3+4+p,44, 2) 10k+5=5+pa+qs,

3) 30k+1=13+p3+¢s, 4) 30k+7=174p,+q,
1) 5) 30k+11=23+ps+¢s 6) 30k+13=23+p+s,

7) 30k+17=T7+p;+q,  8) 30k+19=T7+pg+qs

9) 30k +23=134pg+qy 10) 30k+29=17+p10+ 410

Si, pour un nombre i de la suite 1, 2,...,10 on aurait p,=gq; on au-
rait respectivement
1) p,=3k, 2) p,=>5k, 3) p;=3(5k—2), 4) p,=5(3k—1),

5) py=3(5k—2), 6) ps=5(@Bk—1), 7) p;=5@Bk+1), 8) ps=3(5k+2),
9) po=>5(3k~+1), 10) pyo=3(5k+2).
Les nombres p; (i=1,2,...,10) étant premiers, les cas 1) et

2) sont impossibles pour £ entier =1 et les cas i, ou i{=3, 4,..., 10,
sont impossibles pour £=1, 2,...

* Conférence faite a la Session scientifique des mathématiciens bulgares, So-
fia, octobre 1956 (communiquée par M. W. Sierpinski).



36 André Schinzel

Les cotés droits des formules (1) sont de la forme r;4p;+gq;, ol
Pi qi» i sont des nombres premiers notamment r,=3, 5, 13, 17, 23,
23, 7, 7, 13, 17 pour i=1,2,...,10. Or, nous avons démontré plus
haut que p;==q; pour k> 1 dans les cas 1) et 2) et pour k=1,2,...
dans les cas i), out i=3,4,...,10.

Or, supposons que pour un nombre i de la suite 1,2,...,10 les
nombres 7, p; et g, ne sont pas tout distincts. On aurait donc r,=p;
ou bien r,=g, et il resulterait tout de suite de (1) qun 'des nombres.
suivants devrait étre premier:

1) 6k+3—23=3(2k—1), 2) 10k +5—2.5=>5(2k—1),
3) 30k+1—2.13=5(6k—5), 4) 30k+7—2.17=23(10k—9),
5) 30k+11—2.23=5(6k—7), 6) 30k+13—2.23=3(10k—11),
7) 30k+17—2.7=3(10k+1), 8) 30k—+19—2.7=5(6k+1),

9) 30k+ 23— 2.13=23(10k—1), 10) 30k—+29—2.17=>5(6k— 1).

Or, c’est évidemment impossible dans les cas 1)—4) pour £>>1
et dans les cas 5)—10) pour k=1, 2,.

L’implication H— P, se trouve ainsi démontrée sauf _peut-étre
pour les nombres 19 |cas 8) k=0], 23[cas 9), £=0],"29 [cas 10), k= 0},
31 [cas 3), k=1] et 37 [cas 4), & —11 Or, on a les décompositions en
sommes de trois nombres premiers distincts 19=3+5+11, 23=3-+-7+ 13,
29=5+7+17, 31=7+11+13, 37=7+13+17.

L’implication H — P, est ainsi vraie et notre théoréme se trouve
démontré.

Or, M. W. Sierpinski a démoniré que la propcsition

P.. Tout entier pair>>8 est une somme de trois
nombres premiers distincts
équivaut a la proposition F, suivante:

H,. Tout nombre pair >>6 est une somme de deux
nombres premiers impairs distincts.

En effet, admettons que la proposition P, cst vraie, et soit 24
un nombre pair =>6. On a donc 2k+2>8 et dapres P, il existe
trois nombres premiers distincts, p, ¢ et r tels que 2k—+2=p-+qg-! r.
Les nombres p, g et r, dont la somme est un nombre palr, ne peuvent
évidemment étre tous les trois impairs Un ’entre eux, soit 7, est donc
=2 et on en trouve 2k=p—+g, oit p et ¢ sont des nombres premiers
impairs distincts. On a donc 2, -- H|.

Or, admettons maintenent que /), est vrai et soit 2& un nombre
pair >8. On a donc 2k—2>6 et il résulte de H, quon a 2k-—-2=
=p-+¢g, oit p et g sont des nombres premiers impairs distincts. 1l en
résulte que 2k=2+4p-+¢, ot 2, p et g sont des nombres premiers dis-
tincts. On a ainsi A, — P, et, comme plus haut nous avons démontré
que P, - H, on a P,=H, c.q.f d. /

Recu le 10. X. 1956



BbPXY EOHO CJIEACTBHUE OT XHIIOTE3ATA HA IOJIOBAX
A. llnunuen (Bapmasa)

PE3IOME

ABTOpPpDBT IOKa3Ba, Ye OT XHMore3aTa Ha [osmbax (4e BCAKO YETHO
YHCI0 =>4 e cyMa Ha JABe HEYeTHH NPOCTH YHCJA) CJeIBa, Ye BCAKO He-
4YeTHO 4yHCcJ0 > 17 e cyMa HAa TPH Pa3/IHYHH MPOCTH YHCJA,



Ob OOHOM CJVIEACTBHUU M3 I'INOTE3bl I'OJIbIBAXA.
A. llunuen (Bapumasna)

PE3IOME

ABTOp HOKa3biBaeT, YTO H3 rumnortesnl ['onpnbaxa (YTO BCAKOE YeT-
HOEe 4YHCJIO > 4 ABJASIeTCA CYMMOH IBYX H€YeTHHX MPOCTBHIX YHCEN) Bbl-
TeKaeT, UTO BCSIKO€ HeYeTHOoe 4HcJ0o > 17 gBaseTca CyMMOH Tpex pas-
JHYHBIX MPOCTHIX YHCeJ.
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