EINFACHE SELBSTERREGTE SCHWINGUNGEN*

Rolf Reissig (Berlin)

Das Differentialgleichungssystem
(D) x=v, v=—G(x)—F(v)

beschreibe das Verhalten eines einfachen Schwingers (mit dem Aus-
schlag x und der Geschwindigkeit v), der mit nichtlinearer Riickstell-
kraft und Selbststeuerung ausgestattet ist. Dann liegt es in der Natur
der Sache, fiir die beiden wirksamen Krifte folgende Voraussetzungen
zu treffen, die sehr allgemein sind.

a) Solange die schwingende Punktmasse geniigend langsam ist,
darf die Kraft —F (v) nicht als Dadmpfung wirken. Wenn sich die Masse
aber schnell bewegt, darf —F (v) keine Antriebskraft darstellen; dann
soll wihrend der Bewegung in positiver Richtung sogar eine echte
Dampfung auftreten.

Das heisst:

F@v=0 fir vj=y (y>0),

Fv)=8>0 fir v =Y >y,
F(v) =0 fir v == —Y.

(Die positive Konstante & darf beliebig klein sein.)

Im Abschnitt — Y =v = + Y bezeichnen wir:

Max F(v)=F>0,
Min F(v)=f=0.

b) Das Glied— G(x) entspricht einer echten Riickfiihrkraft, die in
gewissem Abstand von der Gleichgewichtslage x=0 eine vorgeschrie-
bene Mindeststirke erreicht.

Das heisst:

G(x)x >0 fir x 5= 0,
Gx)= —f+8 fir x=X>0,
G(x)= —F—3& fir x = —X.

* Vortrag auf der Bulgarischen Mathematikertagung. Sofia, Oktober 1956.
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Wir definieren noch:
J (¥)= f G (E) d&.
(V]

Die Funktion J/(x) ist natiirlich positiv-definit.

c) Eine zusitzliche Annahme besteht darin, dass die Funktionen
G (x), G' (x) sowie F(v), F'(v) fiir alle Werte der unabhingigen Varia-
blen x bzw. v stetig sein sollen.

Diese Voraussetzung kann gemildert werden, wenn man an Stelle
des Bendixsonschen Theorems einen anderen Satz ‘als Grundlage
fiir den nachfolgenden Beweis verwendet.

Die Voraussetzungen a) bis c) sind beispielsweise in dem bekann-
ten Van der Polschen Falle erfiillt, wo wir schreiben kénnen

F(@)=¢@*3—v) (¢>>0) und G(x)=x.

Fiir den somit beschriebenen Schwinger wollen wir jetzt bewei-
sen, dass zu den moglichen Bewegungen mindestens eine periodische
gehort, d. h. dass die Punktmasse wenigstens einer selbsterregten
Schwingung fihig ist.

Zu dem Zweck veranschaulichen wir uns die Lésungen von (D)
in der xv-Ebene durch die (orientierten) Charakteristiken mit der Pa-
rameterdarstellung

x=x(t), v=v(f).

Aus zwei doppelpunktfreien geschlossenen Wegen konstruieren wir um
den Ursprung (den einzigen singuldren Punkt) herum ein Ringgebiet,
aus dem keine Charakteristik entweichen kann.

Wir stiitzen uns nun auf einen bekannten Satz von I. Bendix-
son*, aus dem hervorgeht: Jede Charakteristik in unserem Ringgebiet
ist entweder cine geschlossene Kurve oder nihert sich unbegrenzt
einer solchen Kurve. Damit ist die Existenz einer geschlossenen Cha-
rakteristik bewiesen; diese ist offenbar das Bild einer Schwingung.
Hauptaufgabe ist demzufolge die Konstruktion des Ringgebietes, d. h.
seines inneren Randes W; und seines dufleren Randes V.

Hierzu werden wir die Hilfsfunktion bendétigen:

w(x, v)=J()+ 5

Fiir ihre zeitliche Ableitung ergibt sich aus (D):

d

G2 0) = G)X + vo=—F(v).

Konstruktion desinneren Randes W,
Fir || <y gill nach a):
w(x, v) =0.

* Sur les courbes définies par des équations différentielles. Acta Mathema-
tica, 24 (1901).
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Die Kurven @ (x, v)=C stellen ineinander geschachtelte Ovale
dar, die den Ursprung einschliessen und zur x-Achse symmetrisch sind.
Widhlt man den Parameter C so klein, dass das zugehdrige Oval den
‘horizontalen Streifen |v| = y nicht ilberschreitet, so eignet es sich als
innerer Rand des gesuchten Ringgebietes.

Konstruktion des duleren Randes W,

Die Konstruktion des duBeren Randes ist wesentlich komplizier-
ter. Um ihn zu bestimmen, sind mehrere Abschitzungen erforderlich,
die man wiederum mit Hilfe von a) gewinnt:

fir v =0 Ev(x, v) = —fo, d. h. [w(x, v)+fx] =0;
fir v=Y w(x, v)= —b&v, d. h. [w(x, v)+ax]'§6;
fir v =0 iv(x, v) = —Fo, d. h. [w(x, v)+Fx] =0;
fir v=-Y w (X, v) = 0.

Hieraus ergibt sich der folgende Konstruktionsplan.

a) Von P,(x,, Y) (wo die Abszisse x; positiv und hinreichend
grofl sein soll) nach rechts bis £, (x5 0)

w(x, v)+fx=w(x, VN+fx;;

b) von P, (x;, Y) oberhalb der Horizontalen v=Y nach links bis
PG (XB’ Y)

w (X, V)+8x=w(x, Y)+8&x;;
c) von P;(xs; Y) nach links bis Py (x5, 0)

w (X, V)+fx=w(x, Y)+[xs5

d) von P, (x, 0) nach links bis P;(x3 —Y)
w(x, )+ Fx=w(x, 0)+Fx,;

e) von P;(x; 0) nach rechts bis P (x,, v, = —Y)
w(x, v)+ Fx=w(x; 0)+Fx;;

f) von P;(x,;, —Y) unterhalb der Waagerechten v=—Y nach
links bis P, (x,, vy)

w(x, v)=w(x; Y).

Um nachzupriifen, ob der Entwurf iiberhaupt durchfiihrbar ist,
braucht man sich mit dem recht uniibersichtlichen Weg W, gar nicht zu
befassen. Wir bilden nidmlich die xwv-Ebene nach der Vorschrift
w—w (x, v) auf die obere Hilfte der xw-Ebene ab, und dabei geht
W, ganz einfach in einen Streckenzug iiber. Bezeichnet man die
Kurve

w=w(x, 0)=J(x)
mit C, und die Kurve ye
w=w(x, ¥)=J(x)+-,

mit C,, so entsteht dieser Streckenzug, wie folgt:
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a) Der Punkt x; von Cy wird nach rechts durch eine Strecke:
der Steigung — f mit C, verbunden (Abszisse x,);

b) durch ihn wird auflerdem an Cy die Sehne mit der Steigung
— & gelegt (Abszisse xg), die Cy nur an den Stellen x; und x,; schnei-
det.

c) Vom Punkt x; von Cyp wird nach links eine Strecke der Stei-
gung —f bis C, gezogen (Abszisse Xx;).

d) Der Punkt x, von C, wird nach links durch eine Strecke der
Steigung —F mit Cy verbunden (Abszisse xj).

e) Vom Punkt x; auf C, wird nach rechts eine.Gerade der Stei-
gung —F gezeichnet und

f) vom Punkt x; von Cy nach links eine waagerechte Strecke
(die fiir x << x; ganz oberhalb von Cy verlaufen soll) bis zum Schnitt
mit der in e) beschriebenen Geraden (Abszisse x,).

Wir konnen uns jetzt leicht davon iiberzeugen, dafl der Strecken-
zug (d. h. die Abbildung von W,) allen Anforderungen geniigt, sofern
die Ausgangsabszisse x, grofler gewidhlt wurde als eine bestimmte po-
sitive Schranke. Hierbei benutzen wir vor allem die Voraussetzung b)
iiber G(x). Der Weg W, enthdlt dann in seinem Innengebiet den.
Weg W, so dal das gewiinschte Ringgebiet hergestelit ist.

Eingegangen am 23. X. 1956



NMPOCTH CAMOBDB3bYIEHU TPEIITEHUSA
P. Paticur (bepaun)

PE3IOME

Enna cBo6onHa AHHaMHYHA CHCTEMa MOXe Ja H3BBpIIBAa TpenTe-
HHSA TIPH CJleXHHTE TBBbpAe OOINH ycnoBHsI: 3aBHcellaTa OT CKOPOCTTa
cHaa (camoynpaBieHHe) He OGHBa Jia cnHpa GaBHHTE CHCTEMH, Tpsi6Ba
o6aye MNpH MHOCTaTBHYHO OBP3HTE CHCTEMH Ja JAeACTBYBa 3aTHXBALLO
(Makap M npousBoJHO cna6o). O6paTHO neiicTByBamiaTta cHjla TpsAGBa na
HMa eIHH MHHHMYM, DacTAlll 3aelHO C Pa3CTOAHHETO IO HYJEBOTO IIOJO-
XeHHe M BeJIMYHHATA Ha CaMOINOATHKBAHEeTO Ha 6aBHaTa CHCTeMa.



MPOCTBIE CAMOBO3BYXXIEHHbBIE OCLIM/IVIALIUH
P. Paiicur (Bepaun)

PE3IOME

CBo6onHasi HIMHAMHYECKasw CHCTeMa aBTOKoJsiebaTeJbHAa NpH Clle-
AYIOWMX, BecbMa OOIIHX, YCJOBHAX: 3aBHCALIAag OT CKOPOCTH CHJa
(camoymnpaBsieHHe) He JIOJ/XKHA TOPMO3HTb MeJJIeHHble CHCTEMH, HOJXKHa
OJIHaKO MpH ObICTPBIX CHCTeMax HeiCTBOBaTb KaK 3aTyxaHHe (XOTd Oul
CKOJb YrofiHo Majnoe). as mocTaTo4yHO OOJIBILIMX PAacCTOSIHUA OT HyJe-
BOrO MOJIOXKEHHS] BeJHYHHA BO3Bpalllaiollledl CHJABbl NOJKHA HMETb MHHH-
MyM pacTyllero BMeCTe ¢ BeJHYHHB aBTOTOJYKA MeJJIEHHOH CHCTEeMhl.
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