WANDGESETZE TURBULENTER GRENZSCHICHTSTRO-
MUNGEN AUF DER GRUNDLAGE DER PRANDTLSCHEN
MISCHUNGSWEGHYPOTHESE

Witold Szablewski (Berlin)

I) Einleitung

Auf der Grundlage der Mischungsweghypothese hat L. Prandtl*
bekanntlich fiir eine wandnahe Zone turbulenter Grenzschichten ein lo-
garithmisches Verteilungsgesetz der Geschwindigkeit abgeleitet. Dieses
Gesetz hat eine vielfache experimentelle Bestitigung gefunden und ist
heute als gesicherter Bestandteil der Theorie anzusehen. Es gilt aller-
dings nur fiir die vollturbulente Schicht und erfaBt also nicht die
Ubergangsschicht zu der bei turbulenten Grenzschichten stets an der
Wand vorhandenen laminaren Unterschicht, deren Geschwindigkeitsver-
teilung sich leicht analytisch angeben 148t. Wir werden in der vorlie-
genden Schrift zeigen, dal sich diese Liicke auf der Grundlage der
Prandtlschen Hypothese schliefen lda8t, und werden eine analytische
Formel fiir die Geschwindigkeitsverteilung in der Ubergangsschicht an-
geben. QGleichzeitig gewinnt man dabei fiir die in der Prandtlschen For-
mulierung des logarithmischen Gesetzes auftretende Integrationskonstante
eine Analyse vom Standpunkt der Theorie.

Das log. Gesetz hat, wie erwihnt, zahlreiche experimentelle Be-
statigungen fiir turbulente Grenzschichten mit Druckabfall bis zu schwa-
chem Druckanstieg hin gefunden. Bei mittlerem oder starkem Druckan-
stieg jedoch zeigt uns das Experiment und auch theoretische Uberle-
gung, dafl von einem log. Gesetz nur noch sehr eingeschrinkt oder
iiberhaupt nicht mehr die Rede sein kann. Wir werden hier zeigen, da8
sich — ebenfalls auf der Grundlage der Prandtlschen Hypothese — ein
Wandgesetz turbulenter Grenzschichten mit Druckanstieg ableiten laft.
Dieses bisher nicht bekannte Gesetz, das von einiger Bedeutung sein
diirfte, hat seine erste experimentelle Bestitigung durch einen Vergleich
mit den von J. Nikuradse durchgefiihrten Messungen turbulenter Stro-
mungen in divergenten Kanilen gefunden.

* L. Prandtl, Ergebn. der AVA Gottingen 11T (1927).
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1) Turbulente Grenzschichten

Die Bewegungsgleichung einer ebenen Grenzschichtstrémung lautet
bekanntlich

ou du ou dp ot
( o TGtV 4 |=— arto - 1)

Es bedeuten dabei in iiblicher Bezeichnungsweise x die Bogenlinge der
Kontur (gemessen vom Staupunkt), y den Wandabstand, u, v die Ge-
schwindigkeitskomponenten in x, y-Richtung, p die hier als konstant
angenommene Dichte, p(x) den der Grenzschicht aufgeprigten stati--
schen Druck der Potentialstrémung und t die Schubspannung.

Dazu tritt noch die Kontinuitatsgleichung

du ov
ox T7ay=0- (2)
Als Randbedingung haben wir die Haftbedingung der Strémung
an der Wand u=v=0 fiir y=0 zu erfiillen. Fiir groBe y hat Ubergang
in die Potentialstrémung zu erfolgen.
In Gl (1) konstituiert sich fiir turbulente Grenzschichten die:
Schubspannung aus einem laminaren und turbulenten Anteil:

T="Tiam + Ttars (3)
mit t,,,,,=p»g;—l-, wo p die Zihigkeit bedeutet.

Die Problematik bildet derzeit in der Forschung die durch die
Turbulenz erzeugte Schubspannung <s., . Gliedern wir die momentane:
Geschwindigkeit einer im zeitlichen Mittel stationdren tur-
bulenten Strémung (nur solche Strémungen werden hier betrachtet) auf
in die zeitlichen Mittelwerte u, v und die momentanen Schwankungen
u, v':

u=u+tu, v=v+7,

und gehen wir mit diesem Ansatz in die Grenzschichtgleichung (1) ein,
so erhalten wir vom Standpunkt der im zeitlichen Mittel stationiren
Stromung die bereits von, O. Reynolds* abgeleitete Beziehung

Tturs = —p UV (4)

Fruchtbar fiir theoretische Untersuchungen kann diese Beziehung aller-
dings erst dann werden, wenn es_gelingt, sie durch die mittleren Werte
u, v auszudriicken.

Prandt!** hat in Analogie zur kinetischen Gastheorie auf Grund
anschaulicher Vorstellungen itber die Erzeugung der turbulenten Schub-
spannung durch den Impulstransport ganzer Flissigkeitsteilchen, der sog..
Turbulenzballen, die Hypothese aufgestellt:

tturh'z'Pl“!( 3; ]2 (5)'

* O. Reynolds, Phil. Trans. Roy. Soc., 186 (1895).
** 1. Prandtl. ZAMM, 5 (1925).
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Dabei bedeutet / in Analogie zur freien Weglinge der Molekille den
sog. Mischungsweg der Turbulenzballen.

Wir wollen hier noch darauf hinweisen, daf der Prandtlsche Ansatz
identisch ist mit der Nahewirkungshypothese, daB die turbulente
Schubspannung bestimmt wird durch den lokalen Ver-
lauf der mittleren Verteilung u. Betrachten wir namlich die
Grenzschichtstromung u =u(y), 7=0 — eine solche Strémung stellt
den Prototyp einer Grenzschicht dar — so wird die lokale Geschwin-
ou

dy Aus dimensionsanalytischen

digkeitsverteilung beschrieben durch -

Griinden folgt dann sofort t=pi? (—Zj‘—}—)ﬁ mit der Linge [

Akzeptiert man den Prandtlschen Ansatz, so liegt die Problematik
derzeit in der Bestimmung der funktionalen Abhingigkeit der Linge !/
von der Geometrie der Stréomung.

Wir wollen noch die fiir das Folgende wichtige Anmerkung ma-
chen, daB turbulente Grenzschichten hinsichtlich der Reibung eine Struk-
tur aufweisen. Unmittelbar an der Wand haben wir, bedingt durch das
Haften der Strémung an der Wand, eine Schicht mit wesentlich lami-
narem Strémungszustand, die sog. laminare Unterschicht. Diese
Schicht ist allerdings sehr diinn; ihre Dicke betrigt z. B. bei der Rohr-
stromung ungefdhr 0,159, des Rohrradius. Es setzt dann merkbar die
Turbulenz ein und in einer Ubergangsschicht sind laminare und
turbulente Reibung von gleicher GréB8enordnung; auch die Dicke der
Ubergangsschicht ist sehr gering und betrigt bei der Rohrstromung
ungefihr 19/, des Radius. In den verbleibenden rund 99 ¢/, der Grenz-
schichtdicke (bzw. des Rohrradius), der sog. vollturbulenten
Schicht, spielt dann die laminare Reibung gegeniiber der turbulenten
Reibung keine Rolle mehr.

II) Die Wandgesetze turbulenter Grenzschichten*

Prandtl hat das log. Gesetz bekanntlich fiir eine wandnahe Zone
der vollturbulenten Schicht unter der Annahme

T~ 1, (1, Wandschubspannung) (6)

erschlossen. Wenn man bedenkt, daB, z. B. bei der Rohrstrdmung die
Schubspannung linear ilber dem Rohrradius verteilt ist, so kdnnte diese
Annahme als etwas gewagt angesehen werden. Sie ist fiir das Rohr
nach der Formel
T =1(1—7)
ro—r

N=-"5— dimensionsloser Wandabstand)
0

gleichbedeutend mit der Niherung
l—qy=~1
Beachtet man jedoch, daB — wie wir oben erwdhnten — die vollturbu-

¥ Im folgenden lassen wir die Querstriche, die zeitliche Mittelwertbildung
bedeuten, fort.
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lente Schicht bereits bei =0,01 einsetzt, so ist ersichtlich, daB} die
Annahme konstanter Schubspannung eine gesunde Basis hat.

Bei der turbulenten Srtémung lings der ebenen Platte liegen die
Dinge dhnlich. Hier entspricht die Annahme konstanter Schubspannung
der Vernachldssigung der Tragheit der Strémung. Eine vom Verf.* durch-
gefithrte Abschiatzung ergibt, dall diese Vernachldssigung der Nihe-
rung
1=y~ |
8 Grenzschichtdicke]

1]=~§ ,
entspricht, wobei hier fiir groBe Reynoldssche Zahlen nach den Mes-
sungen von Schultz—Grunow** ein Einsetzen der vollturbulenten Schicht
bei 7~ 0,016 stattfindet.

Ganz allgemein kennzeichnet die Prandtlsche An-
nahme t~1, eine wandnahe Schicht, fiir die sowohl die
Tragheit wieauchder Einflu8 des aufgepriagten Druck-
gradienten vernachlidssigbar sind:

Vernachldssigung der Trigheitsglieder in der Grenzschichtglei-
chung

ou ou \ dp . 0Ot
P(aoeto oy )= 4

— eine solche Vernachlissigung ist wegen der Haftbedingung immer fiir

eine hinreichend wandnahe Schicht méglich — ergibt namlich die Glei-
chung
dp Jr
R @
aus der durch Integration folgt
dq,
‘L=To+(_if:Ty- (8)
Bei turbulenten Grenzschichten mit Druckabfall ist es nun fiir die Kon-
stituierung eines Wandgesetzes der vollturbulenten Schicht — wie wir

an zwei Beispielen oben zeigten — moglich, auch noch den EinfluB des
Druckgradienten zu vernachlissigen:

T=71o (7o == 0).
In diesen Glelchungen ist nash (3) *=7%iam + Tur» zu setzen. Dabei ist

Tiam —p-»—;— und nach der Prandtischen Hypothese
Tturb = P12 (-gg_)f-’
y /.
Um rechnen zu kénnen, muf8 man nun jedoch eine Annahme iiber
! treffen. Da der Mischungsweg seiner anschaulichen Bedeutung nach
zur Wand hin gegen Null abklmgen muB und fiir das entsprechende

Verhalten in Wandnihe nur die Linge y (Wandabstand) zur Verfigung
steht, setzt Prandtl aus dimensionsanalytischen Griinden

I~y (9)

* W. Szablewski, ZAMM, 31 (1951), S. 309.
** P, Schaltz—Grunow, Lufo, 17 (1940).
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Hierzu ist zu bemerken, dafl eine Analyse* von wandnahen Messungen
an Hand des Prandtlschen Schubspannungsansatzes (5) diese Annahme
zu bestidtigen scheint.

A. Turbulente Grenzschichten mit Druckabfall
Aus der, wie oben dargelegt, sachgemifien Annahme (6)
T=’c0

fiir eine wandnahe Zone der vollturbulenten Schicht folgt unter
entspr. Vernachldssigung von t,,, mit dem Ansatz (9) bzw.

l==y (10)
aus (6) die Gleichung
L2402 04 \2_
pry ( d;—) =T
giz;}/{.c;?it der von Prandtl eingefithrten scg. Schubspannungsgeschwin-
t=

Uy = J%
die Gleichung
Ve=xy G (11y

Integration ergibt

u 1
v, =% Iny 4 const.

Unter Heranziehung der weiteren fiir die Wandnidhe charakteristischen
Linge v' (v=p/p kinematische Zihigkeit) kann man die obige Glei-

chung dimensionslos schreiben und erhilt das logarithmische Geschwin-
digkeitsgesetz in seiner universellen Gestalt

LR RS S P

V.. b2 v
In ihm treten zwei empirische Koeffizienten » und const. auf. In Abb. 1
bringen wir einen Vergleich mit Messungen der turbulenten Rohrstro-
mung. Zur Abb. ist zu bemerken, da im logarithmischen Mafstab
die Wandndhe auseinandergezerrt wird, wihrend der der Rohrmitte
benachbarte Teil zusammengeschoben wird. Das hier auftretende log
Gesetz .

—+ const. (12)

u

o, =552log Y +584, (13)

das nach (12) einem %=0,417 entspricht, wird in Abb. 1 durch eine
Gerade wiedergegeben,

Erscheint so die experimentelle Bestitigung des log. Gesetzes als
eine Stiitze fiir den Prandtlschen Schubspannungsansatz, so ist jedoch
zu bemerken, dafl nach Millikan** aus der Existenz eines von den iufle-

* 1.. Prandtl, Durand, Bd. IlII (1935).
#x C, B. Millikan, V. Congr., Cambridge, Mass. (1938).
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ren Bedingungen unabhingigen Wandgesetzes und aus der Existenz
eines von der Zihigkeit unabhingigen Mittengesetzes der logarithmische
Charakter des Wandgesetzes auch rein dimensionsanalytisch erschlossen
werden kann. Danach ist die Existenz des log. Gesetzes zundchst nicht
als starke Stiitze der Prandtischen Hypothese anzusehen.

20
u
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o
75
turbulent
70 = .
Iaminao:f’
£ Experiment
5 o o Nikuradse, VDI-Forschg 356 (1932)
. 7 e Reichardt, ZAMM 20 (1940) —
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-~ —_—

Abb. 1

Das log. Gesetz hat, wie eingangserwihnt, eine vielfache experi-
mentelle Bestitigung gefunden. Es bleiben jedoch noch manche Wiinsche
offen. Zunichst erscheint es wiinschenswert, auch die Geschwindigkeits-
verteilung in der Ubergangsschicht analytisch zu beschreiben. Ferner ist
es unbefriedigend, daB in der Formulierung (12) eine theoretisch nicht
analysierbare Konstante auftritt.

Die so vorhandenen Mingel lassen sich nun jedoch durch eine
Modifikation des Ansatzes (10) fir den Mischungsweg in Wandniae

[=xy

beseitigen. In dieser Formulierung wird offenbar nicht der Existenz der
laminaren Unterschicht, die frei von merkbarer Turbulenz ist, Rechnung
getragen. Der Physik besser angepafit ist der Ansatz*

l=%x(y—3&p), (14
wo §, ein MafB fir die Dicke der laminaren Unterschicht ist.

* Fir das Folgende vgl. W. Szablewski, ZAMM, 31 (1951), S. 131.
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_Aus der Gleichung (6) t=<7, wobei man nunmehr zur Erfassung
der Ubergangsschicht in t=1T/gm—+Turs auch T, beriicksichtigt, erhalt
man dann

i) Oou \2

P-—a% +P"2()’_’ao)2(_05‘) ="To- (15)
Als Randbedingung tritt dabei die Geschwindigkeit am Rande der

laminaren Unterschicht auf, die mit der Geschwindigkeitsverteilung

u _ vy
ey (16)
8 5
v'y° betragt.

Elementare Integration ergibt dann, wenn wir die Abkiirzungen

P == OL*, x=v—’:‘g einfilhren, die Geschwindigkeitsverteilung
LP——I' 1—)'1 +4x2(x—xo )
S 2(X—Xo)
+ 1 In {2x(—xo)+ VT B30+ Yo (17)

e
(Xo= _.v: 0 ) .

Fiir grofle y — genauer gesagt fiir x>—12~ l— und y >y, wobei die

erstere Bedingung gleichbedeutend ist mit der Vernachlassigbarkeit der
laminaren Reibung bzw. dem Eintritt in die voliturbulente Schicht, wie
sich am schnellsten aus dem Vergleich der Formel (18) mit der unter

Vernachldssigung von 1, gewonnenen Formel (12) ergibt — folgt
aus (17)

u 1 vy 1 Uula

;;‘ —x—ln “y +'—"‘~— ‘—l+ln4x+x v ]- (18)

Damit erscheint aber wieder das logarithmische Gesetz. Gleichzeitig
haben wir nunmehr eine Analyse der in (12) auftretenden Integrations-
konstante erhalten.

Als empirische Koeffizienten treten x und Y% auf. Der Koeffi-

zient v‘f° kann dabei als die mit der Schubspannungsgeschwindigkeit

v, gebildete charakteristische Reynoldssche Zahl der laminaren Unter-
schicht an der Grenze der merkbaren Turbulenz gedeutet werden.
Der Vergleich der Formel (18) mit (13) ergibt fiir die turbulente Rohr-
stromung

x=0,417, "% =701

Die mit diesen Koeffizienten sich ergebende Geschwindigkeitsver-
teilung fir die Ubergangsschicht ist in Abb. 1 eingetragen. Die Uberein-
stimmung mit dem Experiment ist gut und ist nunmehr als Stiltze der
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Prandtlschen Hypothese anzusehen. Auch folgendes ist zu bemerken:
Der ermittelte Wert von 7,01 fiir v*f" bzw. die Dicke der laminaren

Unterschicht in v*f" Koordinaten scheint sich y gut in das Bild der
Messung einzufiigen.
Was 1aBt sich nun iiber die empirischen Koeffizienten x, “**

im allgemeinen sagen? Man findet oft die Ansicht vertreten, daf z. B.
%« eine universelle Konstante wire. Leider diirfte dem nicht so sein. Aus
der Sichtung experimentellen Materials, das der Verf. vorgenommen hat,

scheint sich vielmehr zu ergeben, dal x und _Hiﬁ_ zwar den Charakter
von Modellkonstanten haben, jedoch von einer die Messung kennzeich-

nenden Reynoldsschen Zahl — die vermutlich den Turbulenzgehalt des
Versuchsluftstromes miit — abhidngig zu sein scheinen.
Anmerkung!

Uber seine Bedeutung als Wandgesetz turbulenter Grenzschichten
mit Druckabfall hinaus besitzt das log. Gesetz insofern eine fiir tech-
nische Berechnungen wichtige Bedeutung, als es recht gut die Ge-
schwindigkeitsverteilung iiber der g e samt e n Grenzschichtdicke approxi-
miert. Das zeigen z. B. die Messungen von Ludwieg und Tillmann*. Es

25 T T T
—:— Geschwindigkeitsvertellung
»
al® o o
20 |

_

!
S /oa/ Re ~ 67500

| : “":f: Experiment Nikuradse
o —ge° VDI-Forschg 289 (1929)
0 | f
Theorie
5
UnYy
0 i ;
0 as 10 15 20 25 30 35

Abb. 2

ergibt sich auch aus den von Nikuradse** durchgefiihrten Messungen der
turbulenten Stromung in konvergenten Kanilen, vgl. Abb. 2. Vgl fer-

* H. Ludwieg und W. Tillmann, Ing. Arch., 17 (1949).
** J. Nikuradse, VDI-Forschungscheft, 289 (1929).
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ner die turbulente Rohrstrémung, Abb. 1. Der Grund fiir diesen Sach-
verhalt wird spéter einmal aufzuzeigen sein.

Man kann, wie gesagt, diesen Sachverhalt dazu benutzen, um tur-
bulente Grenzschichten mit Druckabfall in guter Nidherung zu berechnen,
indem man die Geschwindigkeitsverteilung iiber der gesamten Grenz-
schichtbreite durch das log. Gesetz approximiert. Vgl. hierzu die vom
Verf* durchgefiihrten Berechnungen der turbulenten Strémungen in kon-
vergenten Kandlen und des Einlaufs einer turbulenten Rohrstrémung.

B. Turbulente Grenzschichten mit Druckanstieg**

Wenn auch das aus dem Ansatz t=1t, folgende log. Gesetz bis zu
"Grenzschichten mit schwachem Druckanstieg experimentell bestitigt ist,
so ist doch dem umfassenderen Ansatz (8)

d
T=Tot e Y

zu entnehmen, daBl bei einer Grenzschichtstromung gegen wachsenden
Druckanstieg, der schliellich die Ablosung (z,=0!) erzwingt, der Druck-
gradient immer weiter zur Wand hin bestimmend in das Gleichgewicht
der Krifte eingreift und fiir die Konstituierung eines Wandgesetzes,
das bis in die vollturbulente Schicht reicht, schlielich nicht mehr ver-
nachlissigbar ist. Fiir das log. Gesetz heifit das, da seine Existenzschicht
mit wachsendem Druckanstieg immer weiter eingeengt und schlieflich
ausgeldscht wird (fiir die Ablosungsstelle t,=0 kann nach (8) von einem
log. Gesetz offenbar nicht mehr die Rede sein).
) Legen wir nun der Konstituierung eines Wandgesetzes, das die
Ubergangsschicht mit erfaBt, fiir turbulente Grenzschichten mit Druckan-
stieg QGleichung (8) zugrunde, so erhalten wir mit

T="Tiam~+ Tturp
ou o[ ou \2
(Wamtp dy thlxrfJ:Pl'('“a}, ) )
und dem Mischungswegansatz (14) fiir Wandnihe

. . . . l=x(y—2)
die Differentialgleichung

ou \2

a 2 2 dp
i d; +PX‘(V*50)"( dy ) =Tt g4 V- (19)

. . . . . - u
Wir fithren vorerst die dimensionslosen Koordinaten v und
¥*

V.y . " . s ae .
;‘" mit desr zuniichst noch unbestimmten charakteristischen Geschwin-

digkeit V, ein und erhalten aus (19)

u

Vv 9 V_\;:V V:s%() 2 % 2
Vv +x ( ) ( 3 V*y )

d -~
Y

* W, Szablewski, Ing. Arch. 20 (1952), S. 37 und Ing. Arch. 21 (19583),

S. 232,
** Fir das Folgende vgl. W. Szablewski, Ing. Arch. 23 (1955), S 295.

7. Mamectus ua Maremar. HHcTutyT, T. IV, KH. ]
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V e e dx eV, 2 v v

aus der sich als charakteristische Geschwindigkeit in Wandnihe die
Schubspannungsgeschwindigkeit

Ve=l/ 2+ ! & 5 (20)

_ 1___(‘1.'”__ 1 dp 5)+__'{ dp/dx( Vey !*_Eu-)
= v ,

ablesen lafit.

Vuy V.2

Mit den Abkiirzungen o= ;:, §=—7= — - ergibt sich dann

aus (19) die Gleichung

0 opa[ 0w \2 .
Sor B G ) =1+ FE (21
v dpldx
wo F=y v

Die &ufleren Bedingungen bzw. der aufgepriagte Druckgradient
manifestieren sich nunmehr in dem Formparameter F, der technisch eine
positive kleine Zahl ist (<£1

Fiir die laminare Unterschicht lautet die Geschwindigkeitsver-

teilung
u V.y |7 1 V. .
g om v f1mp( Gk %)), @
die fiir F=~0 in die bekannte Relation (16)
o Uy
v,
iibergeht.

Beachtet man, da8 fiir die Geschwindigkeitsverteilung in der Ubergangs-
schicht als Randbedmgung die Geschwindigkeit am Rande der laminaren
Unterschicht auftritt, so folgt aus (21) durch elementare Integration

%2
0

&
m:_;_]_' \/|+4}-c?41+f5)—1 dEt- vao ( g v:ao ) 23)

Es handelt sich also um ein elliptisches Integral. Die Berechnung
konnte im Einzelfall mittels der Theorie der elliptischen Integrale erfol-
gen. Im Folgenden werden wir jedoch in sehr guter Approximation eine
einfache Beschreibung mittels elementarer Funktionen geben, die insbe-
sondere auch den Zusammenhang mit dem log. Gesetz, in das unser
Integral fiir F~=0 ja iibergehen muf, klar in Erscheinung treten lafit.

Wir nehmen zunichst folgende identische Umformung vor:

11 272
W=, J I+ 4w22—1 dit V.2, (l~~F v*ao)

»? ) EJ v

1 Vl+4X~_ (1 + 1B —VI+dwdd g
2 g2
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Das erste Integral liflit sich elementar berechnen und ergibt in
der Asymptote, abgesehen von der Integrationskonstante, das log. Ge-
setz. Das zweite Integral enthilt also die Verformung des log. Gesetzes
durch den Druckgradienten!

Im zweiten Integral setzen wir nun approximativ

V 1+ + FO—V1+4x28 __ o, (J1+FE —1 ) (25)
£ ) £
Diese Approximation ist physikalisch so zu interpretieren, dafl bei
der Berechnung der durch den Druckgradienten erfolgenden Verformung
die laminare Reibung aus dem Spiel gelassen wird. (Vernachlassigt man
namlich in der Ausgangsdifferentialgleichung (21) die laminare Reibung,
so erhidlt man

w2 (G- = 14 F
und fir F=0
xe g =1
bzw.
O(w—wg) _ 1+ FE—1
0k xE *

Man kann also schon vermuten, da8l der Fehler der Approximation
klein sein wird.

Das bestidtigt eine Fehlerabschiatzung, die wir hier wenigstens
andeuten wollen. Die Fehlerfunktion lautet

E 3
‘_,..{ f>/l+4x2_€§(73? Fffd&—?xfi‘;‘tﬁ dE
x= E2 13
(V)

€ 3
Vid-ane? . dg \ |
([ aafs)

und stellt eine negative, monoton fallende Funktion dar, so da man
sich auf die Ermittlung ‘einer Schranke fiir den asymptotischen Fehler
beschrinken kann. Dazu ist eine numerische Abschitzung des elliptischen
Integrals erforderlich, die mittels Reihenentwicklung des Integranden
stattfindet :

filr x = x, (wobei 4x3x,2(1+ Fx,)=1)

P S 1 [ 4x2Fax8 1 2
Vi o =V irasa {1+ (ﬁu—z)”?( )+ }

fir x = x,

—_ 1 1 1 2
VI+ (1 F-Fx) =2xX Y 14 Fx { 14— [4x-x¢(l+fx)J —S—t ] +... }

Fiir die weitere Rechnung miissen wir auf die Originalarbeit ver-
weisen.
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Unsere approximative Losung fiir die Geschwindigkeitsverteilung
in der (bergangsschicht lautet dann nach (24) und (25)

N I 2 S RN PRI 263
2 3 - 1 4 1 VI14+Fe—1 V.2 F V.z
—(V14+F5—1 —In— — T TEO [ —— T,
Tt (V s )+ x UF T ke ( 2 )
Fiir grofle g, d. h. fiir Xi‘—‘i > -% —l— und —V’y >—Vf“ ,erhdlt man

das Wandgesetz (27), wobei die erstere angegebene Bedingung gleich-
bedeutend ist mit der Vernachldssigbarkeit der laminaren Reibung bzw.
dem Eintritt in die vollturbulente Schicht, wie ein Vergleich der aus
bei Vernachldssigung von =z, durch Integraticn erhaltenen Formel mit
(27) zeigen wiirde.

Das Wandgesetz fiir die vollturbulente Schicht lautet

2 1/ e
‘5*=::(VP+F~¥¥"Q 20"

Vey
1+ P -1 :
Lin-2 i V0 (10 F Y2 )

LI P S p—
® F V1+F V*y__}_l v

Dieses Wandgesetz schliefit das log. Gesetz mit ein! Bei schwachem
Druckanstieg mit V,~ v, und F~ 0 erhilt man aus (27) das log. Ge-

setz (18)

L e {—l+ln4z+xv*5°].

. . . 3 . .
Empirische Koeffizienten sind » und L}:"—. Den Koeffizienten =

kennen wir bereits aus dem log. Gesetz (18). —Zf:—’f" kann wieder aufge-
faBt werden als die mit der Schubspannungsgeschwindigkeit gebildete
charakteristische Reynoldssche Zahl der laminaren Unterschicht am Rande
der Grenze der merkbaren Turbulenz, wobei hier entsprechend dem
Umstand, daB die Schubspannung nunmehr in Wandnédhe durch t=7y+

d . . 1/t . 1 odp g .
+ d%y beschrieben wird, V*—I/--p~<+ . ax auftritt.

* Anmerkung:Solange eine Schicht mit logarithmischem Geschwindigketis-
gesetz zumindest noch rudimentdr vorhanden ist, was bei maBligem Druckanstieg
noch der Fall sein dtirfte, kann man statt (27) dic einfachere Form

14772 —1

a2 (V1+F iod —l)+ bl L i P l
e X Y Vl+l<‘ UeY 41 '
. v dpldx
min F== v, ¢v2

vgruecelegen. Vgl W. Szablewski, Ing. Arch. 22 (1954), S. 268.
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Wie bei der Er6rterung des log. Gesetzes erwdhnt wurde, sind »
und der dort auftretende Koeffizient ?{a-"— als Modellkonstanten anzu-
sehen. Wenn man nun bedenkt, .dafl fiir schwachen Druckanstieg

Vyia" ~ Y% 5o ist es naheliegend anzunehmen, da der Koeffizient

V&

eine Modellkonstante vom Betrage der Konstanten v*v%-— sein
wird. Diese Hypothese wird gestidtzt durch die oben geschilderte Auf-

fassung von Va0 als charakteristische Reynoldssche Zahl der laminaren
Unterschicht.

Die Hypothese Vj:?‘l= const. fiir ein vorliegendes Stromungs-

modell hat eine interessante Konsequenz zur Folge. Der Formparameter

F= ", ‘g—"‘ﬂ; nimmt an der Stelle der Ablésung, wenn man die hier sich
* RS

dpjde 1
A iy beachtet, den

*

aus der Definition (20) ergebende Relation
Wert

1

Fay =
Abl V*ao_/V

(28)

an und ist durch die Modellkonstante Vj:% festgelegt.

Eine erste Priifung der entwickelten GesetzmiBigkeiten haben wir
an den von J. Nikuradse* durchgefithrten Messungen turbulenter Stro-
mungen in divergenten Kanilen vorgenommen.

Zunichst erwihnen wir noch eine wichtige technische Anwendungs-
moglichkeit des Wandgesetzes (27). Bei Grenzschichtstrémungen mit
Druckanstieg bot die Ermittlung der sehr kleinen Werte der Wand-
schubspannungen t, (fiir Ablosung 1,=0) bisher einige Schwierigkeit.
Diese wurden frither mittels des gemessenen Druckgradienten und der
gemessenen Geschwindigkeitsverteilung aus dem Impulsintegralsatz be-
rechnet, d. h. aber numerisch als kleine Differenz grofier Zahlen, was
zu starken Streuungen fithrte. Neuerdings hat man auch Methoden der
direkten Messung* der Wandschubspannung entwickelt, die allerdings
umstandlich und kostspielig sind. Die Ermittlung ist nun jedoch in ein-
facher und sicherer Weise auch mit Hilfe des Wandgesetzes moglich,
indem man die Kurve desselben passend durch die experimentellen wand-
nahen Punkte legt. Dabei ist allerdings vorausgesetzt, da8 die empiri-

schen Koeffizienten x, V:‘—EQ-- bekannt sind, was aber haufig der Fall

sein wird, z. B. aus Messungen im Druckabfallgebiet.

In Abb. 3 ist die geschilderte Prozedur fiir die Nikuradseschen
Messungen durchgefithrt. Dabei wurde das Wandgesetz auf die Koordi-

) )
naten ¢= :l (2, Geschwindigkeit in Kanalmitte) und 1)=—b1/2— (6 Ka-

* J. Nikuradse, a. a. 0.
** H, Ludwieg, Ing. Arch. 17 (1949), S. 20.
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nalbreite) transformiert; a« bedeutet den halben Offnungswinkel des
ebenen Diffusors. Die Koeffizienten x, L‘:&“— waren hier den Nikuradse-
schen Messungen der konvergenten Kanalstrémungen entnehmbar.

10

a5

Messung Nikuradse.

o &-1°
3 20
o 30
= 40
— = Wandgesetz 2*ng-2élg—:1
(/] ; 2 -
Abb. 3
A
__T
C=our
00020 s Wana’:c/‘ué:pannung
[ ] ® [
00015
® o
0,0010 } °
L 3
0,0005} o = Impulssatz (Nikuradse}
o = Wandgesetz
°
a 2 A 1 g d o
A A D -
Abb. 4

Abb. 4 zeigt das Ergebnis im Vergleich mit Werten, die Anwen-
dung des Impulssatzes ergab.
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In Abb. 5 ist die Gesamtheit der von Nikuradse gemessenen Ge-

schwindigkeitsverteilungen fiir wachsende Diffusorwinkel « bzw. wach-

senden Druckanstieg dargestellt. (%—) bedeutet dabei die Geschwindig-
*

keit am Rande der laminaren Untersc(ilicht. Eingetragen ist noch das

log. Gesetz; man kann Abb. 5 entnehmen, daBl von einem log. Wandge-

setz bei stirkerem Druckanstieg nicht mehr die Rede sein kann und
>
daB an seine Stelle das Wandgesetz (27) tritt. Die Hypothese VaZo

= const. bzw. (28) Faiu= V—la/v" findet hier insofern eine gewisse

Bestitigung, als die theoretisch:e Ablosungskurve gut zu der Angabe
von J. Nikuradse pafit, daB die Ablosung bei «=4,8° einsetzt.

b _L.‘_)
50 VulVulp
Geschwindigkeitsverteilung
<0t
Aessung Nikuradse
o 1°
2:'.
0t 3¢
‘l
—  Wandgeset:
log Gesetz
20F
¢
1o Yy
‘s - -
0

Abb. S

Nach den vorliegenden Ergebnissen besteht wohl einige Berechti-
gung zu der Feststellung, daB die Prandtlsche Schubspannungshypothese
(5) zumindest fiir eine wandnahe Zone turbulenter Grenzschichtstrdmun-
gen ein tragfihiges theoretisches Fundament bildet.

Lingegangen am 15. [. 1957



BbPXY 3AKOHHUTE HA TYPBYJIEHTHHUTE TEYEHHA
B'b3 OCHOBA HA XWITIOTE3ATA HA_TPAHTJI 3A
CMECHTEJIHHUA ITbT

B. Ca6aneBckH (bepaun)

PE3IOME

3a obsacTHTe B 6/IM3Ka OKOJIHOCT Ha CTEHaTa € MOCTOSHHO Hampe-
JKeHHe uype3 eJHO BHJAOH3MeHeHHe Ha cnocoba Ha [lpanTa 3a cmecuren-
HHS BT, KOETO JI'bPXH CMeTKa 3a JIaMHHAapHHA TMOICJOM, ce naBa eIHH
3aKOH 32 N'bTH, KOHTO onucBa B NOOPO CBBIAaJeHHe C ONMUTA pa3npene-
JeHHETO Ha CKOPOCTHTE B Npexola OT JIAaMHHAPHHS TMOACJOH K'bM Hall'bJIHO
TypOyAE€HTHHH CJIOH.

[lpu rpaHvuHd cJ0eBe C MO-CHJIHO TIOKaYBaHe Ha HaJSAraHeTO He
MOXKe Jla He ce B3cMe NMpeaBHI IPaIMeHTBT Ha HaasaraHeto. Kato 0606-
IleHHe Ha JIOI'ADHTMHAYHHA 3aKOH 3a CKOPOCTHTEe Ce JiaBa €lHH CbOTBETEH
3aKOH 3a cTeHata. EnHo cpaBHeHHe c u3mepBaHusita Ha Hukypan3se Ha
TYpOy/JeHTHHTE TeYyeHHs B Pa3XxOldIUH KaHaJuW Moka3sa no06po cbBNa-
JeHue.



O 3AKOHAX TYPBYJIEHTHbIX TEUEHHWH

B. Ca6neBckuit (bepann)

PE3IOME

Iasa obaactefi BOJAH3H CTEeHBI M C TMOCTOSHHBIM HanpsiXKeHHEeM,
TIOCPeICTBOM BHIOHM3MEHEHH oAHoro Mertozna [IpaHTas naeTcs 3aKoH,
OINHCHLIBAIOIIHA B XOpollleM COBNAaJeHHH C 3KCIePHMEHTAaMH pacrnpene-
JIeHHe CKOpOCTel NpH MNepexone H3 JaMHHApPHOrO TMOJACJOSl K BIOJIbHE
TYypOYJIEHTHOMY CJIOIO.

[lpu kpaeBax cJ0sfX C GOJBIIBIM HapalleHHEM JaBJeHHS HeJb3s
He CYHTaTbCA C FPaJlHEHTOM JaBJjeHusa. B kauecTBe o0600ieHHs Jora-
PH(}MHUYECKOrO 3aKOHa JJii CKOpPOCTeH BBIBOINHTCSH COOTBETCTBYIOLIHHA
3aKOH O cTeHe. CpaBHeHHe C W3MepeHHsiMH Hukypam3e TypOyJeHTHBIX
‘TeYeHHA B Pa3XONAIMXCH KaHajJax [IOKa3blBaeT Xxopollee COBMalXeHHe.
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