UBER EXTREMALEIGENSCHAFTEN DER REGULAREN
POLYEDER*

L. Fejes Téth (Budapest)

Die regelmissigen Vielecke verfiigen iiber eine Reihe altbekannter
Extremaleigenschaften. Die isoperimetrische Eigenschaft des reguldren
n-Ecks, nachdem unter den isoperimetrischen (d. h. umfangsgleichen)
n-Ecken das regelmidssige den grosstméglichen Fliacheninhalt aufweist,
war z. B. schon Lhuilier bekannt. Steiner wusste wohl, dass unter den
einem Kreis ein- und umbeschriebenen #n-Ecken die reguliren n-Ecke
den grosstmoglichen bzw. kleinstmoglichen Inhalt und Umfang besitzen.
Wir konnten in dieser Hinsicht noch zahlreiche iltere und neuere Er-
gebnisse nennen, durch welche wir fast gezwungen sind ein ,verniinf-
tiges“ derartiges Problem, das nicht zu den reguldren Vielecken fiirt,
als Ausnahme anzusehen.

Nun lassen sich mehrere Extremaleigenschaften des reguliren
Dreiecks leicht auf das Tetraeder ilbertragen. Aber eine systematische
Behandlung der Extremaleigenschaften der reguldren Korper finden wir
in der ilteren Literatur nicht. Vielmehr besteht die iiberraschende Tatsache,
dass hier keine einzige Extremaleigenschaft des reguldren Ilkosaeders
oder Dodekaeders vorkommt.

Jedoch wurden in letzter Zeit in dieser Richtung verschiedenartige
Ergebnisse erzielt, woriiber ich in diesem Vortrag kurz berichten mochte.
Ferner mochte ich auf eineige noch ungeldste Probleme und auf die
Hauptrichtungen, in denen die Forschungen weitergefiihrt werden konn-
ten, hinweisen.

Zunichst einen Blick auf die fritheren Ergebnisse, die sich haupt-
sidchlich auf das isoperimetrische Problem beziehen. Bedeuten ~ und V
‘Oberfliche und Volumen eines Korpers, so stellt das isoperimetrische
Problem die Aufgabe von einer bestimmten Koérperklasse diejenigen Kor-
per auszuwihlen fir die der Quotient F3/V* sein Minimum erreicht. Die
Tatsache, dass unter den Tetraedern die regulidren die Losung des
isoperimetrischen Problems ergeben, hat schon Lhuilier dargetan. Was
lisst sich aber bezilglich der ilbrigen platonischen Korper aussagen?

Einfache Gegenbeispiele zeigen, dass das isoperimetrische Problem
fir Polyeder mit 8 oder 20 Ecken bzw. Fldchen nicht zum Wiirfel und
Dodekaeder bzw. zum Oktaeder und Ikosaeder filhrt. Vielleicht war es
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dieser Sachverhalt gewesen der Steiner gezwungen hat anstatt Polye-
der mit vorgegebener Ecken- und Fldchenzahl nur isomorphe, d. h.
zu einem gewissen topologischen Typus gehdrige Polyeder zu verglei
chen. Er zeigte mit Hilfe seines beriihmten Symmetrisierungsverfahrens,.
dass das regulire Oktaeder unter allen isomorphen Polyedern das beste:
ist und sprach dies beziiglich der iibrigen platonischen Korper als Ver-
mutung aus.

L. Lindelof und Minkowski haben gezeigt, dass unter den kon-
vexen n-Flachen mit vorgegebenen #dusseren Flichennormalenrichtungen
diejenigen die besten sind, die einer Kugel umbeschrieben sind. Daraus.
folgt leicht, dass das beste n-Flach einer Kugel so umbeschrieben ist, dass
jede Fliche die Kugel im Flichenschwerpunkt beriihrt. Je doch
bestimmt diese Bedingung das beste n-Flach keineswegs eindeutig.

Steinitz wendet sich in einer umfangreichen Abhandlung ebenfalls
diesem Problemenkreis zu und vergleicht, die Steinerschen Traditionen
folgend, verschiedenartige Polyedertypen. Er erledigt mehrere von Stei-
ner aufgeworfene Fragen, war aber nicht im stande die Steinersche
Vermutung selbst fiir den Wiirfel zu bestitigen. Beziiglich dieser Ver-
mutung dussert er sich folgenderweise : Fiir einen Beweis dieser Annahme
ist auch nicht einmal ein schwacher Ansatz vorhanden, und da nach
den Erfahrungen auf diesem Gebiete grosste Zuriickhaltung im Aus-
sprechen von Vermutungen zu empfehlen ist, milssen wir diese Frage,
insbesondere soweit sie Dodekaeder und lkosaeder betrifft, als noch
ginzlich ungeklirt bezeichnen.

Nun hat M. Goldberg [1] 1935 fiir ein konvexes n-Flach die iso-
perimetrische Ungleichung

F3'V2=54(n—2tgw,(4sin2w,—1); o "7 T

ausgesprochen, in der Gleichheit nur fiir die reguliren Dreikantpolye-
der zutreffen sollte. Ist dies richtig, so folgt, dass das regulire Hexae-
der und Dodekaeder nicht nur unter den topologisch isomorphen Po-
lyedern, sondern sogar unter allen konvexen Polyedern mit 6 bzw.
12 Flidchen die besten sind.

Goldberg verwendet bei seinen Uberlegungen die Konvexitit einer
ziemlich verwickelten Funktion von zwei Verdnderlichen. Da aber diese
Konvexitit Goldberg nicht nachweisen konnte, sollten seine Uberlegun-
gen nur als ein Beweisansatz und die Ungleichung als eine Vermutung
angesehen werden.

Ich gab 1948 einen Beweis der obigen Ungleichung [2]. Damit
wurde die Steinersche Vermutung fiir Hexaeder und Dodekaeder unter
viel allgemeineren Bedingungen bestdtigt. Spiter gab ich noch einen
zweiten Beweis [3] und ganz kiirzlich gelang es A. Florian [4] die im
Goldbergschen Beweis befindliche Liicke durch den Nachweis der Kon-
vexitdt der fraglichen. Funktion zu beheben. Damit sind derzeit filr
die obige Ungleichung insgesamt drei verschiedene Beweise bekannt.

Flr das lkosaeder steht aber die Richtigkeit der Steinerschen
Vermutung noch immer nicht fest. Immerhin ldsst sich fiir jedes kon-
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vexe Polyeder mit » Ecken die mit der obigen analoge Ungleichung

Pz (n—2) (3 tg?w,—1)
vermuten, wobei Gleichheit nur fiir die reguliaren Dreieckspolyeder be-
stehen sollte. Daraus wiirde folgen, dass das regulire Oktaeder und
Ikosaeder nicht nur unter den isomorphen Polyedern, sondern sogar
unter allen konvexen Polyedern mit 6 bzw. 12 Ecken die besten sind..

Wir verlassen jetzt fiir eine Weile das isoperimetrische Problem
um uns weiteren Problemen zuzuwenden. Der hollindische Biologe Tam-
mes untersuchte (1930) an den Pollenkdrnern verschiedener Blumen die
Verteilung der Austrittstellen, durch welchen das Plasma ausfliesst. Es
gibt Blumen, z. B. Fumaria capriolata, mit kugelférmigen Pollenkérnern,
an deren Oberfliche die Austrittstellen gleichmissig verteilt sind. Hier
beobachtete Tammes eine Bestrebug nach einer solchen Verteilung, bei
welcher die Austrittstellen moglichst weit von einander liegen und warf
deshalb folgendes Problem auf: In welcher Anordnung erreicht der
Mindestabstand zwischen 7 sphirischen Punkten sein Maximum ? Auf
dieses Problem bezieht sich folgende Abschiatzungsformel [5]:

Von n>2 Punkten der Einheitskugelfliche ldsst sich stets ein

Puntpaar vom Abstand
1

= (4 — cosec2w,)’
herausgreifen.

Diese Ungleichung ldsst sich fiir n=3, 4, 6 und 12 nicht verbes-
sern. In diesen Fillen ist die extremale Punktanordnung durch die
Ecken eines reguliren Dreiecks, Tetraeders, Oktaeders und Ikosaeders
gegeben. Bei der Punktanzahl 8 oder 20 erweist sich aber die Eck-
punktverteilung des Wiirfels bzw. Dodekaeders nicht als extremal.

Fiir n=>5 ist die Punktanordnung durchdie obige Extremalforderung
nicht eindeutig bestimmt. Die beste Verteilung entsteht, wie schon Tam-
mes gezeigt hat, folgendermassen: man lege zwei Punkte in die beiden
Pole und drei Punkte auf den Aquator so, dass der Mindestabstand
nicht unter den Abstand zwischen einem Pol und einem Aquatorpunkt
sinkt. Folglich stimmt der maximale Mindestabstand fiir n=5 und n=6
iiberein.

Die Fille n=7, 8 und 9 haben, durch eine interessante Kombina-
tion elementargeometrischer und topologischer Methoden, Schiitte und
van der Waerden [6] erledigt. Von ihren Ergebnissen heben wir nur
den Fall n=8 hervor, bei dem die Losung durch die Eckendes 8-ecki-
gen archimedischen Antiprismas geleistet wird.

Ausser den genannten Fillen ist das Problem von Tammes noch
nicht gelost. Es wire wilnschenswert die Losungen durch Erledigung
der Fille n=10 und 11 wenigstens fiir n =12 zu vervollstindigen.

Der maximale Mindestabstand ergibt offensichtlich den Durchmes-
ser des grOssten Kreises, dessen n kongruente Exemplare ohne gegen-
seitige Uberdeckung auf der Kugel Platz haben. Dementsprechend lasst
die obige Abschitzungformel folgende Formulierung zu:
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Sind auf einer Kugel n =3 kongruente Kreise eingelagert, so ist
die Lagerungsdichte

=n (1 .
=5 ( —7cosecw,,)

Ein duales Gegenstiick dieses Satzes ist folgender Satz [7]:
_Wird die Kugel durch n =3 kongruente Kreise iiberdeckt, so ist
die Uberdeckungsdichte

|
- (1—-‘,—3—ctgw,,)-

Diese Schranken streben mit wachsendem n monoton zu—bzw.

abnehmend gegen die Grenzwerte = /12 bzw. 2x/4/27, die die Dichten
der dichtesten ebenen Kreislagerung bzw. der diinnsten ebenen Kreis-
iiberdeckung angeben. Folglich liasst sich die Kugelfliche weder so
dicht durch wenigstens drei kongruente Kreise ausfiillen, noch so diinn
itberdecken wie die Euklidische Ebene. Der Reiz dieser Tatsache wird
dadurch erhoht, dass analoge Aussagen fiir den 3-dimensionalen sphiri-
schen und Euklidischen Raum nicht gelten.

Fiir die obigen Ungleichungen habe ich verschiedenartige Beweise
erbracht [8]. Wir skizzieren hier den Grundgedanken eines dusserst ein-
fachen Beweises der zweiten Ungleichung in folgender dquivalenter
Form:

Ist ein konvexes Polyeder mit n» Ecken oder mit n Fliachen in
eine Kugelschale von den Radien r und R eingebettet, so gilt

-[; = \/3 tg w

Die Behauptungen beziiglich vorgegebener Eckenzahl und Flachen-
zahl sind gleichwertig und folgen auseinander durch Polaritit. Die Be-
hauptung fiir ein n-Flach hingt mit dem Uberdeckungsproblem dadurch
zusammen, dass die Grundflichen der, eine Kugel bedeckenden, n Ku-
gelkappen ein, in der Kugel enthaltendes, n-Flach begrenzen. Aus der
Tatsache, dass die Kugelkappen nicht zu klein sein konnen folgt, dass
der Halbmesser r einer im n-Flach liegenden, mit der urspriinglichen
Kugel konzentrischen Kugel nicht zu gross sein kann. Umgekehrt ldsst
sich von r auf die Uberdeckungsdichte schliessen.

Wir beweisen die Ungleichung fiir ein Polyeder mit n Ecken.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass R=1
ist und, dass das Polyeder nur Dreiecksflichen besitzt. Da die Anzahl
der Dreiecksflichen, zufolge des Eulerschen Polyedersatzes, 2n—4 Dbe-
trigt, gibt es im sphirischen Netz des Polyeders ein Dreieck vom
Inhalt —2-22-3 Mithin ist der Umkreishalbmesser dieses Dreiecks nicht
kleiner als der Umkreishalbmesser eines gleichseitigen sphirischen Drei-

ecks vom Inhalt 2—:;?- Dies ergibt aber fiir den Abstand der betrach-

teten Dreiecksfliche vom Kugelmittelpunkt, und damit fiir », eben die
im obigen Satz angegebene Schranke.

Die Untersuchung gewisser Polyedertypen ist zu eng um allge-
meine Resultate zu gewinnen. Dagegen erweist sich die Betrachtung
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der Polyederklassen von vorgegebener Ecken- oder Flichenzahl als
zu weit um alle fiinf Platonische Korper durch eine Extremalaufgabe zu
erfassen. Das ,echte“ rdumliche Analogon einer Extremaleigenschaft der
regulidren Vielecke entsteht aber eigentlich dadurch, dass die Ecken- und
Flachenzahl gleichzeitig vorgegeben wird. Auf diese Weise gelingt es
uns Abschitzungsformeln herzuleiten, die Extremaleigenschaften aller
tinf reguldren Polyeder zum Ausdruck bringen. Zum Beispiel sei fol-
gender Satz erwidhnt:

Ist r und R der In- und Umkugelradius und V das Volumen
eines konvexen Polyeders der Flichenzahl f, Eckenzahl e und Kanten-
zahl &, so gilt

£ in -:f(tgq 2 g2 2e _1)r31§V

2k =f e o 7f 0
o cos? 5 ctg o, (l—ctg -5 ctg? )R3

Gleichheit trifft in beiden Ungleichungen nur fiir die reguliren Kor-
per zu.

Die linksstehende Ungleichung fand ich [3], die rechtsstehende
A. Florian [4], nachdem ich sie vorher fiir Dreieckspolyeder bewiesen,
im allgemeinen Fall als Vermutung ausgesprochen und durch einen Be-
weisansatz unterschtiitzt habe.

Eine schone Folgerung der beiden obigen Ungleichungen ist fol-
gender, die oben eérwihnte Ungleichung R;r = /3 tgw, als Sonderfall
enthaltender Satz:

Bedeuten p=2k/f die durchschnittliche Seitenzahl der Flichen und
q=2k'e die durchschnittliche Kantenzahl der Ecken eines konvexen
Polyeders, so geniigen der In- und Umkugelradius r und R der Un-
gleichung

R=tgltgr-

Gleichheit findet nur fiir ein {p, g}.statt.

Dabei bedeutet das Schlidflische Symbol {p, g} ‘ein regulires Po-
lyeder mit p-seitigen Flichen und g-kantigen Ecken. Zum Beispiel be-
deutet 14, 3} einen Wiirfel.

Kehren wir jetzt zum isoperimetrischen Problem zuriick! Nach
dem Lindel6f— Minkowskischen Satz konnen wir uns bei Polyedern mit
vorgegebener Flichenzahl auf solche beschrinken, die etwa der Einheits-
kugel umbeschrieben sind. Dann gilt aber 3V=F, d. h. F/V2=27V,
so dass wir nur das Volumen V eines einer Einheitskugel umbeschrie-
benen #n-Flachs abzuschitzen brauchen. Dieses n-Flach ist entweder ein
Dreikantpolyeder oder lisst sich als Grenzlage eines solchen auffassen.
Folglich kénnen wir in unserem oben erwihnten Satz f=n, e=2n—4,
k=3n—6 setzen, wodurch wir zur gewiinschten Volumenabschitzung
und dadurch zu der am Anfang erwihnten isoperimetrischen Unglei-
chung gelangen.

Man koénnte nun versuchen auch diese isoperimetrische Unglei-
chung fiir Polyeder mit vorgegebener Flichen- und Eckenzahl zu
verallgemeinern. Die Tatsache, dass das beste Polyeder nicht nur bei
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vorgegebener Flichenzahl, sondern auch in vielen auderen Fillen einer
Kugel umbeschrieben ist, lisst die Giiltigkeit der isoperimetrischen Un-

leichun
g g F3

|7

. 2n = £
= o 2 " o2 T
= 9k sin » (tg 7 tg p 1)

fiir beliebige konvexe Polyeder vermuten. Diese wiirde unsere Unglei-
.chung fiir n-Flachen, sowie die als Vermutung ausgesprochene isoperi-
metrische Ungleichung fiir Polyeder mit n Ecken als Sonderfille ent-
halten. Da die Ldsung des isoperimetrischen Problems fiir alle mogli-
chen Polyedertypen, oder etwa fiir alle zuldssigen Wertepaare f, e
hoffnungslos scheint, wdre das isoperimetrische Problem fiir Polyeder
mit dem Beweis der obigen Ungleichung in einem gewissen Sinne
zum Abschluss gebracht.

Ich mochte nun einige Bemerkungen iiber die Beweise der Ab-
.schiatzungsformeln fiir das Volumen folgen lassen. Die Abschitzung
von unten folgt aus einem viel allgemeineren Satz, der sich etwa fol-
gendermassen anschaulich formulireen l4sst:

Die Oberfliche der Einheitskugel sei durch ein Netz der .Ecken-
zahl e und Kantenzahl £ in f = 4 konvexe sphirische Polygone F,,...,Fs
zerlegt. P; sei ein beliebiger Punkt der Fliche F; und 2z(x) eine fiir
‘0 =X x <= erkldrte streng zunehmende Funktion. Wir belegen die Ku-
gelfliche mit einer Massenverteilung, so dass die Massendichte im
Punkt S der Fliche F; 2(P:S) ausfillt. Um die Gesamtmasse M von
unten abzuschitzen verbinden wir jeden Punkt P; mit den Ecken und
Seitenmittelpunkten der entsprechenden Fliche F. Dadurch erhalten
wir 4k Dreiecke. Wir betrachten das ,durchschnittliche“ Dreieck PQR
mit den Winkeln P=r=rf/2k, Q==x/2, R= re/2k, d. h. dasjenige Dreieck,
dessen Winkel mit den durchschnittlichen Winkeln der 4% ODreiecke
bei den Flichenpunkten P, bei den Seitenmittelpunkten und den Eck-
punkten ilbereinstimmen. Wir belegen auch PQR derart mit einer Mas-
sehverteilung, dass die Massendichte in § 2(PS)sei. Dann ist die Ge-
samtmasse M nicht kleiner als die 4k-fache Masse des Dreiecks PQR.

Ausser der fraglichen Volumenabschitzung lassen sich aus diesem
allgemeinen Satz durch Spezialisierung der Funktion 2(x) noch ver-
schiedene Ungleichungen herleiten. Auch die Dichtenabschatzungen bei
dem Problem der sphirischen Kreislagerung und Kreisiilberdeckung er-
geben sich aus diesem Satz. Ferner ermoglicht uns dieser Satz auch
fiir nichteuklidische Polyeder zu den obigen analoge Volumen- und
‘Oberflichenabschdtzungen anzugeben, die Extremaleigenschaften der re-
guldren Polyeder in nichteuklidischen R#umen ausdriicken. Als eine
ganz spezielle, jedoch interessante Anwendung unseres Satzes sei er-
wihnt, dass der Inhalt des Durchschnittes zwolf kongruenter Kugeln,
die alle die Einheitskugel enthalten, dann minimal wird, wenn die Ku-
geln die Einheitskugel in den Ecken eines reguliren lkosaeders be-
rithren.

Das schone ist dabei, dass wir hier nichts mit speziellen Funk-
tionen zu tun haben, da durch junseren allgemeinen Satz das Wesen,
auf dem alle diese Extremaleigenschaften beruhen, nidmlich die Mono-
tonitat der Funktion 2z(x), erfasst wurde. Unser Satz liasst sich sogar
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fiir sternartige Netze verallgemeinern, so dass er ausser Extremaleigen-
schaften der Platonischen Ko6rper und als Grenzfille der drei reguldren
Euklidischen Mosaiken {3,6°, {4, 4} und {6,3} auch Extremaleigen-
schaften der vier Kepler—Poinsotschen Sternpolyeder involviert. Hie:
haben wir ein Beispiel fiir eine Verallgemeinerung vor uns, das uns
Lebesgues Worte in Erinnerung bringt: La généralisation est le meil-
leur art pour faire comprendre.

Im Gegensatz zu dem Beweis der obigen Volumenabschitzung
von unten, erfordert der Floriansche Beweis der Abschitzung von oben
spezielle Funktionendiskussionen. Es wire wiinschenswert auch hier
solche allgemeinere Uberlegungen zu verwenden, die einen tieferen
Einblick in das Wesen der Sache ermdéglichen konnten.

Bisher haben wir Polyeder betrachtet, bei denen die Ecken- oder
Flachenzahl oder beide vorgegeben waren. Es gibt aber Extremalaufga-
ben, die sdmtliche konvexe Polyeder zur Konkurrenz zulassen. Es hat
-einen besonderen Reiz, wenn bei einer solchen Rivalitdt der Sieg durch
-einen regulidren Korper errungen wird. Es ldsst sich z. B. vermuten,
-dass unter allen konvexen Polyedern, die eine feste Kugel enthalten,
.der umbeschriebene Wiirfel die kleinstmégliche Kantenldngensumme
.aufweist. Es wire schon, die reguldren Korper durch derartige einfache
und natiirliche universale Extremaleigenschaften zu charakterisieren.

Ein weiteres Programm wire die Ubertragung gewisser Extre-
maleigenschaften der reguldren sphirischen und Euklidischen Mosaiken
auf die hyperbolische. Dies scheint deshalb lohnend zu sein weil die
hyperbolische Ebene an reguldren Zerlegungen viel reicher ist, als die
-elliptische und Euklidische. Anderseits l4sst sich bei Problemen, die sich
-auf die innere Geometrie der Kugel beziehen erst durch Heranziehung
‘von Kugeln von imaginirem Radius eine gewisse Vollstindigkeit errei-
.chen. Gewisse Ergebnisse bezilglich Kreislagerungen und Kreisiiberde-
ckungen sind in dieser Richtung bekannt, aber die mannigfaltigen Mog-
lichkeiten, die uns dieses anziehende Gebiet darbeitet, sind noch von
weitem nicht erschopft.

Bedenken wir noch, dass die Untersuchungen auf dem Gebiet der
interessanten aber schwierigen mehrdimensionalen Analoga der hier
betrachteten Probleme noch kaum ilber die ersten Anfinge hinausge-
kommen sind, so wird es uns klar, dass dieser Problemenkreis eine
reiche Fundgrube von anziehenden Problemen ist, aus der noch viele
‘wertvolle Einzelheiten zu Tage gebracht werden kdnnen.

Eingegangen am 50. VIII. 1957
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EKCTPEMAJIHU CBOMCTBA HA PEIYJISPHUTE MHOI'OCTEHH
J.betiemr Tor (bynanema)

PE3IOME

Pa6GoraTta 3anoyBa ¢ HCTOpHYeCcKH OeneXXKH 3a H30MepHMETPHUYHATA
3ajjaya 3a MHOIOCTEHHTE H Ce pasrJiexJaT pa3/IiYHH HOBH HEpPaBEHCTBa,
H3pa3fiBalllH pa3/IMYHH eKCTPeMaJIHH CBOHCTBA Ha peryJsipHHTe MHOrOo-
cteHd. TunHueH pe3yJsTaT ce sBIBa CJefHaTa Teopema, MpPHHAIJexalla
Ha aBTOpa [3] ¥ Ha dJiopnaH [4]:

Hexka r u R ca pamuHycuTe Ha BNHcaHaTa H onuHcaHara cdepa Ha

MHOroctesa, V' — HeroBusaT o6GeM, f — OpOAT Ha CTEHHTe, ¢ — OpOAT
Ha BBbpxoBeTe My U & — OposT Ha pe6Gpata my. Torasa HMame
F f 2 ‘Kf 2 ﬂe 3< <
3 Sin (tg tg? —1 ) r=V=
2'k nf

e 7T
cos? o ctg —Qk-( —ctg? 7£— ctg? <, ¢ ) R:.
PaBeHCTBO Ce AOCTHra CaMO 33 PEryJspHHTE TeJa.
dopMyaHpaT Ce CbLUIO HAKOM HEepelleHH 3ajayd, KaToO HanpHMep :
Ja ce HaMepH H3MeXJy BCHUKHM H3M'bKHAJHM MHOTOCTEHH C IaAeHa BMNH-
caia cdepa TO3M, KOHTO HMa HaH-MaJKa CyMa Ha JI'b/DKHHHTE Ha pe-
6para My. M3ka3Ba ce xumoresaTa, uYe BBINPOCHHAT MHOTOCTEH € KYO.

3

9. HMasectns Ha Martevar. HHCTHTYT, T. IV «H. 1]



3KCTPEMAJIbHBIE CBOMCTBA PErYJIIPHbIX
MHOI'O'PAHHHUKOB

JI. beitewr Tor (bynanem)

PE3IOME

Pa6ora HauHHaeTCAd HCTOPHYECKHMH 3aMedyaHHsAMH 06 H3onepHMe-
TPHYECKOIi 3ajauye JIJA MHOIOFPaHHHKOB M pacCMaTpHBaeT pa3jIHYHbIE
HOBLie HepaBeHCTBAa BBHIPAXKaIOllIHE pa3J/IHYHBE SKCTpeMaJbHHe CBOHCTBa
peryJipHbIX MHOrOrpaHHHKOB. THIHYECKHM pe3yJbTaTOM SBJSETCA CJie-
Aylolllasi TeopeMa NpHHaaJexamas aBTopy [3] H PdaopHuany [4]:

IMycte r 1 R cyTb paaMychl BNHCAaHHOH M OMHCaHHOH cdepH BbI-
NyKJOro MHOrorpaHHHka, V' ero o6eM, f 4YHCJIO ero rpasei, € YHCJIO ero
BeplUHH M Kk 4YHCJIO ero pebep, TOoraa HMeeM

k . =f =f e
-3 sin _k'(thTk_ tg? o5 — 1 ) r=VvV=

%’5 cos? -;% ctg r;z—( 1—ctg? —;,{ ctg? —gi—) R
PaBeHCTBO HOCTHraeTcsl TOJNBKO HJA PeryJsipHbIX TeJl.
dopMyNHPYIOTCS TaKXKe HEeKOTOpble HepelleHHHe 3anaud, Kak

Hanp.: HaliTH H3 BCex BBHIMYKJIHNX MHOrFONPaHHHKOB C 3afaHHOi BIHCAaH-

Holi cdephl, TOT KOTOPHIi HMeeT HaH-MeHbUIYIO CYMMY AJHH peGep. Bric-

Ka3uBaeTcsl THNOTe3a, YTO STO KYO.
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