LES PRINCIPES DE D'ALEMBERT-LAGRANGE ET HOLDER
DANS LA MECANIQUE DES SYSTEMES NON-HOLONOMES

V. V. Dobronravoifi (Moscou)
§ 1

Des notions telles que liaisons et déplacements virtuels forment, comme
on sait, les points de départ pour le développement de la mécanique analy-
tique. Presque tous les types connus des équations du mouvement de divers
systémes mécaniques, assujettis aux liaisons de telle ou autre nature, sont
déduits du principe des déplacements virtuels (uni au principe de d’Alembert)
oit ils peuvent étre déduits de la méme maniére.

Pourtant, en déduisant les équations du mouvement des systémes méca-
niques avec des liaisons non-holonomes de premier ordre, c’est-a-dire des
liasons exprimées par des équations différentielles linéaires non intégrables
de premier ordre par rapport aux dérivées des coordonnées généralisées du
systéme, on emploie tacitement une proposition (voir, par éxemple Appell
[1] et Tzenoff [2]), quon pourrait nommer conventionnellement & un cer-
tain point ,principe de Holder“, en tant que lidée fondamentale de cette
proposition a été développée de la maniére la plus détaillée dans le travail
de ce savant.

L’essentiel de cette proposition consiste, comme on sait, dans ce qui
suit: si la liaison superposée sur le systéme est exprimée par des relations
différentielles linéaires entre les coordonnées du systeme et du temps, géné-
ralement parlant, alors les déplacements virtuels (variations des coordonnées)
du systeme doivent satisfaire 4 la relation obtenue de la donnée, si nous
considerons le temps ¢ fixé et posons la differentielle virtuelle du temps
€gale 3 zéro (8¢=0), en substituant les différentielles des coordonnées par
leurs variations.

~Autrement exprimé, a chaque relation linéaire entre les composantes dn
déplacement réel du systéme

(1 Zn,' ai;dg,+ a;dt =0
oil &
aij=Qij (g1, Gas--+1qn, t)
ai=ai(gs, 92,-+-n» t)
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correspondra la relation entre les composantes du déplacement virtuel:

(2) jf:.‘] a;6q;=0.

Dans le cas des liaisons scléronomes, c’est-a3-dire quand a; =0 et les co-
efficients a;; ne dépendent pas de ¢ la proposition donnée est naturellement
évidente en tant que les déplacements réels se trouvent dans la classe des
déplacements virtuels. Avec cela sous le déplacement virtuel nous entendons,
suivant le fondateur de la mécanique analytique Lagrange, son contenu le
plus simple, c’est-a-dire chaque déplacement du systéme, permis par [I'état
des liaisons dans chaque moment fixé du temps ¢.

Pourtant, en cas des liaisons rhéonomes, on peut observer ici certaines
particularités dérivant essentiellement du fait que dans le cas des liaisons
rhéonomes les déplacements réels peuvent ne pas se trouver dans la classe
des déplacements virtuels. Cela délimite précisément les systémes rhéonomes
des systemes scléronomes et a servi de base pour de profondes recherches
des qualités mécaniques et géométriques des systémes mécaniques rhéonomes.
Ici il faut mentionner en premier lieu le grand travail de Wundheiler
]9} et puis celui de Vranceanu [10].

Dans certaines classes des équations du mouvement des systémes méca-
niques non-holonomes. apparaissent dans les équations pour les systémes
rhéonomes non-holonomes des membres supplémentaires spéciaux, caracté-
risant la rhéonomité des liaisons comme, par exemple, dans les équations
écrites en coordonnées non-holonomes, v. [11].

Premierement, il faut noter, que dans ce cas une des relations (1) et (2)
peut étre intégrée et 1’autre non.

Considérons comme l'exemple le plus simple le mouvement plan d’un
point matériel de la masse de l'unité, sans action des forces actives, avec la
liaison suivante:

(3) gr—Bg2=0

oil ¢;, gy sont les coordonnées cartésiennes du point et § = const.
En différentielles la relation (3) se transcrit:

(4) dq, - Bgedt =0.

L’équation (3) est évidemment non intégrable. Cependant, selon le principe
précédant, la relation entre les déplacements virtuels prendra la forme

(6) 6g,=0
et aprés Pintégration nous obtiendrons:
(6) q,= f (t)’

oil f(¢) est une fonction arbitraire du temps, non dépendante de parametre x
quelconque.

Du point de vue formel la relation (6) peut ne pas étre contradictoire
a Péquation de liaison, car de (3) on peut trouver g,, mais le degré d’indé-
termination est plus fort qu’il ne le serait en cas des liaisons scléronomes.
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De plus on peut montrer que le probléme de définition du mouvement
d’un systeme avec les liaisons rhéonomes non-holonomes a I'aide de certaines
équations déduites sur'la base des principes de Lagrange et Holder peut
donner une solution qui n’épuise pas ertierement le probléme.

Sans troubler la généralité du raisonnement, nous leffectuerons sur le
méme exemple, en envisageant le mouvement (g,, ¢,) sans action des forces
exterieures et prenant la liaison (3) pour idéale (parfaite).

Ecrivons les équations du mouvement d’un point avec des multiplicateurs
indéterminés (équations de Routh-Ferrers) [4], [5], I'incontestabilité desquelles
est prise pour siire. Avec cela supposons la liaison parfaite.

L’énergie cinétique du point sera (la masse est égale 4 l'unité):

7 T= 5@+

nous multiplions la relation (5) par le multiplicateur indéterminé (l"uniqueE
en ce cas) et Pajoutons 4 I’équation dynamique générale exprimée sous la

forme:

- d ol oT\,  (doT oT\,

® (@t ag, 0,) 27 (a3, 0g,) 2920

En se servant des raisonnements habituels, on recoit les équations du mou-
vement:

9) G1+-4=0, §=0.

De la seconde équation et de I'équation de liaison nous avons:
. 2
(10) go=Cit4- Gy G1=BCit+BGC; 41=BC1-2"—.“P(42H-C:;-

La trajectoire est une parabole; les réactions des liaisons R3=0 et

Ri=—X\=+4§,=8C,, a-qui est conforme Vlidéalité des liaisons, car la
relation
(11 R8¢+ Ratqa=0

Seffectue en ce cas identiquement. , .
Ecrivons maintenant les équations habituelles du mouvement d’un point

en partant de la deuxiéme loi de la dynamique
(12) G1 =Ry, gy =Ry.

Avec I'équation de liaison nous avons en tout trois équations avec quatre incon-
nues ¢,, ¢, Ry, Ry; les liaisons étant rhéonomes et par irréversibilité du prin-
cipe'de Holder, nous ne pouvons obtenir de la relation (11) aucune relation
dans les déplacements réels; le probleme est indéterminé, c'est-a-dire il a
une innombrable quantité de solutions, outre (10). .

Des raisonnements analogues peuvent se faire aussi pour les systémes
avec un grand nombre de coordonnées généralisées et avec un plus grand
nombre d’équations de liaison.
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Considérons l'application du principe Holder aux systémes mécaniques
avec des liaisons non-linéaires non-holonomes de premier ordre, c’est-a-dire
avec des liaisons telles que:

(13) Filgi, §i, )=0; (i=1,2,...n); (j=1, 2,...D).

En premier lieu il faut noter ici que pour pouvoir appliquer le principe de
d’Alembert-Lagrange a la déduction des équations du mouvement, il faut
préalablement obtenir (de 13) les relations linéaires par rapport aux variations
des coordonnées, c’est-a-dire par rapport a ¢g¢;.

En se servant en ce cas du principe Hblder dans sa forme directe, on
aura deux possibilités: ou bien il sera impossible d’obtenir une relation quel-
conque entre les variations, comme, par exemple, dans le cas d’une liaison
pareille

(14) sin gy 4 e%: =0

ou bien Pon obtient une relation non-linéaire par rapport aux variations et,
dans le cas des liaisons rhéonomes, les remarques du paragraphe précédant
gardent leur validité.

Ainsi, par exemple, & I'équation de liaison

(15) sing, 445 — ¢34+ i =0

transcrite en différentielles d!2sin ql-,qu';’ —dq§ +dgi=0 correspondra une
relaticn pareille par rapport aux variations (¢¢=0)

(16) 8gs—23431 89i=0.

Mais alors le principe de d’Alembert-Lagrange ne sera non plus appliqué a la
déduction de I'équation du mouvement.

Pour éviter cette difficulté, certains auteurs proposent plusieurs procédés
spéciaux.

N. G. Cetajeff a proposé dans son travail [6] les relations suivantes
par rapport aux variations en cas d’existence les liaisons non-linéaires (13):

o OF .
(17) Exaq.-b"'“o (j=12...0).
Pour une certaine base peut étre pris ici le fait qu’en cas des liaisons
linéaires (1) les relations (2) sont formellement obtenues sur la base de (17).
Les relations (17) ont été proposées aussi par le mécanicien norvégien
Johnsen (7], indépendamment de N. G. Cetajeff. comme il parait.
Alors d’'aprés Cetajeff et Johnsen de I'équation de liaison (14) suivra la
relation

(18) oS §, 64,4 e%8¢y=0
et d’aprés I'équation de liaison (15) on poura écrire:

(19) €0Sq,38q, | 22043 — 24,849, 24,849, =0.
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Le mécanicien roumain Victor Vidlcovici dans sa notice [8] propose d’ap-
pliquer toutes les propositions de la dynamique analytique, y compris les
principes des variations, par conséquent aussi le principe de d’Alembert-
Lagrange, seulement aux liaisons non-linéaires qu’on peut transcrire sous la
forme:

(20) 3@yt gyt =0

ou les vecteurs a;; et les scalaires 3; sont des fonctions de‘t, r;, r;, r;,C’est-
a-dire méme aux liaisons non-honolomes de second ordre.

Alors d’aprés Valcovici le principe de d’Alembert ne peut pas étre appli-
qué A la liaison (14), tandis que de I'équation de liaison (15), si elle est
transcrite sous la forme (20) c’est-a-dire sous la forme

(21) dtsin§; + g dg: — §3dg; + ¢, dg, =0,
ol aa=(0, g3, 0, 0), a3 =(0, 0, —ds, 0)

=0, 0,0, ¢,), By=sing,
suivra la relation
(22) 42892 —¢2043+q,89,=0
(étant forcément appliqué encore le principe de Holder).

Pour reconnaitre le degré d’applicabilité de telle ou autre méthode de
linéarisation des équations des liaisons non linéaires non holonomes de pre-
mier ordre pour Papplication du principe d’Alembert-Lagrange & la déduc-
tion des équations du mouvement du systéme avec des liaisons pareilles, il
est nécessaire d’analyser un certain nombre d’exemples concrets, en employant
les théorémes de la dynamique, résultant immédiatement des lois de Newton.

Il y a des difficultés encore plus grandes dans le domaine des systémes
mécaniques avec des liaisons de second ordre, et ici nous ne les effleurons pas,
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MPUHUHUITUTE HA OAJIAMBEP—JIATPAHX W XbOJIJEP B MEXAHH-
KATA HA HEXOJIOHOMHHUTE CHUCTEMH

B. B. ﬂiﬁdpoupaaoa (MockBa)
PE3IOME

Karo ce mpuiaarat npuduunure Ha Jlanam6ep—Jlarpanx u To3u Ha XboJ-
Jep 3a H3BeXJaHe ypaBHEHHATa HAa JBHXEHHETO HAa MeXaHHYHH CHCTEMH C
JHHeAHH HEeXOJOHOMHH M PEOHOMHH BPB3KH, MOraT Ja ce 3abesieXaT HAKOH
0coGeHOCTH. B 4aCTHOCT HAKOM THIOBE YPaBHEHHS HA JBH)KEHHETO, TE3HW Ha-
NpHMep, KOUTO HMAT HeONMpefeJeHH MHOXHTeNH, MOraT [a He NOBeXAAT JO-
BCHUKH BB3MOXHH pelleHHs.

3a u3BeXAaHETO HAa ypaBHEHHSITA HA IBHXKEHHETO HA MeXaHHMYHH CHCTEMH
C HeJHHEHHH HEeXOJOHOMHH BpPb3KH MNPHHUMNBT Ha [lanamGep—Jlarpanx,
o610 Ka3aHO, He € MPHJIOXHM.

[NonacrosiuieM cbliecTByBaT JBa MeTOAA 3a JHHe4pH3HpaHe ypaBHEHHATA
Ha BPDB3KHTE OTHOCHO BapHallHHTe HA KOOPAHHAaTHTe Ha cHCTemHTe: Ha Ya-
tTaeB—HoOH3eH H Ha BwbakoBuu.

MPHUHLIMIBI TAJIAMBEPA—JIATPAHXXA W TENAbJEPA, NMPUMEHSE-
MbIE B MEXAHHKE HEIOJIOHOMHbIX CHUCTEM

B. B. 1o6ponpaBoB (Mocksa)
PE3IOME
[pumensis npununnb {anam6epa—Jlarpanxa H énbaepa npH BhHIBEXEHHH
YPaBHeHHSI JBH)XKEHHS MEeXaHHYECKHX CHCTeM C JHHEHHHMHM HEeroJOHOMHHIMH H

PEOHOMHEIMH CBSI3IMH, MOXHO 3aMeTHTb HEKOTOpPhle O0COGeHHOCTH. B uacTHO-
CTH, HEKOTOpble THMNH ypPaBHeHHH IBHXEHHS, Te, HanpUMep, KOTOPble HMEIT
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HeonpeJe/eHHble MHOXHTENH, MOTYT GbITh He HOBeJeHH JO BCeX BO3MOMHBIX
IJIsT HUX pelLIeHHH.

Jlns BEIBenieHHsl ypaBHEHHS! IBH)XKEHHS OTHOCHTEJIbHO MeXaHHYECKHX CHCTeM
C HeJHHeHHBIMH HEroJIOHOMHBIMH CBfI3fMH npuHuun [{anam6epa—Jlarpanxa He
TNPHJIOXKHM.

B Hacrosiuiee BpeMsi CYLIeCTBYIOT IBa MeTOAA JIHHEAapDH3aLHH YpPaBHEHHS
CBSi3eH OTHOCHTEJbHO BapHalMit KOOPAHHAT B CHCcTeMax: MeTOXb YeraeBa—
Honsena u Brlakosuua.
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