SUR LES EQUATIONS DE LAGRANGE D'UN MOUVEMENT
TROUBLE

F. H. van den Dungen (Bruxelles)

1 —Soit un systéme holonome de coordonnées ¢ ({ =1, 2,...n) de mo-
mentoides p; et de fonction hamiltonienne H (p;,q’, ). Le théoréme de Paction
variée établit que la variation de Paction

1
t

[ pidgi — Hdt

t

calculée le long d’une trajectoire naturelle ne dépend que de termes calculés
aux extrémités

¢
5 pidg —Hdt=[p5g —Hst),
to

Si nous supposons que ¢, =t,+ dt, nous obtenons
5(pidg —Hdt)y=d (p;5g'—H3?)

?lu) spidg—dpisg —sHdt—dH&st=0.

Ainsi donc la différentielle extérieure (ou covariant bilinéaire) du pfaffier
(2) pidg' — Hdt

est identiquement nulle

3) d.(pdg —Hdt)=0.

Il est bien connu qu’en annulant dans cette expression les coefficients des
opi, 6¢', 8¢, on obtient:

oH

dgi =2 at
opi dH = oH at,
ot
oH

Cest-a-dire les 2n équations canoniques et leur équation résultante.
La solution générale du systéme étant de la forme

pl:pi(t: Cll-"C?")
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(4) o
q’ = -I‘ (t’ Cla s an)

on peut former les & p; et 3¢° en donnant des accroissements arbitraires 2
ot et 2C, (e=1...2n) par exemple

aq' . o
q dt OL‘—;C—_OC,‘.

ol
En introduisant ces variations dans (1), on obtient 274 1 identités.

2 —Imaginons que le systéme subisse une perturbation telle que la-
fonction hamiltonienne devienne

H+u)R

w étant un paramétre constant infiniment petit.
Le pfaffien devient dés lors

(5) pidg'—(H+w R)dt.

La méthode de variation des constantes de Lagrange consiste a représenter
le mouvement troublé par les mémes solutions (4) ou cette fois les C, sont
des fonctions du temps. Il en résulte que dans (5), on doit avoir

dp; = aa‘;‘dt+ 5o " dc,

_dq' dq
ot dt 4+ -~ JC. acC,
oit les dérivées dp,/dt, dg'/dt sont calculées & C, constants, c’est-a-dire dans

le cas du mouvement non troublé.
La différentielle extérieure de (5) se réduit dés lors, compte tenu de (3) a

dq' =

dp‘ 5 dl]z ~ dq 3 dp‘ —
®)  so3C. o0 dCywaRdt - ;T 5C, F1dCy+wDRE=0.

Si R est exprimé en fonction des C, au moyen de (4),
R(pi’ qi,t)=Z(Ca,t).
On tire de (6) les 2n+4 1 relations

| 4
(Car ColdCs= 50 dt
dZ _oZ
dt = oF "

La derniére relation résulte des 2n précédentes qui sont les équations de
Lagrange pour la méthode de la variation des constantes.
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3 — Terminons par l'application de ces équations au mouvement du pen-
dule de Foucault. S e

Nous plagons Porigine des axes attachés a la Terre, en. la posntxon
d’équilibre du pendule et pour I’étude de ses petits mouvements, nous rempla-
cons la sphére de rayon ¢ par le paraboloide osculateur en O

1
= 57 (P +5)

les axes x et y étant horizontaux et z vertical ascendant.
Si les axes locaux sont fixes,

—LQ 2 2
— 5 (Pi— )+ 55 (2 +99),

D’oit la solution générale
x=acosgcos(t—t)+ bsinpsing (t—t)
y=asingcos¢ (£ —¢)—bcosypsing (—ty).

Px=mX, py=my
avec

b =Vell

a demi grand axe de la trajectoire elliptique

b demi petit axe

z angle que fait le grand axe avec l'axe des x

t, instant de passage par un sommet sur le grand axe.

Si les axes locaux sont entrainés par la rotation de la Terre (vitesse angu-
laire constante w), on étudie le mouvement par rapport 3 un triedre de
méme origine O en translation par rapport au triédre géocentrique: le triédre
de Bour. On doit dés lors remplacer les momentoides dans (8) par

ol
P+~ 0% _
avec I=w. Ny,
_a
Py d}-’

ot N, est le moment cinétique relatif (ici moment de la quantité de mou-
vement) par rapport 3 O (Régle de Kamerlingh Onnes):

D’autre part on doit tenir compte du potentiel des réactions d’inertie
centrifuge

K=—jo.2mr.

Si Pon développe la fonction hamiltonienne en fonction de w, on obtient

. H+wR
ou

R=sinx(pyx —p«Yy),
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A étant la latitude de lorigine O sur la terre (le triddre utilisé est

lévogyre).
Les équations de Lagrange pour la variation des constantes sont
; - . 0Z
[a, b]b+(a, ¢]o+[a.b,] b, =0a
ol

Z =abmsin A
et de facon explicite

bdp-+ad?t,=blwsink, ba--ab=0,
ado+ b2t =adwsink, aa+ bb=0.
La solution est.
a=b=6=0 et ¢=uwsini.

Il apparait donc que le plan de lellipse tourne avec la vitesse wsina,
Clest l'effet Foucault.

Si l'on tient compte destermes en x*... dans le développement (7), on
introduit une autre perturbation, c’est I'effet Puiseux des petits mouvements
du pendule sphérique: le plan de la petite ellipse tourne dans le sens du
mouvement du pendule. Les conditions de lexpérience de Foucault sont
telles que cette perturbation est négligeable par rapport a la précédente.

Recu le 23. 2. 59

BbPXY YPABHEHHUATA HA JIATPAHX HA EIHO
CMYTEHO IOBWXEHHE

®. X. Ban nes Jlyuren (Bprokcen)
PE3IOME

Heka ¢‘(i=1, 2,..., n) ca KOOpAHMHATHTEe Ha elHA XOJOHOMHA CHCTeMa
M p; ca MOMeHTOMAHTe, KaTo f{ e xaMHnTOHOBara (yHKUMS. Bapuauusra Ha

4 ,
ne#icreueto [ p;dg’ —Hdt, npecMeTHaTa NO enHa e€CTECTBEHa TPAEKTOPHS, €
t

0

paBHa Ha [p;5¢'— H3 ¢]i.. Ako nocrasum ¢, = ¢, + dt, nonyyasame ypaBHeHHe,
o3HayeHo B paboraTa ¢ (1). M3BecTHO e, ye ako B TOBa ypaBHeHHe ce aHy-
AUpaT KoedHUHeHTHTE HA & p;, 8¢, 8¢, nonyyasat ce 2n+ 1 ypaBHeHHs, OT
KOHTO M'bpBHTE 271 ypaBHEHHS Ca KaHOHHYHHTE YPaBHEHHA Ha JBHEHHETO M
NOC/EHOTO MOXeE J1a Ce H3Bele KaTO CJEINCTBHE OT KaHOHHYHHTE ypaBHEHHS.
O6utoro peulenne Ha cuctemara ce nasa ¢ (4), pr=pi(t, C,..., Ca), ¢'=
= q‘(t. Cl yeesy CQ,,).
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ABTOPBT pasraexaa TakoBa MepTypOHpaHe Ha CHCTeMaTa, IPH KOeTo Xxa-
MHJITOHOBaTa (yHKIOHA cTaBa [+ o R, KbIeTO ®w e eXHH KOHCTaHTeH Oe3-
KpaiiHo Manbk napamersp. [Ipunara ce MetoasT Ha JlarpaHx 3a BapupaHe Ha
KOHCTaHTHTE, KOHTO Ce CBhCTOH B MpeACTaBsgHe HAa IBHXEHHETO CBHC ChUIUTE
pewenus (4), kbaeto ob6aye B cayyas C, ca Qyskuuu Ha BpeMero. Kato ce
paboTH KAaKTO MNo-rope, HaMHpaT ce 2n -+ 1 ypaBHeHHs, OT KOHTO MOCJEXHOTO
€ CleJCTBHE OT APYrHTe 271 ypaBHEHHS, KOHTO Ca ypaBHeHHATa Ha JlarpaHix,
noJy4yeHH 4ype3 MeTOAATa Ha BapHpaHe Ha KOHCTaHTHTe.

B kpasi Ha pa6oTaTta Te3d ypaBHeHHs Ce MpuJaraT B JBHXXEHHETO Ha
MaxaJoto Ha Pyko.

Ob YPABHEHMSX JIATPAHXXA OTHOCHUTEJIbHO
CMYUWIEHHOIO IBHMXXEHHS

®. X. Ban nex Jlynren (bproccean)
PE3IOME

Mycts ¢'(i=1, 2,...,n) sBAsAeTCS KOOpPAMHAaTaMH OAHOH TOJIOHOMHOI
CHCTEMBl H p; SBASIOTCA MOMEHTOMIAMH, rie /7 —ramuabToHHadH. Bapuauus

4

RedcTBus | p;dq' — Hdt, BolunciienHast BAOb OJHOH eCTEeCTBEHHOH TPaeKTOPHH,.
ta

paBHa [p;6¢% — H?3 t]f;. Ecau nocrasum ¢, = £, +- df nonyyaem ypasHeHHe, 060-

3HaueHHoe B pa6Gore (1). M3BecTHO, 4TO €caIM B 3TOM YpaBHEHHH aHHYJIHPO-

BaTh KoedHUHEHTH neiicTBuA & p;, 8¢’ 8 £ noayvatorca 2n -1 ypaBHeHHs, U3

KOTOpPOro nepBble 271 fBASIOTCA KaHOHHYECKHMH YpPaBHEHHAMH JBHXEHHH, a

nocJeHee U3 HHX MOXHO BHIBECTH B BHJE CJeJCTBHS H3 KaHOHHYECKHX YypaB--

Henuit. OGiuee pewenne cucreMsl paercs (4), pi=pi(L.Cy, ... Can),

7 =¢ G-, Can)

ABTOp paccMarpHBaeT Takoe CMYLIEHHe CHCTeMbl, NPH KOTOPOM raMH/b-
TOHHaH CTaHOBHTCA H -+ wR, rie © NOCTOSIHHBIA, OECKOHEYHO MaJbii mnapa-
Metp. [Ipumensiercsa meroxn Jlarpanxa BapHalMH MOCTOAHHBIX, KOTOPLIA COCTOHT
B NpeACTAaBIEHHH [IBH)KEHHS TeMH Xe CcaMbiMM pelieHusiMu (4), rae, oxHako,
C, saBasorcs Qynkuuamu Bpemend. CresaB Te Xe CaMble OMepalUHH, KaK H
Bhillleyka3aHHble, HaxoAHM 211 ypaBHeHHs, ABJAIOUIHECA CJENCTBHEM IpY-
THX 2n ypaBHeHMsi JlarpaHwka, MoJyyeHHble METONOM BapHALHH MOCTOSHHBIX..

B koHue paGoTH STH YypaBHeHHf [MPHMEHAIOTCS B JIBHXEHHH ManT-
HHKa ¢yko.
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