BbPXY ACUMNTOTHYHOTO TNOBENEHUE HA HYJIMTE
HA EJHA KJACA LIEJU ®YHKLIUM

[I. Pyces

B Hacrosimata paGora ce M3yyaBa acMMNTOTHYHOTO NOBeleHHe Ha HYJHTe
Ha uesjute (QYHKUHH OT BHIA

(1) [ f (¢) cos tzdt
" 0
(2) [ f(¢)sin tzdt,

0

T. €. pasnpejesIeHHeTO HM BBbH OT €JHA OKPBXHOCT C LEHThP B TOYKAaTa
2=0 u c nocrarbyHo ronsam paauyc. OkasBa ce, ye mMpu JOCTa OOIH ycJO-
BHs1 HYyJHMTe Ha LeauTe (DYHKUMH oT BHAA (1) u (2) ce npuGaMKaBaT A0 pealk
Harta oc. [lopsaabkbT Ha TOBa npubaukasaHe, rpy60 Ka3aHo, ce onpenens OT
nopsigbka Ha (pypHepoBuTe KOe(HUHEHTH Ha efHa (YHKIHA, TBbpAe NPOCTO
CRbp3ada ¢ Qynkuuara f(¢).

OcHoBHa ponst BBB BCHYKH JOKa3aTeJCTBa Hrpae CJeiHaTd TeopeMa Ha

Opelukos, nanena B paGorara my [1].
Teopema 1. Hexa e nanena MmepomopdHarta GYHKUHA

13) F(z) —vy-+ Z z—A’:'zj,’

n-z-—oo

Kbnero y+0, A, ma, (n=0,+1,+2,...) Ca NPOU3BOJNHH PeanHHu
YHcna. Jla osnauum ¢ p,(n 0, +1,+2,...) NPOU3BOJHH NOJO-
XKHTENHH YHCIAA NOAYHHEHH HAa eIHHCTBEHOTO YCJOBHE

2 =1l

N=-—oo
Ha nonoxum
An

Thn

Hhexa C, e OKPBbKHOCTTA, KOSSITO MHHAaBa Npe3 TOYUKHTE 4,
@, 4 ceye opTOroHaNHO peasHara oc. MepomoppHara pyHk-

(1;,-:(1,, (”-:(), il’ i-‘z"")
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uMs (3) HamMa Hyau BBH OT OKkpbxHocTHTe C,(n=0, £1,
+2,...).

CE(Q) (A=0) na o3HaYHM MHOXECTBOTO OT DEaJHHTE H
nonoxurenHurte GyHKUUHU ¢(f), nepHHHpaHH B HHTepBana
(0, 4 ), 3a kouToO

lim ¢ (f)>0.

t>5+oe

C A(X) n1a 03HAaYHUM MHOXECTBOTO OT LUeJHTe (QYHKIUHH
F(2), kouTo npuTexaBaT CJAeIHOTO CBOHCTBO: KAKBaTO H Ja
e pyukuunara z(f) ¢ E()), F(z2) uva kpaeH 6poil HYyAH BBH OT
o6unacTTa

— oo << Xx<<H-00
yi<e(x))

Teopema 2. Heka f(f) e peanHa ¢pyHKkuHA, nedUHHpAHA H
HHTerpyemMa B pHMaHoOB CMHCDBJ B HHTepBaxaa [0, 1] Axo ca
YXOB/NEeTBOPEHH CNeHHTE YyCJOBHA:

a) ChUIeCTBYBa MONOXHTEJNHO A TaKOBa, ye

J
D; |

4) jf(t)cos @-%)::tdt:o(#),

+oa 1
5) 6 S~ ip(en I)ﬁ[f(t)cos(n+%)ntdt:§:0,

TO KaKBOTO H 1a € MNOJOXHTEJHOTO YHCJAO ¢=), UAAaTa
¢dyukuun (1) npunannexu Ha knaca A(X—e)
Jloka3aTtenacTBo. llle H3non3yBaMe pa3noMeHHETO

+oo U 1
o s Semdbal

Ha MepoMopgHaTta (PYHKUHA

U@ bll' f(¢t) cos tzdt

cosz COS 2

B c6op or eneMeHTapHH JpoOH. OT pa3noxenwero (6) necHo ce mnoJyuasa

CNeHOTO :
z.____2 (z)— < —_ n _1_ !-
Cosz = 2"2 (—=1) (n-fg)nU[(n+2)n]
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. E e (n +;—)2R2U[l(nﬁ+—;)nl.
n==—e Z—(’l 'F§> 7

lle npunoxum Teopema 1. xkbM MepomopdHata ¢ynkumus (7). INpenn
BCHYKO ycJsoBHeTO (5) O3HauaBa, ye

-}-oc0
n 1 1
23 (—1) (n+—2—)nU [(n+§)n} + 0.
n=0
Heka ¢ =2 e NpoH3BOJHO MOJIOXHTENHO yuCA0. [la nonoXKNM

(®) = : :

teo ] 1

T
Z v+;—l+¢ ] 2

y=—o0

()

1+¢

¥ na osnaunM ¢ C, (n=0, 1, + 2,...) OKPBXHOCTTA, KOSITO MHHaBa Npe3
1
TOUYKHTE a, = (n + -2—) W,

© ¥ = ane res(n ) (a+5)s]

2, JZ“ 1y (n —!-%)nU[(n + ;H

H ceye opTOroHajHo peajHara oc. OT Teopema l. caenBa, e HyJHTe Ha Mepo-
MopdHaTta ¢ysxuus (7) UM Bce efHO HyJauTe Ha uanata Qysknua 22U (2)
Ca pasnpejefieHd BbTpe B OkpbxHocTHTe C, (=0, £ 1, +2,...). Axo ¢(f)
€ Npou3BoJHA (YHKIHS OT MHOXecTBOTO E(A—g), e MOoKaxeM, 4e MpH
AOCTaTBYHO rOASIMO M0 a6CoOMOTHA CTOHHOCT 7 OKpBXHOCTHTe C, Jexar
BbTpe B o6JacTTa

—oo << Xx<+4co

yi<e(x])

Ia ponycHeMm npotusHoro. ToraBa 0(e36pOAHO MHOrO OT OKPBHXHOCTHTe
Ca(n=0, +1, +2,...) me umar noHe egHa ofma TOYKa C KOHTypa Ha
o6nactra D;_,. O6aue ot ycaosxeto (4) u or paBercTBara (8) u (9) crensa, ye

, 1

H HHe MoXeM cJeloBaTeJHO Ja H3bepeM eIHa pepHua {t,,},."=1, 1, >0,

lim{, = 4 oo, TaxaBa, ue
N+ ee

o

lim £~ ¢ (¢) = 0.

n—-+4ee
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[Mocnennoto paBewcTBO o0Gaye NPOTHBOPEYH Ha MPENNOJIONKEHHETO, 4Ye
¢ (t) € £(~.—¢). C ToBa Teopema 2. e yCTaHOBeHa.

Ila pasrnename enuu npumep. Heka { ax Jseo € NpOK3BOJHA MOHOTOHHO
HaManfBallla pelHlla OT MOJOXHTENHH YHCJIA, KOATO KJOHH KbM Hynaa. [Ipu
$>1 QYHKUHOHHHAT pen

1
> cos(k +§)nt
f(t)=Zak T T)

k=0

e pPaBHOMEpHO CXO#sflll B MHTepBana (— oo, + oo) H NpejacTaBd elHa Hempe~
kbcHata QyHkuns f(£). 3a TasH QyHKUHA HMame

(10) /f(t) cos ( ;) ntdt = ; (Qna? )= (nl),

Z(—l)"<2rz+1)fft>cos( o ) mtdt =y 2 (1) 0,

n-—=0 n=0

INpouee npu HanpaBewuTe 3a pexHuUaTa {@r};* , TNPEANONONKEHHS, KaTO
umaMe npen Bui (10), Moxem jna TBBPAHM, Yye nNpH A >0 usaara QyHKUHA

o coS (k+—l )n:t
f Z a 2k + 1)+ cos tzdt

0 k:—O

npHHajdexu Ha kaaca A(A &), KAKBOTO H a € MOJIOXKHTENHOTO YHCIO & < 7.
Teopema 3. Heka f({) e peanna PpyHKuUHs, HedpHHHUpaHa H
HHTerpyeMa B DPHMAaHOB CMHCBJ B HHTepBana[O 1. Ako ca
YAOBJETBOPEHH CHELHHTE YCAOBHS:
a) cbuieCTBYBa MONOXHTEJHO A, TaKOBa, ye

ff(t)sinnntdt:o( n’-]+3 ),

) Z (—=1n [ f(¢)sin nrtdt 5 0,
n«
TO KAIKBOTO H Ja € MNOJNOXHTEJHOTO YHCAO e=A, UsAnaara
¢yHkuuda (2) npuHannexu Ha kaaca A(A—e).
JlokasatenctBoTo Ha TeopeMa 3. € HaN'bJHO aHAJOTHYHO HAa TOBA HA
TeopeMa 2. 3a ueaTa Ce H3NOM3YBa Pa3/OKEHHETO

2VE)_ 0N 1w
o= le:(— ynz V(nr)
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KOE€TO JIeCHO Ceé IoJyyaBa OT PA3JIOXKEHHETO

V(z) Z (— V(n 1:)

sinz Pl
Ha MepomoppHaTa (yHKUHSA t
1
. -
V@) g f(#) sin tzdt
sinz = sinz

B cOOp OT ejieMeHTapHH JIPOOH.

©o
Heka {akf e MPOH3BOJIHA PefHUA OT MOJOXHTeJHH YHCAA, KOATO MOHO-
k=1
TOHHO HamanABa K KJOHH KbM HyJaa. [Ipu A >0 usanara ¢yHkiims

npuHaanexH #a knaca A (A —e), KAKBOTO H J1a e MOJOXKHUTEIHOTO YHCJIO & = )
MMocmsnusa xa 1. XI. 1958 2
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OB ACHMIITOTHYECKOM [MIOBENEHUU HYJEU OJHOrO KJIACCA
LIEJIBIX ®YHKLUHUN

[. Pyces

PE3IOME

O6o3Haunm uyepe3 .E (1) MHOXKECTBO BCeX AEHCTBHTENHBIX M MOJOXKHTENb-
HBIX QYHKUHIH ¢ (£), onpeneneHHbiXx B untepBajte [0, + o0), AN KOTOPHIX

lim_#(8)> 0.

t a+too
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Uepes A(A) 0003HauWM MHOXECTBO Bcex LeJanx QYHKUMH F(2), Bce HYJH
KOTOPHIX, 33 H3KJIOUeHHeM KOHe4YyHOro YHcJa, Jexar B 006/1acTH

D, ‘]-oo<x<—{-oo
Lyl <<e(lx])

rae ¢(x) npousBosbHasi ¢GyHkuus H3 Kaacca £ (X).
B paGoTe naioTCs AOCTaTOYHBE YCJOBHS IJIf TOro, YTOOW LieJble (yHK-
IIHH BHJA

(1) j" f(2) cos tzdt

" 0

(2) ] f(¢) sin t2dt
0

NMpHHAJIeXaNH K KJaaccy A(QR) npu Hekotopom A. Hanpumep, €cau neiicTsu-
Tenpnas ¢ynkuus f(f), onpeneneHHass H HHTerpHpyeMass B cMbicie PumaHa B
unrtepBane [0, 1], yroBieTBOpsieT YCAOBHAM

a) ff(t)cos(rH—])ntdt o( Ha) (0> 0)
6) Z(—l)"(2n+])ff(t)cos n+ )wau:o

Torga uenas ¢ysxkuus (1) npuHamaexur Kk kaaccy A(XA—e), rae & npous-
BOJIbHOE TOJOXHTEAbHOe YHCJIO, MeHblle A.

UBER DAS ASYMPTOTISCHE VERHALTEN DER NULLSTELLEN
EINER KLASSE VON GANZEN FUNKTIONEN ‘

P. Russev

ZUSAMMENFASSUNG

Es sei £(A) die Menge aller im Intervall [0,4 o) definierten Funk-
tionen ¢ (¢), die reell und positiv sind und folgende Bedingung

lim o ()>0

t—+oe

erfilllen. Man sagt, daB die ganze Funktion F(2) zur Klasse A(X) gehort,
wenn ihre siamtlichen Nullstellen, bis auf eine endliche Anzahl, im Gebiet
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D, | =Xx<t
vl <elx)
liegen, wo ¢ (x) eine beliebige Funktion aus E(X) ist.

In der vorliegenden Arbeit werden hinreichende Bedingungen ange-
geben, bei denen ganze Funktionen der Art

(1) jl 7 (¢) cos tzdt
und

1
(2) [ f(2) sin tzdt

zur Klasse A () gehoren. Zum Beispiel, wenn die reelle Funktion f(£) im
Intervall [0, 1] R-integrierbar ist und folgende Bedingungen

a) jf(t)cos(n—{- %—)ntdtzo(nil;a) (A >0),
b) 'é"o(_l)n(znw)off(t) cos(n—}-;—)ntdt:t:()

erfiillt, gehort die ganze Funktion (1) zur Klasse A(A—e), wo e eine belie-
bige positive Zahl, kleiner als 2, ist.
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