FEOMETPHUSI HA BEKTOPHO MNOJIE B TPUU3IMEPUMOTO
NCEBAOEBKJ/IMA0OBO NPOCTPAHCTBO

A. MaTees

§ 1. BekTOpHO noje ¢ peajeH eAHMHHYEH BEKTOP

Pa3rnexnamMe TPHH3MEPUMOTO MCEBLOEBKAHAOBO MPOCTPAHCTBO Rz, noa-
NPOCTPAHCTBO Ha YeTHPHH3MEPHMOTO I1CCBI0EBKJIHIOBO MPOCTPAHCTBO C HHAEKC 1,
KOeTO TMpeiCTaB/AsiBA HHTEpeC OT TIJiefHAa TOYKA HA TeOpHsTa HAa OTHOCHTe]-
HOCTTa (CneuHalHaTa peJaTHBHA TeopHs). Ensa oco6eHOCT Ha TPHH3MEPHMOTO
TNICeBA0EBKIH0BO NPOCTPAHCTBO €, Ye reOMeTPHYHH 06pasH, KOHTO OGHKHOBEHO
B €BKJHAOBOTO TPHH3MEPHMO MNPOCTPAHCTBO Ca MMarHHepHH, TYK Ca peasiHH.

Hue me kasBame, 4e B mpocTpaHcTBOTO Ry (HAH B HfIKakBa Herosa 00-
JacT) e me)HHHPaHO BEKTOPHO noJe (/;), ak0O Ha NPOH3BOJHA TOYKA € C'bIO-

D)
CTaBeH eJHHHYEH HJIH MHHMOEJHHHYEeH BekTOp /3, T. e. [3=1 nau IP=—1.
CnenoBatenHo B R; 1le MMa JBa BHAa BEKTOPHH MOJETa CMOpex XapakTepa
Ha BekTOpa /3 Ha noJero.
2
Hexa npennonoxuM, uye 3a BekTOpHOTO noje /3= 1. Jla u3bepem /; 3a
KOOPJHHATEH BEKTOP Ha MpPaBO'bI'bJHA KOOPAHHATHA CHCTEMAa C KOOPAHHATHH

BeKTOpH [y, [5, I3, OT KOHTO HanpuMmep Ii=—1, I3=1. OcseH TOBa 3a Te3H
BEKTOpPH lIle HMaMe ole
(1) Lhiy=5L1L=11;=0.

Axko M e npousBosHa TOukKa OT K3, KOMNOHEHTHTe Ha enHO Oe3kpaiHO
MaJKO npeMecTBaHe Ha /M ce mosyvyaBaT OT PaBeHCTBOTO

(2) dM = o] I} +- w2 [+ v} 1.
3a KOOpAHHATHHTE BEKTOPH Ca B CHJa Ollle paBeHCTBaTa
dh=o0lli+ w0 L,

(3) dly=o0} I, +wl I,
dly = w} I, + wl I
Ot paBencTBata (1) M nopaau ToBa, ye /3= —1, I2=13=1, moxewm 1a
nyiem

w!

— 0= = —wd = 1 gd = —
s SWi=T, W= —wy=p, ;= 0]=—4¢.
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[Ipennonarame otue, ye
b3 03] + 0.
NopasiH KOeTO MOXeEM J1a MHulleM
P =Py, q=qg,5, I=TIau.
3a ypaBHeHHSITa Ha CTPYKTypaTa MoJy4YaBaMme
Dwy=[wir]+[qw}] Dp=|rq],
(4) Dwg=[wgr|+[wjp] Dg=rp
Duwj=[go0!]+[pw]] Dr=|[pq)

Teopema 1. Heo6x0a1HMOTO H AOCTAaTbYHO YCJAOBHE BekK-
TOPHOTO noJae (/3) 1a fonycka ceMeACTBO OPTOrOHaJAHH No-
BBDPXHHHH Ce JaBa C PaBeHCTBOTO

(5 P1—@s =0.

Iloka3aTeqCTBOTO HAa TeopeMaTa Ce HM3BBpIIBA MO CbUIHA HAYHH, KaK TO
B €BKJHIOBOTO NPOCTPAHCTBO [1].

§ 2. /luHuH Ha KpHBHHATA

JInHHS Ha KpHMBHHAaTa Ha NOJETO lleé HapHYaMe KPHBA, OPTOrOHaJHAa BbB
BCSKa CBOS TOYKA Ha BEKTOPa Ha I0JIETO H OCBEH TOBa 33 KOSTO BEKTODHTE
dM, I;, dl; ca xomnaanapuu. OueBHIHO HeOGXONHMOTO H NOCTaTbYHO YCJOBHE
8 2 KOMMNJIaHAPHOCT Ha Te3H BEKTOPH Ce H3pa3siBa ype3 PaBeHCTBOTO

(6) pwl + qui=0.
ChenopaTes HO AH(epeHIHANHHTE YDaBHEHHs HAa JMHHHTe HA KPWBHHATa ca
) =0, p1 ()P +(Pat 1) wbd+ ga (a2)? =O0.

JluHnnTe Ha KPDHBHHATa Ca pe€ajiHH, aKo

(P2—q1)* — 4 (P1g2—P2q1) =0,
H H30TpOMHH, aKO
P1+43=0, pa+¢q,=0.

Te ca opr oroHanuu, B cayyai ye

Pr1—q2=0.

§ 3. ACHMNTOTHYHH JHHHH

ACHMNTOTHYHA JIMHHA Ha MOJIETO lLlle HapHyaMe KpHBa, OPTOrOHaJHa BBbB
BCSIKa CBOS TOYKa Ha BeKTOpa Ha M0JETO H OCBeH TOBAa, 3a KOATO Hanpasjie-
HHETO BBB BCAKA TOYKAa aHyJaHpa KBaapaTHuHata ¢opma dM.dl;. OueBHnHo
NnocneJHOTO YCJOBHE € eKBHBaJE€HTHO C
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pwl+gqul=0.
CnenoBaresnHo .zw(bepeﬂuna.nﬂu're YpaBHE€HHA HA aCHMITOTHYHHTE JIHHHH Ca
(8) w3 =0, ¢ (wg)?+(P1+qa) wy w2+ pa(w3)? = 0.

Heo6xomuMoTO M AOCTAaTBYHO YCJOBHe, 32 Oa 6bAAT aCHMNTOTHYHHTE
JMHHM OPTOTOHAJHH, Ce JIaBa C

9 Pa—q1=0.

§ 4. Hopmaasa KpHBHHA Ha MOJETO NO 1aJleHO Hanpas/jeHHe

Heka B R; e mamesa xpuBara
M=M(@) (t,<t<t).

Hue uie pasrsexcziame KpHBH, OPTOrOHaJJHH BbB BCsIKa CBOSl TOYKAa Ha BeKTOpa

am i
FF ' g C? MHEHHO He3aBHCHMM U paB-
HHHATAa, Onpejie/leHa OT TSAX, T. €. OCKyJayHaTa paBHHHA B Toukata M, e HeHs-
orponHa. C ¢, n, b me o3HayaBame, KaKTO OOHKHOBEHO, eJHHHYHHTE BEKTOPH MO
TaHreHTAaTa, [VIaBHATA HOPMana ¥ GuHopMasnara. [Tosexe /3 =1, TO paBHHHATa,
CBABPXKAIa BekTOpHTe /i, /3, HOCH nceBROeBKIHAOBa MeTpHKa. ChblecTByBaT
C/IeIHHTEe Bb3MOXHOCTH :

Ha IO0JeTO, 32 KOHTO Bex'ropirre

a) BekropbT £ e MHuMoenuuHuyeH (f2=—1), a BeKTOpHTe 7, b ca enu-
HHyEH. ToraBa MoXeM JHa nuiieM
aM dt am am dl,
2 - __ 2 e —_ = _— = — e
ds do?, do g ds~ ™" s s ds ds
OrTyk noayyaBame
_ pwi+qu
(10) x(nls)= _(mtlj)2+(wg)2'

[Nouexe paBHHHAaTa, CbA'bPHallla BEKTOPHTe 7 M [g, HOCH €BKAHAOBA Me-

1
TPHKa, MOXEeM Ha MOJOXHM x = —, 1l =C0S@ H NoaydaBame
P

cos  pwy+qug .
P —(wp)f + ()

CnenoBarenso npu 8 =0, p = R umame

(11)

w2 - go)
(12) 1 = -_’_,__10#22_2 .
R —(wg)’+ ()
6) BexTopuTe f H b ca enuHuyHH, a 1 — MHUMOenHHHYeH, [Topany n? = —1,

/2 =1 Hama cMHCBA @ ce TOBOPH 3a BI'bd MexAy TaX. Tyk ecrecTBeHO
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aM =t dt = 4N
ds 7 ds

B) BekTopute { M n ca eNHHHYHH, 2 O — MHHMOEIHHHYEH BeKTOp. AKO
nly >0, 32 NCeBAOEBKIHIOBHS BI'bl MeXNy n W [y monyuyaBsame nly=chd u

paBeHcTBoTo (12) npuema BHaa
chy  pugqu,
T T N2 L (2)2
2 (0)" - (w5)
3a efHO HEH30TPONHO H HEaCHMITOTHYHO HanpaBJileHHe Ha BEKTOPHOTO

noje u3pa3bT (12) e HapHuame HOpPMaJHa KpHBMHa B Toukata M. Ekctpe-
MaJIHUTC CTOMHOCTH Ha HOpMajiHaTa KpHBHHA Ce MOJyYyaBaT OT KBaAPaTHOTO

ypaBHeHHe

(13)

I qi—ps
(14) k—2+ lR —Pagi +—

HM3pa3sure

(Pt + 9 _

] 1
QH_E—*—Z?é P2— 4,

1 —a.)2
KS.’ = R1R2 = (pl 4 42) +plq‘) —Paq,

ile Hapuuame CHOTBETHO CPeAHa H [aycoBa KpHBHHa B rquaTa M. 3a Ha-
NpaBNeHUATa, orroaapﬂmu Ha eKCcTpeMaJIHHTe CTOHHOCTH Ha R’ nojyyasame

AH(pepeHIHaJHOTO ypaBHeHHe

P : 2 +
(14%) 1 ) g2 (w(l))2+(P2+ql)w(')w5+pl 2‘]2 (w22 =0,
OTK'BJIETO CJIeJIBA, Y€ T€ Ca BHHArH PeajHd H OPTOrOHAJIHH.

§ 5. F'eone3anyHH JHHHH

OT ne(HHHLHMATA HA reojie3HyHa JHHHS, KAKTO B eBKJIMAOBOTO MPOCTPaH-
ctBo [1], § 7, nonyyaBame, ye HanpaBneHHeTo dM e reofe3HyHo TOYHO TO-

raea, Korarto
dM .d?s —a®M.ds =Xl; (A — ckanap).

OxoHyaTeNHO 3a reome3aHyHHTE JHHHH HaMHpame

wy =0, widw;—wydwy+ r[—(w)--(wi)’] =0.

§ 6. UHBapHaHTH Ha BEeKTOPHO noJje B R

Ako 3a u3bpauus tpueasp {/, /s, 1} B Toukara M pasraexpame Huc-
THHCKHTE BBbPTeHHs [2], § 46 ¢ oc mpaBata {M; /;}, TO 3a BeKTOPHOTO noxe

Ca CbUIECTBEHH WHBapHaHTHTe OTHOCHO Te3u Bbpredus. C {7, [, [y} o3nava-
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BaMe 3aBBLPTHAHOTO NOJNOXeHHe Ha TpHennbpa {/, /3/y} Ha brwa 6. Toraa Mo-
XKeM na nuueMm [2], § 46

Iy =T, cht+lsh6, I,=1sh0+/lych0, =1,
p=pchfigshb,  w!=w)chd—owlsho,
g=pshd gcho, Tngz—w(‘,shﬂ-}—mgche,

)

:I‘—l—dU, (.Og=(!)g-

KakTo B €BKJHIOBOTO NMPOCTPAHCTBO, TaKa H TYK Koe(HLUHEHTHTEe Ha nda-
¢orure QPopMH p M ¢ uUMaT neT ajreOpHYHH HHBapHAHTH. Te3H HHBApHAHTH
MOraT fa ce NoJyyaT OT OOlIHTe MHBapHAHTH Ha KBaJpPaTHUYHHTE (POPMH:

(dM)? = — (b 4 ()P + (),
PO+ o= pu (09 + (P2 + 01) 0§ @+ s @05+ o () + g w0}
P}t qui =i (0g)* + (p1 + Ga) g ©F + G5 g W + pa (W) + Py w] &},

O6mure MM uHBapHaHTH 1le ObAAT Koe(HIHEHTHTEe B YPaBHEHHETO
OT BHAa

|
‘ ay +A Ga Qg3 i
i
A(l)-:‘ aq agg—l Qg3 =0.
|
Q13 Qg3 Az —A
Koepuunentute Ha TOBa ypaBHeHHe ca

Ly =a, —axg—ay, Ly=a%,— a0+ a2, —ay; 053 — a2+ A a3, L3=A4(0).

Or BTOpaTa KBaJApaTH4YHa ¢opMa npH
ay=p;, 2q2=pa+¢q,, 2813=p;s, =gz, 2a53=G3, ap= 0
nosyyaBame

Li=pi—gs La="P I _(pgapag) +5

1
Ly=— e | 195+ P3gs (Pat+q1) + 49P§]-
AHaJIOrHYHO 3a TpeTaTa KBaJgpaTHyia (hopma 3amMecTBaMe
u=q1, 2a13=p1qs 2013=¢;, 203 =p;, Q=PpPa, Gy3=0

H noJjyyaBame

- ] —(,)? q2_p2
Ly =q,—p2, L2=(_P1__4_‘L) +P192—Pagr + 34 3
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. 1 :
Liy=— 4 [qlp::’ﬁ;' P343(P1+42)+Pﬁq§]‘

OxoHyaTeaHO 3a HHBApHAaHTH MOraTt na ce B3eMaT H3pa3uTe
i =p1—qa, iy =pi—q5,
Iy = pa—qy, is = P15+ Pags (P2 + G1) + qap3
iy=p1ga—Pog1, is=q105+ P3gs(pr+ qa) +pog}

3a jga HamepHM Bpb3KaTa, KOATO CBLIECTBYBAa MeXJAY Te3H LIeCT HHBa-
DHaHTH, Lile MPEeANOJOXKHM, Ye KOOPIHHATHHTe BeKTOpH /i, [y HMMaT HanpaB-
JlenHs, CbOTBETCTBYBAlllH Ha eKCTPeMaJHHTe CTOMHOCTH Ha HOpMaJHaTa KpH-
BuHa. 3a ueara ot (14') nonyyasame p;+ g, =0. ToraBa MoxkeM xa MOJOXHM

1 ]

—i=5. P=p
"R PR
CnenoBaTe/HO NoJyyaBaMme

(o) o)

OxoHuaTresHo 3a TbpCeéHaTa 3aBHCHMOCT HAaMHpame

. .2 PR P .2 .2
Iy .l3=1Ligds— lolylg+ I5—Lg.

§ 8. BekTOpHO noje ¢ MHHMOEAHHHYEH BEKTOP

Heka /3= —1. B To3u cayvaii popMyaute (3) npueMat BHna
L=rlh—ql,
dly=—rl,+ pls,
aly=—ql, +pl,
K'BIETO € MO0JIOXEHO
wl=—ol=r, vd=0l=¢q, oi=o0l=p.

Hudepenunanuure ypaBHeHHS Ha JHHHATE HAa KPUBHHATA, aCHMNTOTHYHHUTE
JHHHH H TeOfe3HYHHTE JIHHHH Ca CBIUIHTE, KAKTO B €BKJHIOBOTO MPOCTPAHCTBO.
WHBapuaHTHTe Ha BEKTOPHOTO MoJe MO BHA Ca, KAaKTO B [OCJAefHOTO MpO-
CTPaHCTBO, H YHIOBJETBOPSBAT CHOTBETHaTa BPb3Ka.

Monexe [3=—1, 3a KpHBa, OPTOrOHa/lHA BB BCAKA CBOS TOYKA HA BeK-
TOpa Ha MOJIETO, CBILECTBYBAT CNeIXHHTE BBH3MOXKHOCTH :

a) Bektopure f M b ca emMHHYHH, a 7 — MHHMOEIHHHYEH BeKTOp. Ako
nly << 0, MoxeM Ha nHileM

chf  puj —quy
P (o) +(wg)’
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6) BexTopHTe £ H n ca enMEHYHH, a b e MHHMOeIWHHYeH BeKTOp. Tyk
HAMa CMHCBJ Ja Ce FOBOPH 3a BI'bJl MeXAY 7 H [; nopaiu pasAHYHHA HM
xapakrep.

HUspassbT

1 pwi— go]

R (wg) +(f)
llle HApHYaMe HOPMaJHA KPHUBHHA Ha KpuBaTa B Toukara M. Ecrpemanuure

CTOMHOCTH HA R W CBHOTBETHHTE JIHHHH Ce MOJy4yaBaT, KAKTO B €BK/JIHZOBOT O
NPOCTPaHCTBO.

§ 9. llpunoxenus

Jla pa3riefaMe B TPHH3MEPHMOTO [CEBJOEBKIHAOBO MpPOCTPAHCTBO Ce-
paTa c pealeH pagHyc

—x24-y* 422 = a’(a>0),

KOSITO Ce H300pa3sgBa B OOHKHOBEHOTO €BKJHIOBO MPOCTPAHCTBO B MPOCT po-
TalMOHEH XxHnep6Gosoun. [lapameTpHyHo TH MOXe Ja ce NpeACTaBH, KaKTO
cenBa:

x=ashu, y=achucosv, z=achusinv.
3a eneMeHTa Ha Abrata nojy4yaBame
ds? = a?( — du? 4- ch? udv?).

HsoTponsHTe JMHHH, T. e. JHHHHTE, 32 KCHTO ds® =0, ce naBaT uype3 AH-
(epeHuuHaHOTO ypaBHeHHe

duz—ch?udv?=0.
Upe3 uHTerpHpaHe Ha TOBa ypaBHEHHME I10/Jy4YaBaMme

V—7

2

EnuHHYHHAT BexTOp /3 Mo HOpManara o6pa3yBa JBYH3MepHMO BEKTOPHO
noJsie. 3a KOOPAHHATHH BekTOpH /,, /, H3GHpaMe KO/MHHeapHATE BeKTOPH CBHOT-
BETHO C BEKTOPHTE (Xu, Vu, Zi), (X0, Vu, 2,). Taka nonyuaBame

I (cha, shucos v, shusinv), [3(0,—sinv,cos v), /s(shu, chucosv, chu sinwv).

tig =e" (v, = const).

OueBHIHO HMaMe
Ii=—1, Li=Ii=1; hly=ll=11=0.
[To-uaTaTbK HaMHpaMe
p=chudv, g=du, r=shudv.
3a ngpadosure popmu wl, v?, w3 nonyyasame

w)=adu, o?=achudv, w3=0.
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CnenoBaTesHO
1 1
p1=0, Pe= v 1= > g2 = 0.
3a cpeanata H l'aycoBaTa KpHBMHA HaMHpaMe

92 1
2H  py—q = Kg=P1q‘3_P2¢]1=a_g'

JIMHHHMTe Ha KpPHBHHAaTa ca HeonpejpeJeHH. ACHMITOTHYHHTE JIHHHHM ce
onpeneasiT OT YpPaBHEHHETO
du? —ch%udv? =0,

T. €. Te CbBNaJaT C M30TPOMHHTE JIHHHH BBPXYy cdepara.
3a reone3nyHHTe JMHHH CYMTaMe, 4e ¥ = o(i) ¥ Mojy4yaBame HAH(pepeH-

LIHAaJIHOTO YypaBHEHHE

d*v dv\? dv
. Shuchu ——-) 2thu 0.
du? (du du
dv
OueBuaHo dE:O’ T. e. U,=const e eQHH 4YyaCTeH HHTEerpal Ha TOBa
dv dv\?
audepeHHaNHo ypaBHeHHe. 3a d—u#:O noJsiarame i) == H [0Jy4aBame

42=4thu.z—sh2u.
du

HuTerpupasero Ha TOBa JHHEHHO ypaBHeHHe BOJH IO
thu=Csin(v v,),

kbaeto C H U, ca NPOH3BOJHH KOHCTaHTH.
Heka pasraenaMe B CbILIOTO NMPOCTPAHCTBO cepaTa C HMAarHHepeH paauyc,
KOSITO MOXe a Ce NMPEeACTaBH C ypaBHEHHETO

x?—y?—2%2=q? (a>0)

M KOATO ce H300pa3siBa B OGMKHOBEHOTO €BKJHAOBO MPOCTPAHCTBO B JABOEH
poTaluoHeH xunep6oaony. [lapamMeTpHyHo THA MOXe Ja ce MpPeNCTaBH Taka:

x=achu, y=ashucosv, z=ashusinv.
Tyk noayuyaBame nocJel0BaTelHO
l,(shu, chucoswv, chusinv), I, (0,—sinv, cosv),
I;(chu, shucoswv, shusinv),
BP=1=1, E=—1, Lhly=hL;=15L=0.
[To-HaTaTbK HMame
p=shudv, q-=—du, r=-chudv.

OcBeH ToOBa
o =adu, ol=ashudv, w}=0,
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1 1

p1=0, P-z—_-a, (11'—‘—‘a, ga=0.

3a cpeaHata H I'aycoBaTa KpHBHHa HaMHpaMe

2 1
QH—Z, nga—e.

JluHuHMTe HAa KpHBHHaTa ca HeonpejeneHH. ACHMNTOTHYHHTE JIHHHH ce
JlaBaT C ypaBHEHHeTO
du?-L-shudv? =0
H CJIeloBaTeJHO Ca HepeaslHH.
leone3nynnTe JHHHH ce onpexessiT OT AH(epPeHIHaTHOTO ypaBHeHHe

dy 3 dv
d‘-ué' ) +2Cthu‘71-l’-—‘-0.

dv
shuchu (d;l

1

?

dv\?
KaTo H3K/IOYHM YacCTHOTO pellleHHe U =const W MoaoXHM <Ziz_z> =,

noJsiyyaBaMe JHHEHHOTO IH(QepeHLHaNHO ypaBHeHHe
4
du

OKOHYaTeHOTO MYy HHTErpHpaHe BOAM JI0

=4cthu.z+sh2u.

cth u = Ccos (v —v,),

KBbAETO C H U, Ca NpPOH3BOJHH KOHCTAHTH.
[Tocmsnuaa na 17. VII. 1959.
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TEOMETPHSI BEKTOPHOI'O [10J11 B TPEXMEPHOM
MNCEBIO3BKJIMIOBOM IMPOCTPAHCTBE

A. MaTeeB
PE3KOME

I'eoMeTpHsi BEKTOPHOrO NMOJSI B TPEXMEPHOM MCEBIO3BKJIHIOBOM NPOCTPaH-
cTBe R; HccnenyeTcs NMPH MOMOILM MeTONa MOABHXHOrO TpHexpa Kapraua.
B R; paccmarpuBaeTcsi BexkTOpHOe mnoJe (/;), rae /; ecTb eXHHHYHBI
NPOCTPAHCTBEHHBIH WM eNHHHUHHA BpeMeHHHH BekTOp. KoopmuHaThbe Bek-
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topal /1,1y, /; 06pa3yioT MOABMXKHBEIA MpPAMOYrOJbHBIH TPHEADBP, NpPHUEM
_ 2__ 72 2 _ :
I}=—1, 2=1%=1 B nepeom cayyae H If_l;’- 1, I2=—1 Bo BTOpOM:.
[Tlycte M npousBosbHasti TOYKAa MPOCTPAHCTBA K3, TOrha KOMIOHEHTH
6eCKOHEYHO Ma/Joro nepeMelleHHss TOYKH M mnoaydaloTcsi U3 paBeHcTBa (2).
B cuae ocraorcs M ypaBHeHHs (3), rae MOJOXKEHO

1 — 2 — 2 _ 3 — 1y = —
W,=wi=7 W;=—0,=p, V;=0]=—¢

P=Paws, =g, 0%, r=r,of.

JIMHHS KDHBH3HBI BEeKTOPHOTO MOJS eCTb JIHHHSA, B KaXAOH CBoeil TOuke
OPTOrOHaJbHAasi BEKTOPY MOJA M B KaXJOH TOYKe KOTOpPOH BekTOpH dM,.
I5, dl; xomnnanapuel. JIMHHH KPHBH3HBI JAlOTCA ypaBHeHnHsiMH (7).

Uro6bl BeKTOpPHOE MoOJe XOMyCKaJo CeMeHCTBO OPTOTOHA/NbLHKIX MOBEpPX-
HOCTel, HeOOXOAHWMBbIM H IOCTaTOYHLIM YCJOBHEM SIB/IAETCS OPTOrOHANBLHOCTh
JIMHHH KPHBH3HHBI.

AcuMnTOTHYeCKas IHHHS BEKTOPHOrO IOJS €CThb JIHHHS, OPTOrOHaJbHas
BEKTOPY MO/ M B KaXNOH TOYKe KOTOPOH KBajapaTHyHas ¢opMa dM.dl;
aHHyJHpyeTcs. ACHMNTOTHYECKHE JIHHHH JAIOTCA ypaBHeHHAMH (8).

[lycte B R; nmaHa kpuBas

M=M() (th<<t<<f).
M .
ﬂpelmonaraem, 4YTO BEKTODHI —dt—, W JIHHEHHO He3aBHCHMBI H HMH OHPEH,Q-

JeHHas OCKyJauHas IJIOCKOCTb  HeudorpomHas. OG6o3nauaem uepe3 {,.n, b
COOTBETCTBEHHO €JMHHYHbBIE BEeKTOPHl 10 KacaTeJ]bHOH, rJIaBHOH HOpMaaH H
6uHopmann kpuBoi. Tak kak /2= 1, cymiecTByloT TPH Caydyas:

a) =—1, n=56%=1. B 3roM cJyyae MJOCKOCTb, IPOXOAALIAs Yepe3.
BEKTOpHl 7, /3 HeceT 3BKIHAOBYIO MeTpHKY. Torna n/y; = cos® u nmoaygaem (11).

6) 2=6%2=1, n®=—1. Tak kak n?>=—1, yron Mexnay n u [; He HMeeT
CMBICJIA.

B) #=n?=1, b>=— 1. Ecim nl3 > 0, nonyyaem nly = ch 0 u Haxonum (13).

/sl BCSIKOrO HEH30TPOMHOIO W HEAaCHMNTOTHYECKOTrO HalpaBJeHHs BblPaXKeHHe
(12) naspiBaeTcss HOpMaNbHOH KpHBH3HOH B TOuke M. Uepe3 akcTpeManbHble
3HaYeHHs] HOPMAJBbHOH KpPHBH3HBl BBOJATCS MNOHATHA O ,CpelHeil KPHBH3He“
M ,raycCoBOH KpHBH3He“ BeKTOpPHOro noJs. COOTBEeTCTBYIOIHe HaMpaBleHUs
3THX 3KCTPeMaJbHBIX 3HayeHHH HOPMAJbHOH KPHBH3HBLI HaloTcs AUddepeH-
uHanbHeIM ypaBHenHeMm (14').

OnpeneneHde reoje3dyecKOH KPHBH3HBI TO JKe, YUTO W B 3BKJIHIOBOM
npoctpadcTe [2]. [uddepenyuanbabe ypaBiHenus reoae3yeckux JHHuA—(14").

Ecau npu BuiGpaudom Tpuenpe {//3/3} paccmarpuBaioTcs uMcTHE Bpaile-
HHA OKOJIO ocH {M; /;}, TO HHBapHaHTaMH MO OTHOIUEHHIO K 3THM Bpaile-
HUAM BbIOpaHbl BbipadceHHs (15), cBsi3aHHble ¢ paBeHcTBOM (16).

B caysae fi=—1 nuddepeHnuanbHble ypaBHeHHS JIMHHH KPUBH3HBI,
aCHMINITOTHYECKHE JIHHHH, reojile3HyeckHe JIMHHUH M MHBapHAHTH noiasd GynyT Te
Xe, YTO H B 3BKJHIOBOM NPOCTPaHCTBe [2].

B koHLe naHO npHMeHeHHe AJs IBYX BHIOB cep B NCEBAO3IBKIHIOBOM
npoctpaicTBe : — x2 4 y2+22=4a? (a>0), x2—y?—22=0a* (@>0).
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GEOMETRIE DU CHAMP DE VECTEURS
DANS L’ESPACE PSEUDO-EUCLIDIEN A TROIS DIMENSIONS

A. Matéev
RESUME

On traite le probléme du champ de vecteurs dans l'espace pseudo-
euclidien 3 trois dimensions R; par la méthode de Cartan de repére mobile.
On consideére dans R; un champ de vecteurs (/;), ot /; est un vecteur
d’espace unitaire ou un vecteur de temps unitaire. Les vecteurs de base
5, b, Iy constituent un repére rectangulaire oit /2=—1, /2 = /2=1 dans le

premier cas et /2=/2=1, [2=—1 dans le deuxiéme cas.

Soit M un point quelconque de Rj, alors les composantes d’un dépla-
cement infiniment petit de M s’obtient de l'égalité (2).

On a les équations (3) olt on pose

I 2 — 2 — I3 —
Wy =0]=7, W3=—, =p, W=0;=—¢

P=Pavy,  §=4qauj, r=roug

Une ligne de courbure du champ de vecteurs est une ligne orthogonale
du vecteur du champ et telle qu’en chaque de ses points les vecteurs dM,
I3, dly sont coplanaires. Les lignes de courbures sont données par les équa-
tions (7).

Pour que le champ de vecteurs admette une famille de surfaces ortho-

gonales, il est nécessaire et suffisant que les lignes de courbures du champ
soient orthogonales.

Une ligne asymptotique du champ de vecteures est une ligne orthogo-
nale du vecteur du champ et telle qu’en chaque de ses points la forme
quadratique dM . d/; s’annule. Les lignes asymptotiques du champ de vecteurs
sont données par les équations (8).

Soit dans R; la courbe

M=M() (to< t<<ty).

M @M
dat’ dr
et le plan passant par eux (le plan osculateur en M) est non isotrope. On

désigne par £, n, b respectivement les vecteurs unitaires sur la tangente, la
normale principale et la binormale de la courbe. Puisque /2= 1il existe trois
cas 4 considérer.
a) #=—1, n?=5b?=1. Dans ce cas, le plan passant par les vecteurs
n,l; porte une métrique euclidienne, on pose n/;=cos6 et 'on obtient (11).
b) #=062=1, n®=—1. A cause de n?=—1, [3=1 langle de n et /;
n'a pas de sens.

On suppose que les vecteurs sont linéairement indépendants
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c) t2=n* =1, b>=—1. Dans le cas de n/;> 0 on obtient n/; =ch@
et on a €13).

Pour une direction non isotrope et non asymptotique I'expression (12)
est nommée la courbure normale en M Par les valeurs extrémales de la
courbure normale on introduit ,la courbure moyenne“ et ,la courbure gaus-
sienne“ du champ de vecteurs. Les directions correspondantes a ces valeurs
extrémales de la courbure normale se donnent par I'équation différentielle (14).

La définition d’'une ligne géodésique est la méme que dans lespace
euclidien [2]. Ses équations différentielles sont (14”).

Si pour le triedre choisi {/;/,/;} on considére les rotations propres
autour de l'axe {M;/;}, on choisit comme invariants par rapport a ces rota-
tions, les expressions (15), liéls par la relation (16).

Dans le cas oit 72=-—-1 les équations différentielles des lignes de
courbures, des lignes asymptotiques des lignes géodésiques et les invariants
du champ de vecteurs sont les mémes comme dans l'espace euclidien [2].

Enfin, on applique la théorie sur deux exemples, notamment les deux
espéces de sphéres dans I'espace pseudo-euclidien: — x2- y?4-22=a? (a>0),
x2—y?—22-qa% (a>0).
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