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Toute structure multiplicative dans la catégorie des applications ou dans
une catégorie arbitraire pouvant étre dcfinie en terme d’algébre universelle
AU=(C, (A)ier, (R)ics), out (A est une famille de classes, en général dis-
tinctes de la classe C et (k)¢ une famille d’applications, nous nous propo-
sons de décomposer une telle structure en couples élémentaires. Cela revient
a construire une représentation de AU en une suite finie ou infinie de cou-
ples de type I: (A, k;), ou i¢l, j¢J et C=A, (i=0), et de couples de
type Il ((k;, k), R) ou les éléments R sont des relations binaires, les appli-
cations k; étant considérées comme des relations monovalentes. En termes
de catégories on procéde donc a la décomposition de AU en morphismes de
la catégorie pleine d’applications associée a l'univers sur lequel sont étudics
les structures multiplicatives de but I'élément C, les morphismes étant inter-
prétés comme triplets (avec la source et le but correspondants) et en mor-
phismes d’une catégorie, dont la classe des unités s’identifie & la classe des
relations associées A l'univers en question. Comme la notion de catégorie est
définie par une suite finie de couple du type I et du type II, le langage des
catégories qui aurait permis un exposé plus synthétique des résultats est
systématiquement exclus.

0. Notes préliminaires

Soit 11, un univers supposé défini conformément au systéme d’axiomes
suivant!:

(0.1) Définition. Un univers |1, est une classe de classes dans la-
quelle sont virifiés les axiomes suivants?:

(U.1) Men, et MC M entrainent M ¢1,;

(U.2) Mel, et M ¢, entrainent MXM' ={(m, m)|me¢M, m'¢ M'}en,;

! Les paragraphes sont notés par un chiffre arabe, les sous-paragraphes par deux chif-
fres arabes, le premier étant le numéro du paragraphe et le second celui du scus-paragraphe
a l'intérieur du paragraphe, les ddfinitions, propositions et autres sont notés par trois chif-
fres les denx premiers ¢tant ceux du sous-paragraphe. Exception est fait pcur le paragraphe
?. qini ne posséde pas de sous-paragraphe. La fin d’une démonstration est notée par
e signefi.

2La.notion de classe est conformément & la théorie de Neumann—Bernays—Godel.
Nous n’entrerons pas daps les détails logiques en ce point.
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(U3) M¢n, entraine WM)e N, oit W(M) est la classe des partiesde M ;
(Ud) {(Mier TN, MW} entraine H M =M'¢ 1,

Cette définition differe sensiblement de celle de Grotendieck [12', mais
est identique & la forme des axiomes prés, 4 la définition d’univers de Ch.
Ehresmann [10].

Les structures mathématiques dans 11, peuvent ¢tre de deux types: des
structures lides a des relations d’équivalences! et des structures liées a des
relations d’ordre. Plus précisément on définit:

(0.2) Définition. Une structure multiplicative sur un élément de 11,
est un couple (C, (R)i¢1) ot C¢ g 1€ B(N) ef ReR(e), oir R(e) est la classe
des relations d’équivalence dans 11, et N --1l'ensemble des entiers naturels.

Les algébres universelles [4, 14] sont des structures multiplicatives. Il en
est de meéme pour les structures algébriques élémentaires [3, 13] et pour les
structures algébriques dans les catégories [I, 6.

(0.3) Définition. Une structure inductive est un couple (C, (R)i¢1), oit

Celly et Ri¢R(0), avec R(0)=la classe des relations d’ordre ou de préor-

dre associée a l'univers \1,.

Les fopologies et paratopologies (8), les structures de variété différen-
tiable [9) et autres sont des structures inductives.

En général les structures mathématiques se présentent sous forme plus
complexe, c’est-a-dire que sur un élément de 11, sont définie plus d’une
structures élémentaires compatibles.

Ainsi les structures de groupe de Lie, de catégorie différentiable ou plus
généralement celle de catégorie structurée, le cas relativement élémentaire
de catégorie n-uple mis a part, sont des structures mixtes.

Dans cet article nous nous bornerons a I'étude de certains cas de struc-
tures élémentaires multiplicatives.? Le probléme des structures multiplicatives
(algébriques) dans une catégorie est résolu par J. Benabou [1], dont les re-
cherches font suite 2 celles de P. Cohn [4] et autres sur les structures mul-
tiplicatives dans la catégorie des applications. En supposant édifiée par voie
élémentaire et directe la théorie des catégories, il étudie les structures algé-
briques comme objets d’une catigorie, sous-catégorie d’'une ,grande“ catégo-
rie. d’homomorphisme entre structures algébriques. De cette maniere le pro-
bleme de I'équivalence des systemes d’axiomes, qui définissent une seule et
méme structure ne se pose plus, celle-ci n’étant définies que comme objets

d’une catégorie, 2 savoir la ,plus grande catégorie* des homomorphismes
entre structures homologues sur un univers déterminé |l,.

! Toute loi de composition interne ou externe peut ¢tre présentée par une relation
d’équivalence convenablement construite. Les structures multiplicatives (aussi bien que lcs

structures inductives) sont définies par des rclations entre des éléments de ll, et par de.
relations entre ces relations, celles-ci ¢étant encore soit des relations d’¢quivalence, soit de:
relations d’ordre.

*Le procédé qui est esquissé dans la suite et appliqué uniquement a des cas plutot
¢lémentaires est assez géndral pour permettre I'étude de n'importe quelle structure multipli-
cative, y compris les structures ou interviennent des sous-classes de la classe support comme
celle de corps et qui restent non-incorporées dans la théorie de J. Benabou. Cette situation
présentant des difficultés techniques et non de principe, sera ¢tudié dans un texte plus
vaste que celui-ci. Nous n’aborderons pas les structures ou la classe de classe d'opérateurs
est non vide.
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La solution donnée par Benabou, compléte et donnant la classification
des structures algébriques dans leur ensemble, est insatisfaisante sur deux
points :

la théorie des catégories est supposée donnée a priori, tout en se re-
trouvant dans la classification et sans que ce soit le cercle vicieux classique
la suite logique des structures n’est pas strictement observée;

le probléme est résolu a partir de la plus grande catégorie des homo-
morphismes de structures homologues, ce qui fait perdre de vue le procédé
d’¢dification d’une structure multiplicative a partir de ses ,composantes les
plus ,élementaires“!.

Nous nous proposons donc 1’étude d’un probléme en quelque sorte in-
verse : étant donné un univers 11, quelles sont les structures les plus sim-
ples a partir desquelles est obtenue toute structure multiplicative dans 11, et
quel est le moyen de définir les structures multiplicatives en partant d’un
couple (C, k), ot C¢1l, et £ est une application d’un sous-ensemble du
produit de C et d’une classe C’ de 11, éventuellement identique a C dans
C, donc k¢ (classe des applications construites sur 'univers 11,); le pro-
bléme de décomposition d’une structure multiplicative en une suite de com-
posantes élémentaires et I'existence d’une telle décomposition trouve aussi
sa solution.

Les définitions de groupe et catégorie s’en déduisent comme un cas
particulier 2 Nous nous bornerons en fait, dans les détails de cet article, au
cas ot C=C", c’est-a-dire aux lois de composition internes, les cas plus
complexes étant plutot probléeme de technique seront traités ultérieurement.

Les notions de base seront celles de N. Bourbaki (théorie des ensem-
bles propriétés élémentaires de relations [2] et structures élémentaires de I'al-
gebre |3]) de A. Kurosh {14] et P. Cohn [4] pour les algébres universelles,
de V. Wagner [16] pour les relations et de Ch. Ehresmann pour les catégo-
ries [6], la terminologie étant unifiée et adaptée au sujet traité.

1. Préliminaire sur les opérateurs

Prenant pour base les notions de relation n-aire comme généralisation
naturelle de la relation binaire, application et fonction ou fonction partielle
a plusieurs variables [2, 16], nous précisons et particularisons la notion d’
opération et d’opératif de Wagrer [16).

1.1. Relations et opérations. Soit une famille indexée de classes

{(C) Celly el e N €y et soit [ [Ci={(m) mi¢ Gy iely)s ici I, est
i€l
'ensemble {1, 2,...,n}¢R(N). En vertfu de P'application successive de (U.2)

(voir la définition (0.1))» on a HQG 1o- On définit alors:
fel
(1.1.1) Définition. Une n-relation entre les éléments d’une famille inde-

Xées de classes est une sous-classes de leur produit cartésien: R, C I I C.
el
1 Ces notions seront précisées dans la suite. )
_ 2Notons que le fait de retrouver les catégories dans une théorie des structures multi-
Plicatives ne diiinue nullement leur role d'unifications dans les théories mathématiques a

I'état actuel des connaissances, tous ies cas usuels se ramenant & des applications diverses
de la notion de catégorie.
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En vertu de (U.1) on a R, ¢,
(1.1.2) Définition. Une n-relation homogeéne enfre les éléments de C
est une sous-classe du produit cartésien ou tous les C; sont identiques a C:

rec [ ] ¢ =c). Evidemment Rh¢ .
tel
Dans ce cas la notation compliquée I]C,(C,:C, icl,) sera rempla-
{el

cée par la notation [n[C

La notion de section par une relation étant celle de [2] ou de [16] on a:
(1.1.3) Définition. Une n-relation ("homogéne ) monovalente est une
n-relation ( homogéne ", dont la section S {m,, m,, ..., m,_,\) par un éle-

ment (my» m,, ..., m,_,) de n C, (oit C; C pour tout i¢l,?) contient au

1€l
plus un élément de C,( =C". La n-relation est monovalente pour la
classe C,.
Dans cette définition et partout dans la suite les mots entre les signes
(...) peuvent étre lu ou non, donnant lieu & des notions diiférentes.
(1.1.4) Proposition. Une n+[-relation entre les éléments d'une famille
de classes indexdes, monovalente pour C.4, est une application n-aire k,:

[ [c—Cas

1el
En particulier, pour la construction des structures algébriques (dars le

cadre des algébres universelles {4,14] ou des structures algébriques dars les
catégories [1]) on a recours uniquement 2 une classe particuliére d’applica-
tions, qui sont les lois de compositicn exterries ou internes. On peut les redé-
finir & partir des relations, comnme suit

(1.1.5) Proposition. Une loi de composition n-aire externe dans C
et de domaine d’opirateurs une (lasse indexie de classes {C; i€l ,_y} est

une application n-aire du produit cartésien CX HC, dans C, on I'=1,_,,
telr
soit donc k,:Cx [ Jc—cC.
eV

Faisant abstraction de quelques détails d’ordre tuchnique, c’est le point
de départ des algebres universelles. Pour les besoins des problémes a ré-
soudre nous n’aurons qu’au cas particulier des Icis de compositions internes
(dans les définitions et propositions ci-présentes nous ne précisons pas le ca-
ractére des applications, qui peuvent étre partout ou partiellement définies).

(1.1.6) Proposition. Une loi de composition n-aire interne de C
( partiellement définie ) est une n-+1-relation monowalente ( partielle’) .

Ou encore:

(1.1.7) Proposition. Une loi de composition n-aire interne de C

[ partiellement définie Yy est une application k,: ]I C—C, du produit car-

tésien de puissance n de C dans C.
Il est commode de charger la terminologie de la maniére suivante:
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(1.1.8) Définition. Une n-opération ( partielle®) (' (homogéne®) % est
une loi de composition ( partiellement définie ") sur C, a valeurs dans C;

iel
(jel) ¢ (ot Ci=C pour tout i¢l? Y.
Dans la suite nous noterons k, les lois de composition (internes ou
externes) et par k£ les lois de composition n-aire partiellement définies (in-

ternes ou externes).

(1.1.9) Définition. Le poids d’une opération (resp. l'ordre d’'une appli-
cation interne) est Uentier naturel égal au nombre des éléments de C¢ 11,
sur lesquels s’effectue l'opération (resp. le nombre de ,variables* de k, ou
ce qui revient au méme, le nombre des éléments de C auxquels est asso-
cié par k, un élément et un seul de C).

A notre avis la recherche mathématique a dépassé le stade (explicite-
ment indiqué par N. Bourbaki [2]) ou les seules structures A I'étude étaient
celles ou n=2 (structures A loi de composition binaire).

Le poids d’'une relation monovalente n+ 1-aire est manifestement n et
celui d’ure n-opération est n.

Nous rappellerons les définitions de lois de compesition nulaires et unai-
res (de poids n=0 et n=1), resp. celles des opérations et applications nu-
laires et unaires, qui sort peut usitées et nous énoncerons des défiritions pour
les lois multinulaires, appliquées systématiquement dans la suite.

(1.1.10) Définition. Une application nulaire (* partiellement définie °)
est lapplication k,, qui a tout élémentde C{ —C=C'" associe un éle-
ment et un seul e¢ C,; donc on a

ky:C—e.

Exemples. 1) Soit M, un monoide unitaire! sur. un ensemble E et soit
u I'élément unité de M,; alors le couple (M, u) définit une application nu-
laire et une seule, conformément 2 la définition (1.1.9), soit k,: M—u, par
laquelle 2 tout élément feM est associé I'élement u¢ M.

2) Un groupe G, dont lunité est notée e¢ G, défini sur 'ensemble E
engendre par le couple (E, ¢) une application nulaire. Cest évident, le
groupe étant aussi un monoide unitaire.

Plus généraleirent on démontre sans difficultés:

(1.1.11) Proposition. Toute structure algébrique élémentaire® unitaire
engendre une application nulaire, qui est unique.

La définition (1.1.10) est extiémement restrictive pour les applications
et est insuffisante pour le développement d’une théorie suffisamment riche
des structures multiplicatives et on définit:

. (1.L.12) Définition. Une application (locale’) polaire est une applica-
tion, qui a tout élément d’'une classe C¢ll, associe un et un seul couple
Z’e’le’ments de C ( éventuellement distincts pour différents éléments de C"),

onc on a

ko:C — (e, €) et ky(f)=(e, €) (et ko(g)Fko(8) si f¥8)-

. ..!Dans les exemples et uniquement 1a nous parlerons de structures algébriques avant
Qu'elles soint déduites des définitions et théorémes exposés dans ce qui précéde.

_ 20n cntend par la les structures définies sur un él{ment de 11, par une loi de com-
Position interne de poids fini et partout défini (ce scnt conc les compositifs — voir plus
loin — les monorides, les groupes avec des poids finis).
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Exemples. 3) Un groupe peut étre caractérisé dans un systéme d’axio-
mes convenable [13] par l'existerice d’'un couple d’unités: une unité adroite
(¢') et une unité a gauche (¢) qui sont les mémes pour tous éléments de G;
le couple (G, (e, €¢')) engendre donc ure et une seule application polaire.

4) Une catégorie est déiinie a partir d’'un graphe orienté (C, #, a) oll
B et « associent A tout élément l'unité A droite et I'unité 2 gauche respecti-
vement et en général (e, ¢'),F(e, &) ¢i fFg; alors le couple (B, «) est une
application localement polaire.

Les applications poliires et les applications localement polaires sont
étroitement liées et on a la proporsition suivante:

(1.1.13) Proposition. Si dans C¢\\, est définie une application loca-
lement polaire, il existe au moins une scus-classe C'C C, telle que la
restriction de Uapplicatton localement polaire a C' est une application po-
laire sur C', C'+0).

Démonstration. Evidemment toute application polaire est aussi locale-
ment polaire. Soit C’ une sous-classe définie par un couple polaire;
C'=e.C.e'4-0; son existerce est assurée par l'existence de lapplication lo-
calement polaire k,. Alors pour tout les éléments de C' on a #',(f)=(e, €)
et on a k., =k,=application polaire, ce qui démontre la proposition

Remarque 1. 11 peut se faire que toutes les classes C’, sous-classes de
C soient des classes a une seul élément.

Remarque 2. Chaque classe C munie d’une application localement po-
laire est décomposable en sous-classes C; telles que kf»;cl = k,, = application
polaire.

Exemple. 5) Dans un groupoide la sous-classe des morphismes tels
que a(f)=p(f)=e est une sous-cjasse oll la restriction de I'application loca-
lement polaire [8, «], soit [3, u]..c., est une application polaire, que se réduit
a une application nulaire. C’est une conséquence immédiate du fait que toute
sous-classe du type e.C.e est un groupe [6].

D’un point de vue plus général les notions de couple polaire et appica-
tion ("localement® polaire peuvent étre définis comme suit:

(1.1.14) Définition. Une séquence multipolaire de f¢ C est un élément

n

de nC ¢ N, La séquence n-pclaire de f¢ C sera notie dans la suite Py(f)

et P(f) si n=2.

(1.1.15) Définition. Une application ("localement ", multipolaire est une
application partout définie sur C et qui associe a tout ¢élément fe¢ C une
séquence polaire (telle qu'au moins pour un couple (f, g) avec f£g on ait
P(f)£P(g)) . :

Exemples. 6) Soit A un amas (pour la définition et les propriétés fon-
damentales des amnas, voir |15]) ou la loi de composition interne partout
définie et ternaire est telle que ky: AXA A -Aet k(a, b c)=f avec
a¢, beA, ce, feA

Pour tout f¢ A il existe un triplet (4, u', u”) tel que l'on ait

[f' u, “I'—fv [“' fv u'l‘:f' [u”' u’, ﬂ f
le triplet (u. u', ") est une séqerce polaire de f, soit P,(f), corformément
a (1.1.14) et une application polaire A4V est difinie par le couple (4, (u, u’,u")
conformément a (1.1.15).
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7) Soit G, un n-groupe conformément a la définition dans [5]. A tout
élément f¢ G, est associée une séquence de n éléments de G,: P(f)=(u,,
Uy ...,u,) telle que tous les composés avec f donnent f soit (u,, u,,...,
Uy—y, f, Uk, ..., u)=f pour tout k<n. C,est une séquence polaire P, (f) et
une application multipolaire (plus précisément n-polaire) évidemment unique
est définie.

Des structures rmultiplicatives qui donnent lieu & des applications loca-
lement n-polaires (les n-catégories et celles qui s’en déduisent: z-graphes,
n-graphes multiplicatifs, n-catégories non associatives, n-groupoides) n’ont
pas encore été étudiées?.

Notons aussi, que les généralisations que nous venons de faire a I'appli-
cation polaire sont loin d'étre gratuites: les propriétés des séquences polai-
res sont A la base de plusieurs propriétés dans la théorie des amas [15] et
du théoréme fondamental des n-groupes — existence d’'un groupe (ordinaire)
engendrant le n-groupe. En particulier toute application nulaire est un cas
particulier d’une application n-polaire — avec n=1.

(1.1.16) Définition. Une application unaire ( partielle) dans C est
un endomorphisme ( partiel "y de C dans C.

Il est souvent nécessaire de considérer plus d’une application unaire et
nous définissons:

(1.1.17) Définition. Une application n-unaire ( partielle’) dans C est
une suite de n endomorphismes ( partiels” de C dans C.

Exemples. 8) Etant donné un groupe, le fait (démontré ou posé comme
axiome) que tout élément du groupe posséde un inverse, qui appartient éga-
lement A G implique I'existence d’une application, k, : G-+, telle que &,(f)=f"1;
c’est manifestement une application unaire, conformément a (1.1.16). Un grou-
pe posséde une représentation axiométrique qui contient deux applications
unaires, A savoir celles qui associent I'inverse a droite et I'inverse a gauche;
c’est en vertu de (1.1.17) une application bi-uraire.

9) Soit C un groupoide. Par définition [6] tout élément de C A un
couple d’éléments inverses: I'inverse A droite et 'inverse & gauche :f—(f,. f,).
Une application bi-unaire est définie dans C; comme on a fyp=f,=f"1,
on peut identifier Papplication bi-unaire A une application unaire. Si C est
une catégorie et si C#0, une application bi-unaire partielle est définie con-
formément a (1.1.17) et peut étre identifiée a une application unaire en vertu
de P'identité de l'inverse a droite et de Pinverse a gauche.

Les structures obtenues uniquement par une suite de lois de composi-
tion internes sont extrémement pauvres et ne trouvent pas d'applications
importantes. Pour préciser les propriétés des lois de compositions et pour
exprimer les liens entre les différentes lois définies sur un élément de 11,
nous définissons la notion de relation enire lois de composition.

Soit (k)1 une suite de lois de composition interne définies ( partielle-
ment ) sur C (plus précisément sur des produits cariésiens d’ordre correspon-
dant) et notons Cu,) les sous-classes correspondantes, définies dans le pro-

duit par les lois de composition; soit HC(;,,) la classe-produit de la classe
i€l
de classes définie par la suite (&)i¢1. Alors:

1 Une étude détaillée sur les structures multiplicatives obtenue a partir d’une loi de
composition n-aire partiellement définie est a paraitre.
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(1.1.18) Définition. Une relation entre lois de composition (k) notée

R((k)i¢1) est une sous-classe de la classe-produit I]C(’m'
i€l

Au point de vue intuitif, la relation R est une expression formelle d’un
axiome, le langage courant, donc n’apparterant pas a une théorie formelle,
étant exclu.

Exemples. 10) Les applications # et a dans la déiinition d’un graphe
(C, #, a) sont des rétractions (applications dont la restriclion a une sous-
classe de la classe de définition est I'application identique). Si I'on pose
B, u| =k (application bi-nulaire) la condition de rétractivit¢ est traduite par

une relation R(ky; k), telle que & (R (f))=~k,(f), vfeC.
11) Soit G un groupe et k, une application unaire; poir que k, définisse
un élément inverse f~'==k,(f) il faut que la relation suivante soit vérifiée:

R'(ky, Ry Ro): ko f, Ri(f))=ko(f)

oit k, est la loi de composition (binaire) du groupe G.

(1.1.19) Théoréme. Toute relation entre lois de composition est dé-
composable en une suite de relations binaires entre des couples de lois de
composition.

Démonstration. Soit R(k./s¢ S) une relation entre lois de composition
o § est un ensemble d’indices A plus de deux éléments. Toute loi de com-

position étant un sous-ensemble d’un produit cartésien ”C,-, on peut poser
igl

ki=E.€ll, et la relation R(ks s¢S) est un sous-ensemble de I_[E,. Mais a

s€S

tout produit on peut associer un produit binaire, soit nEs—_—El\i HES oll
SES SES’

§'=8—{1} et si K, est une loi de composition binaire, on a une relation

binaire Ro(%,, (ks)s¢s). La répétition successive de cetie opération entraine la

décomposition de R en une suite de relations binaires. D’autre part toute

application n-aire est présentable sous la forme d’une suite de lois de com-

position binaires donc la condition ci-dessus (k, est binaire) n’est pas une

restricition. Le théoréme est démontré .

Exemple. 12) Reprenons la reiation de I'exemple 11) ci-dessus. Clest
une relation ternaire, étant donné que c’est une sous-classe du produit car-
tésien des trois classes Co), Cp) et Cy). Elle est décomposable de la maniére
suivante en une suite de relations binaires entre lois de composition:

R'(ko- kn k9)= Rl(ko» kl)& Ra(klv ka)& Ra(kv k)
olt on a posé
Ry ky(ko(f))=ko( ),
Ry: Ry(ki(f)s f)==ko(R1(8), &), Ra: k(k(f)==f

pour tout f¢ C et g¢C. La vérification directe de cette décomposition est
immédiate.
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Un autre point de vue est de ramener 1'’étude du probléme dans la ca-
tégorie des relations 9(1l,) associée a P'univers 11,. Des difficultés de prin-
cipe se présentent surtout par le fait qu'on ne dispose que d’une théorie
pour la catégorie )4(11,) des relations binaires. De plus la supposition que
dans la classe des relations associée a l'univers 11, existe une structure de
catégorie, précéderait la définition méme de la notion de catégorie.

1.2. Opératifs et S-opératifs. Plusieurs structures algébriques sont
définies sur un élément de |1, par une suite de lois de composition internes
(k) et une suite de relations; c’est I'ensemble des structures oi la classe des
opérateurs est vide. Ainsi les groupes, les anneaux, les corps [3), les caté-
gories et catégories n-uples (7], certaines algébres universelles [4, 13] sont
des structures algébriques multiplicatives du type donné. Le couple d’un
ensemble et d’une opération n-aire partout ou partiellement définie est I'ob-
jet d’études détaillées dans [16!, § 6 mais les complications dans la technique
de démonstration et d’exposé font perdre plusieurs propriétés trés intéres-
santes, surtout la possibilité de ,décomposer* en éléments primitifs les struc-
tures algébriques multiplicatives et de faire ressortir l'idée générale et élé-
mentaire ce ,structuration“. Pour les besoins de notre étude nous précise-
rons la notion d’opéralif, adaptant la terminologie en vue de la théorie des
catégories.

(1.2.1) Définition. Un opératif est un triplet (C, K, R) oi C¢ll, K
est une classe de lois de composition dans C et R est une classe de re-
lations dans K.

Cette notion est trop générale pour étre utile en applications; elle se
rapproche en fait de la définition d’algébre universelle & classe d’opérateurs
vides. Et on peut préciser:

(1.2.2) Définition. Un S-opératif (opératif simple) est un couple
(C, K), ot Celly ef K est une classe de lois de composition dans C de
poids arbitraire mais fini ( partielles " .

Exemples. 1) Un compositif (ou groupoide dans le sens de certains
algébristes), muri d'un point distingué, soit e¢ G, est un S-opératif (G, &, &),
k, étant la loi de composition nulaire engendrée par le point distingué e¢ G
et &, étant la loi de composition binaire GX G—G.

2) A la base dune des définitions (équivalentes entre elles) de
groupe est posé un S-opératif (U, k5 Rg, kgs) olt kg sont des lois de
composition binaires partout définies. Mais la définition compléte de groupe
exige un systéme d’axiomes, qui n’est pas contenu dans le S-opératif d’'un
groupe.

3) Un amas [15] est définit 3 partir d’un S-opératif de la forme sui-
vante: (E; ko, ky, ks, kg) o E€1l, et k€&, ou §& est la classe des appli-
cations d but dans E: R =FE M CNR; la structure définitive est obtenue en
assujettissant les applications & un systéme de relations supplémentaires.

Les S-opératifs ne donnent lieu qu’a des théories pauvres en propriétés.
Un cas particulier de ces théories est étudié dans [16).

Il est utile de définir en particularisant la notion de S-opératif:

(1.2.3) Définition. Un P-opératif (opératif primitif) est un couple
(C, k), 0 Cell, et k¢ K de poids (k)=n¢N.

Exemple. 4) Une classe multiplicative C. {6] est un P-opératif (C, k')
ol k&' est une loi de composition binaire partiellement définie.
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Conventions. Dans la suite nous noterons par p-S-opératif un S-opéra-
tii a classe de lois de composition finies et de p éléments; un q-p-S-opé-
ratif sera un p-S-opératif de la forme (C; kg, ky 1,. ., kq p-1); la classe C
d’un S-opératif sera appelée support. — Deux S-opératiis seront appelés
équivalents si et seulement si leurs supports sont identiques et s'il existe
une bijection de (kY sur (k)"

Mais deux structures multiplicatives peuvent étre identiques sans que leurs
opératifs sous-jacents soient équivalents.

Ainsi un groupe G posséde plus d’un S-opératif sous-jacent, qui peut
étre (C; Ry ky, Ry, k3) ou (C; ko, ky, ky k). Cette difiérence dans les S-
opératifs sous-jacents entraine des différences dans les systémes d’axiomes,
comme nous le verrons.

On a la proposition suivante, dont la démonstration (évidente) est omise:

(1.2.4) Proposition. Tout S-opératif est décomposable en une suite
de P-opératifs, ayant un méme élément de \\, pour support. Si le S-opé-
ratif est a classe (k) fini, la suite de P-opératifs est finie.

(1.2.5) Proposition. Une classe de S-opératifs équivalents a une et
une seule décomposition primitive {(C; ki):i¢l}.

Exemple. 5) Un anneau a pour S-opératif sous-jacent (C; kge, Rozs R0
R, Ry ky3), A la classe-support C et qui se décompose en un groupe et
un monoide de S-opératifs sous-jacents, comme suit

S-O-(anneau)=(C; koy ki) & (C; Ry oy, Ry ki)
et en une suite de P-opératifs de la maniére suivante:
S-O-(anneau) = (C, k) &(C; ke3) &(C; ko) &(C; k1) &(C; ko) &(C; Ry).

(1.2.6) Proposition. Toute structure multiplicativ: posséde au moins
un S-opératif sous-jacent. Il existe une lci de composition de poids ma-
ximal dans tous les S-opcratifs de la classe des S-opératifs sous-jacents
a la structure donnée.

Démonstration. La premiére partie de la proposition est évidente, les
structures multiplicatives étant définies par des lois de composition et des
relations entre elles; les représentations des définitions étant diverses, il peut
exister plus d’un S-opératif sous-jacent & une structure multiplicative. Soit
une structure multiplicative non-assiocative relativement a toutes les lois de
composition qui la définissent; alors la loi de composition de poids maximal
existe (elle peut ne pas ¢tre unique). Si la structure est associative relative-
ment & toutes les lois de compositions qui la definissent et sin est le poids
maximal de ces lois de composition, alors I'associativité implique I’existence
d’une loi de composition (2n—1)-aire, qui est celle de poids maximal absolu.
Si la structure est associative pour certaines lois, alors il existe un poids
maximal n des lois de composition en général et un poids maximal m des
lois de la sous-classe des lois associatives; les poids maximal absolu est
alors max(n, 2m—1).

Mais sur un S-opératif il est possible de construire des structures mul-
tiplicatives différentes par des systémes d’axiomes différents ou, ce qui re-
vient au méme, par des suites de relations entre éléments de (k); aussi A
partir de deux S-opératif manifestement distincts on arrive a construire une
méme structure. Un probléme d'équivalence dans la classe des couples
(O, A)oul O, est un S-opératif et A une classe d’axiomes reste ouvert.

192



1.3. R- et S-R-opératifs. On enrichit les structures multiplicatives par
des systémes d’axiomes imposés sur les lois de composition des S-opératifs
sous-jacents, qui se traduisent par des relations sur (k). Il est donc néces-
saire de construire des opératifs conterant des relations plus générales que
les lois de compositions. On définit:

(1.3.1) Définition. Un R-opératit (opératif relationnel) est un couple
(C, (R)) ou Cell, et (R)={(R)ici Ri¢N}, I étant un ensemble d'indices
finis ou infinis.

Evidemment, puisque une loi de composition est une relation particu-
liere, on a la proposition suivante:

(1.3.2) Proposition. Tout S-opératif est un R-opéralif.

L’inverse n’est pas vrai, une relation n’étant pas en général une appli-
cation. La notion de R-opératif est ercore trop générale pour les besoins de
Pexposé dans la suite et nous définissons:

(1.3.3) Définition. Une E-opératif (opeératif relationnel élémentaire)
est un couple (C, R) oii C¢\l, ef R¢N. Si la relation R est binaire (R¢MN,)
le couple (C, R) sera noté E'-opératif.

Exemples. 1) Un ensemble ordonné a pour opératif sous-jacent le
E-opératif (E, R) ou E€Gy€ 1, et Re R(0).

2) Un ensemble ordonné quotient a pour R-opératif sous-jacent le tri-
plet (C,R’, R") ou R’ est une relation d’ordre et R une relation d’équivalence.

La proposition suivante exprime un rapport entre les R-opératifs et les
E-opératifs.

(1.3.4) Proposition. Tout R-operatif est décomposable en une suite
fl'n{iu ou infinie de E-opératifs a méme classe support: (C; {R/’i¢1})
={(C; R)iel

Exempleg. 3) Une classe doublement ordonnée est un R-opératif
(C; R R’) qui en vertu de (1.3.4) est présentable sous la forme:

(C; R, R)=(C; R)&(C; R)).

En particulier, si C ¢ £, (classe des catégories ordonnées [7)), il existe
un E-opéiatif (C, R) olt R est la relation d’ordre dans la catégorie, qui est
sous-jacent 4 C". Si de plus on construit la catégorie 22 (classe des foncteurs
entre catégories doublement ordonnées), et si C° est un élément de
2 (classe des catégories doublement ordonnées), alors & C: est associé un
R-opératii sous-jacent (C; R, R") et en vertu de (1.3.4) on a (C; R, R")
=(C; R)&(C: K"). Cette situation est 2 la base intuitive de la théorie des
catégories structurées et les deux propositions de décomposabilité (1.2.4)
et (1.3.4) expriment la notion élémentaire de structuration indépendemment
de la théorie des catégories.!

(1.3.5) Définition. Un S-R-opératif (opératif relationnel simple) est
un triplet (C; (k), (R)) ot C¢ o (k) est une sous-classe de K(11,) et (R)
est une sous-classe de N(llo)-

Conventions. Dans la suite nous nous occuperons uniquement des
S-R-opératifs ou les relationsde la classe (R) opérent sur les éléments de

_'En application cette indépendance, que nous reprenons dans une ¢étude détajllée en
Preparation, n'est pas trés importante car les cas les plus intéressants sont exactement ceux
de.la théorie des catégories; cela ne diminue nullement I'intérét de I'indépendance au
point de vue logique.
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(k); alors nous emploierons la notation O(p, ¢)-opératif o p est le nombre
des applications de la suite (k) et ¢ le nombre des relations de la suite (R).
Dans le cas général pour les S-R-opératifs on a le résultat négatif
suivant
(1.3.6) Proposition. Un S-R-opiratif n'est pas présentable sous
la forme

(C; (R), (R)=A(C, k) ie/}&{(C Ry e/}

Démonstration. Supposons le contraire; la classe de E-opératifs
{(C,R)/(j¢ J} contient uniquement des relations entre les éléments de C, tandis
que e¢n vertu de la définition (1.3.5) les relations de la classe (R) peuvent
¢tre aussi des relations sur (%)

Soit (C; (k), (R)) un O(p, q)-opératif, oir (k)=lk, i€/} et (R)={Ry/j¢J}
sont des suites finies de lois de composition internes et de relations entre
les lois de composition, celles-ci peuvent étre supposées binaires en vertu
de (1.1.19); on notera donc, si (R, &;) est un couple de lois de composition
par (Ri“i’) une classe indexée de relations associces a ce couple et d’indice
s' prenant des valeurs s'¢J, C J.

Alors on a avec les notations ci-dessus la proposition suivante:

(1.3.7) Théoréme. Tout O (p, q)-opératif (C; (k), (R)) est décompo-
sable de maniere unique, a l'ordre des P-opératifs et E-opératifs-compo-
sants pres, en une suite de P-operatifs et E-opératifs a méme classe sup-
port comme suit

O(p, )=((C; kjie ]} &{((kiky); Ry, (h i) eIX1, s'¢ J;CTTY.

Démonstration. Si (R)=0, alors (C; (k), (R))=(C, (k)) et la décompo-
sition existe en vertu de (1.2.4), se réduisant a une suite de P-opératifs
Si (R)=0, alors (C; (R), (R)=(C; (R)) et la décompositioni existe en vertu
de (1.3.4), se réduisant 4 une suite de E-opératifs. Dans le cas général,
puisque (R) opére par hypothése sur la classe des couples (k)X (k)={k &),
(i, )¢ /x 1} on ala présentation du O(p, q)-opératif de la manitre suivante:

O(p, 9=(C; (B) &((k, kieriess (R))

et on traite séparément les deux opératifs, que coincident avec les cas par-
ticuliers mentionnés ci-dessus. Par suite on obtient la formule de décompo-
sition de I'énoncé du théoréme. L'unicité de cette décomposition est évi-

dente I

2. Forme opérative de certaines structures multiplicatives

Nous donnerons dans ce paragraphe une nouvelle forme aux définitions
de certaines structures multiplicatives a lois de composition partout définies
et de poids différents. Cet appercu qui donne uniquement une nouvelle
forme et non des résultats fondamentalement nouveaux permettra dans la
suite de construire une définition opérative de la notion de catégorie (ordi-
naire et n-catégorie).

2.1. Structures @ une loi de composition interne binaire et par-
tout définie. Les définitions suivantes sont de fait des propositions expli-
citant ’équivalence de définitions classiques et opératives.
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(2.1.1) Définition. Une classe pointée est un couple (C; k,) ou k,.
est une application nulaire, définie par le couple (C, e); c’est un P-opé-
ratif nulaire.

Si en particulier e¢ C est un élément neutre pour une loi de composi-
tion ou si 'élément e¢ C est tel que ky(e)=e, il est commode de définir

(2.1.2) Définition. Une classe pointée rétractive est un S-R-opératif
O(1, 1), tel que (C; ky; R), et ou la relation R s’exprime par la condition

R: ky(ko(C))=ko(C)=e.

(2.1.3) Définition. Un compositif est un P-opératif (C; k,); en par-
ticulier un compositif binaire est un P-opératif binaire (C; k).

Cette structure est souvent appelée ,groupoide“, nom que nous réser-
vons uniquement aux catégories dont tous les éléments sont inversibles.

(2.1.4) Définition. Un monoide est un O(2, 2)-opératif, noté par
(C; ky ky; R, R") et qui vérifie les conditions

(l) ka e Rav ka E H?;
(i) R'=R'(ky k3): ko, 8 h)=ks(f, & h),
(i) R"=R"(ky, k) ky(f, & h)=ky(f, & k).

Si le monoide posséde une unité, on a
(2.1.5) Définition. Un monoide unitaire est un O(3, 3)-opératif, note
(C; ko, kyy ky; R, R, R") qui vérifie les conditions

() ko€Sto, Ra€ Ry K3€Ry,

(i) R(ko ko): kolko(f))=ko(f),

(iii) R"(ks, k3): ko(ke(f, &), k)= ko(f, ko8, h))=Fs(f, & ),
(iv) R(kg, ko): kol f, k(D) =T=ky(ko(f), J)-

La comparaison entre les deux définitions indique, que I’adjonction
d’'une seule loi de composition interne supplémentaire invoque deux relations
nouvelles entre lois de compositions.

Intuitivement les relations ainsi construites pour les définitions ci-dessus
font voir les faits suivants:

la relation R exprime, que la loi de composition nulaire k, est une ré-
traction de C sur C,={e}, i. e. que la restriction de k, 2 la sous-classe des
€léments distingués (dans notre cas C,={e})est I'application identique;

la relation R* exprime la propriété de e¢ C d’étre une unité pour la loi
de composition binaire, quel que soit f¢ C; cette notion n'est pas liée uni-
quement A la classe C elle-méme et n’est pas invariante relativement 2 la
loi ky(si k est une autre loi de composition e¢ C n'est pas nécessairement

un élément neutre relativement a cette loi);
la relation R” est une relation entre k, et k; qui exprime I'associati-
vité de k,,

_ Plusieurs propriétés classiques des structures algébriques ainsi redéfi-
nies se retrouvent aisément : unicité des unités, existence d’éléments inverses
Pour certains éléments de C, etc.

_La notion la plus intéressante obtenue par une seule loi de composition
binaire interne est celle de groupe. On a
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(2.1.6) Définition. Un groupe est un O(4, 4)-opératif, qui sera note
Ciky, By kyy kyy R, Ry, R, R, tel que les conditions  suivantes  soient
verifies
(1) Ro€ 8o, RIER, Ra€hty et kyeRy;

(i) R k(RN =k(f) fEC;

(i) Ru:kofk(f) N)=Ry(S)& RS, ky () =k (), [€C,

(V) R (R ku(kol £)= kol 1) & (RO S, ki )= kg s k8D (8 F)ECHC
(v) R.:(R)) koko(f, 8), B)=ky( [, 8 h) & ko [, ko(g, h))=Fks([: 8, h).

On a

(2.1.7) Théoréme. La définition opérative (2.1.6) et la définition usuelle
[3] de groupe sont équivalentes.

Démonstration. Soit G un groupe conformément a la définition (2.1.6);
la condition (i) entraine que dans G est définie partout une loi de composi-
tion binaire interne; des conditions (ii) et (iii) on déduit I'existence et I'uni-
cité d’'une unité (a droite et & gauche); la condition (iv) exprime lexistence
pour tout f¢ C d’un élément et un seul f-!, tel que f.f~'=f"1.f=e, donc
Pinversibilité de tout f¢ G dans G; la condition (v) est par construction
(voir ci-dessus) I'axiome d’associativité; tous les axiomes d’un groupe de la
définition de [3] sont vérifiés et en vertu de I'équivalence de tous les sys-
temes d'axiomes classiques; il en est de méme pour les autres. Inversement,
soit G un groupe d’aprés la définition de [3]; le couple (G, ¢) définit une
application nulaire k,, I'existence pour tout f¢ G d’un inverse définit Pap-
plication unaire k,: G— G (bijective), la loi du groupe est binaire et partout
définie, qui sera noté k, et comme le groupe est une structure associative
une loi ternaire en est définie — k; — la condition (i) est donc vérifiée;
puisque P'unité est unique, k, est rétractive, donc (ii); puisque f.e=e.f=f
pour tout f¢ G, on a (iii); Papplication k, étant partout définie et %,(f) étant
linverse de f¢ (G, la condition (iv) est également vérifiée; la relation (v)
exprimant par des relations I'associativité est également vérifiée dans U;
donc T'hypothése que G est un groupe entraine l'existence d'un S-opératif a
support C vérifiant (i) -- (v) conformément a (2.1.6). L’équivalence des défini-
tions est démontrée [

On a la proposition essentielle suivante:

(2.1.8) Proposition. Le O(4, 4)operatif définissant un groupe est
décomposable en une suite finie de P-opeératifs et E-opératifs, qyui est
unique a l'ordre des composantes élémentaires pres:

(C;kﬂ’ kl ’ k? ’ ka;th Rul Rl ’ R1):(C;k0)&(cvkl)&(C;k.))&(c'kl)
& (ko ko)s Re) & ((ko» R2): R) & ((ko» k1) R) & (R, k2) i R) & ((Ras R2) 3 Ry).

La démonstration est une conséquence immédiate de (1.3.7) dont (2.1.8)
est un cas particulier.

La déiinition opérative de groupe (2.1.6) permet de voir la possibilité
de construire plusieurs structures algébriques & une loi de composition binaire
interne partout définie par variation des axiomes dans la définition!, ou ce

1 Le point de vue que nous développons est d'importance capitale et il a des rapports
trés Ctroits avec la théorie des catégories structurées (7). En effet, ¢tant donnée une classe
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qui revient au méme par la suppression de partie de la décomposition selon (2.1.8).
Ainsi on obtient les structures suivantes:

(2.1.9) Définition. Un quasi-groupe est un O(4,3)opératif décom-
posable en la suite de P-operatifs et E-operatifs suivante:

QG(C)=(Ci ko) &(C3 k1) & (C5 ko) &(C 5 ks) &((kos ko) R) & (Ko, k1) 3 R))
& (k1) ko) s RY) & ((Ry5 k)3 Ry).

Intuitivement, cette définition indique, que le quasi-groupe est un groupe
pour lequel la conditon de I'existence d'unité n’est pas vérifié; on suppose
Pexistence d'élément fixe, définissant une rétraction dans C sans que cet
¢lément <oit une unité dans le groupe; au point de vue formel la relation
R, west pas vérifide.

(2.1.10) Définition. Un demi-groupe (ou encore monoide unitaire) est
un O(3, 3)-operatif, décomposable en P-opératifs et E-opératifs de la ma-
niere suivante :

DG(C) = (C; ko) & (Cs kz) & (C» k:}) & ((ko ’ ku) ; Rr) & (ko ’ k?)r Ru) & ((kQ ’ k3); Ra)'

~Intuitivement, un demi-groupe ne vérifie pas I'axiome d’existence d’un
inverse pour tout élément f¢ C dans (C;k,).

_ Plusieurs structures, que I'on peut définir forwellement par des suppres-
stons d’une relation ou d'une autre se trivialisent dans les théories 2 lois
de composition binaires partout définies; nous approfondirons cette particula-
risation des structures dans le cas des lois de composition partiellement
définies.

Il est évident, que le S-opératif sous-jacent a la structure de groupe
est (C;ky, ky, ks, k3). Ce n'est pas le seul; ainsi il est possible de définir
la notion de groupe a partir d'un S-opératif de la forme (C, &,, k,, kq, &;)
avec un systéme d’axiome (relations) convenable, ou méme a partir de (C, &;).
La forme que nous avons explicitée dans (2.1.6) est intéressante en vue des
généralisations qu'on en obtient dans la théorie des catégories.

. 2.2, Structures multiplicatives a demx lois de composition
binaires. Avant de procéder a Idtude des structures 2 loi de composition
»Plus lourde“ nous traiterons par les méthodes exposées ci-dessus les struc-
tures élémentaires 4 deux lois de composition binaires internes.

. (22.1). Définition. Un 2-S-opératif binaire est un triplet (C; kg, kss)
OU Ry € Ry, kag€ Ry et CEN,.

Pour certaines structures intéressantes il sera d’importance de supposer
que lopération k,q (ou k,,) est définie sur C'=C—{a}, a¢ C (ce sera I’élément
neutre d’'un groupe abélien dans les applications). On définit alors:

_ (2.2.2). Définition. Un 2-S-opératif binaire est un triplet (C;ky, , Rgq)
OU ky, € Ry, koo € Rq, CE1l, et kg opere sur C=C—{e}.

—_—

, !e compositil (C, k) peut ¢tre ccnsidéré comme upe classe @-structurée. @ ¢tant la
Cattgorie des homomorphismes entre compositifs ; pilus généralement, soit un S-opératif
(5 (k). avee (k) =(ko, Kyo - - .. k,); on peut le considérer comme un S-opératif (C';(K)’)
"-?n-structuré. ot (k') (ky, k.. - Ry_y)et -D,, est la catégorle des homomorphismes entre

compositifs du type (C;4,), C € lly. Nous n'entrons pas dans les détails techniques dont
certains sont loin d’étre triviaux. Notons, que pour les structures relativement c¢lémentaires
Ia_ technique des catégories, ou plus généralement des structures algébriques structurées
fM'est pas plus avantageuse que les méthodes habituelles.
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Ce sont 1a les plus élémentaires et les plus générales des structures 2
deux lois de composition binaires partout définies'; évidemment elles sont
les plus pauvres en propriétés et leur intérét au point de vue d’application
est assez limité.2

Néanmoins ces deux structures sont intéressantes par le fait qu'elles
servent de base A la définition des anneaux et corps.

(2.2.3) Définition. Un anneau A est un O(6,7)-opératif note

A=(Ciko, kyy Rays Ry s Ragy kg s RS R R R RY, RY, RY)
et qui vérifie les conditions suivantes:

(1) koeﬁo: kleﬂu k-zléﬁ\z, Ry € 3, Ry € Ra, Raa€ Ry
(if) Les relations R, RY, R' et R* sont conformément a (2.1.6);

(iii) Re:ky(f, &) =kq(8 ) (f,8) € CXC;
(iv) R est I'axiome d’associativité identique @ R* de (2.1.6) mais pour
les lois de composition k,y et ki,

(V) RY:kyg(f, kar(8) h))=kay(koo(f, &)y kaa(f, 1))
& Rag(ky1(8, 1), [ )= Ran(Raa(&, [ ), Raalh, £)).

La proposition suivante est presque évidente (la démonstration s'effectue
par vérification directe):

(2.2.4) Proposition. La définition (2.2.3) est identique & la définition
d’anneau usuelle [3).

Le résultat du théoréme de décomposition prend une furme plus con-
créte pour les anneaux et on a

(2.2.5) Proposition. Le O(6, 7)-operatif définissant un anneau se
présente sous la forme élémentaire suivante:

A=(C, ko) &(C, k) &(C, ky)) &(C, k3)) & (C, k) & (C, k3.) & (o, ko), RY)

& ((Ro s Rar)y R & ((Ry ) Ray), R) & ((Ray s R31), RY) & (ka2 Ry2), RY)
& ((kag, #32), RY) & ((Rag, k1), RY). .

Le résultat sous cette forme est commode pour ['étude des axiomes et
de leurs liens avec les propriétés de cette structure, mais n’est pas liée avx
bases intuitives. On a

(2.2.6) Proposition. Un O(6, 7)-opératif définissant un anneau s.
présente sous la forme A= 0,(4, 5) & 042, 1) & ((kgy, k), RY), dont la forme
développée est

A=(C; ko, ky, Ry, Ry R R R R R)&(CsRagy Rygs RY) & ((Rgas k)3 RY).

En vertu de ce qui précéde la premiére composante est un groupz abélien
sur C, la deuxiéme — un monolrde et la troisitme exprime la relation de
distributivite.

La démonstration est évidente.

De fait la définition usuelle d’un anreau se réduit a cette forme de
décomposition, qui exprime les propriétés intuitives de cette structure multi-
plicative et qui est liée aux origines des anneaux dans les applications.

1 Précisons que le cas des S’-opdratif contient déja une allusion de loi de composition
binaire partiellement définie, mais comme c’est un cas trés particulier nous le traitons dans
le cadre d’une théorie a lois partout définies.

3 Plus exactement ces structures ne sont pas considcrées a part et on n’en fait pas la
théorie, prétérant I'étude concréte des cas qui se présenteat dans les applications.
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(2.2.7) Définition. Un corps est un O(8, 11)-opératif tel que
OB, 11)=(Ci hors kits Ry s Ry s Roos Riay Raa s Regs (R))

o k¢ et on (R)=(R, R, R, R, R*, R", R, R", R¥, R¥, R9) les conditions
Suivantes sont verifiees :

(i) (Cikorykyyy ko, Ry R, RY R R, RC) est un groupe abélien ;

(ii) (C'skogy Riay Rayy kags R, RY, R, R, R') est un groupe sur C — {O}
o O est l'éléement neutre du groupe abélien de (i);

(iii) R est I'axiome de distributivité (voir (2.2.6)).

On a les deux propositions suivantes, dont les démonstrations sont omises.

(2.2.8) Proposition. La définition (2.2.7) et la deéfinition usuelle de
corps |3] sont équivalentes.

(2.2.9) Proposition. Un O(8,11)-opératif définissant un corps est
décomposable sous la forme suivante:

C= OB,11)=(C, ko) & (C, k1)) &(C, k) & (C, k3y) & (C', k) &(C, k19
&(C', ky2) &(C', kag) & ((koy s kor)s R) & (ko » ken), RY)
&((k11s kay) s R) & (ka1 s k3y)y R) & ((Ray 5 Ba1), RY)
& ((Roa s Roa)s R™) & ((Roz+ k2g)y RY) & ((R1a), k), RY)
& (ks Rag), RY) & ((R2a» Raa), R) & (Ra, kay), RY).

Notons que la définition (2.2.7) se traduit dans les termes suivants:
»un corps sur C est un groupe abélien pour ky, et un groupe Ry, sur
C —{O} les deux lois étant doublement distributives“. Cette structure est
représentable de mani¢re plus naturelle dans le cadre des lois partielles.

2.3. Structures multiplicatives a lois de composition lourdes.
Nous supposons dans ce paragraphe, que la loi de composition principale
est de poids supérieur a deux (loi lourde). Les notions des amas et des
structures qui en dérivent, ainsi que celle de n-groupe, sont construites 2
Partir des opératifs sous-jacents.

Rappelons la définition de la structure d’amas? sous sa forme contemporaine :

(2.3.1) Définition. Un amas (A) est un ensemble E muni d'une loi
de composition ternaire partout définie ky: EXEXE—~E et pour laquelle
sont vérifices les axiomes suivants:

(A.l) Associativite :sia ¢ E(i=1, 2, 3, 4, 5) la relation suivante est verifice

la,, as, a3), a,, a]=la,,[as, a3, a)) a;]=ay, as, [a;, a,, aj]]
(A.2) Tout élément ay¢ A est biunitaire et on a
[altalv02]=[a2'al’al]=a? )
_ Et on en déduit les structures dérivées par affaiblissement des condi-
tioas (A1) et (A.2), comme suit:

(2.3.2) Définition. Un pré-amas (A;) est un ensemble muni d’une loi

de composition ternaire et partout définie: A,=(E, k;) ol
ks:EXEXE—’E,kaER‘s-
\

1 La notion de amas est introduite en mathématiques par Priifer (Theorie der
Abelschen Gruppen I, Math. Zeit. Bd. 20, 1921, S. 165—187) pour ses études sur la théorie
de§ groupes abéliens ; elle est développée par Souchkéwitz (Théorie des groupes généra-
lisés et des amas généralisés, Charkow —Kiev, 1937)ct présentée sous la forme actuelle par

Wagner [15).
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(2.3.3) Définition. Un demi-amas (A,) est un ensemble muni d’une
loi de composition ternaire et partout définie associative, donc v’rifiant la
seule condition (A.l) de (2.3.1).

Pour la définition d’'amas par la méthode des S-opératifs il est néces-
saire d’introduire une nouvelle notion, généralisation des applications polaires,
comme suit:

(2.3.4) Définition. Une application polaire généralisée (ko) est une
application qui a tout élément d’'un ensemble associe la diagonale du pro-
duit cartésizn homogene correspondant

Rog:f A(EXE), on feE et A(E - E)={(a,a) a¢E}.!

Alors on peut définir les pré-amas, les demi-amas et les amas par des
S-opératifs, comme suit:

(2.3.5) Définition. Un pré-amas est un P-opératif ternaire et partout
defini A =(E, k).

(2..3":6) Définition. Un demi-amas est un S-R-operatif (E, ky,k;, R")
oit les condutions suivantes sont verifiees :

(i) kyeRy et ke,
(i) R:Ry(ks(ay, ay,a,), a,, a;)=ky(a,, k;(a,, a,, ay), a;)
=ky(a,, ay, ky(ay, ay, ag))=k;(a,, a,, a,, a,, a)

5
pour tout élément de H E.

(2.3.7) Définition. Un amas est un S-R-opératif (E; kg, k,y, ks, R R®
o les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) kaet@g et kaéﬂa;

(i) kog est une application polaire geénéraliscée;

(i) Rb: ky(f, koa(f))=Rs(koa(f), f)=F, fCECGE

(iv) R est la relation d’associativité de (2.3.6) — (ii).

On a les propositions évidentes:

(2.3.8) Proposition. Les définitions de pre-amas (2.3.2) et (2.3.5) sont
équivalentes.

(2.3.9) Proposition. Les définitions (233) et (2.36) de demi-amas
sont equivalentes.

(2.3.10) Proposition. Les définitions (2.3.1) et (2.3.7) de amas sont
équivalentes.

Toutes les structures multiplicatives, qui dérivent des amas (c’est-a-
dire qui sont construites d partir d'une loi de composition partout définie
interne et ternaire, voir a ce sujet les résultats de Wagner et de ses éléves
dans les années 1952 —1966) peuvent étre interprétées dans le langage des

LUn rapport trés Ctroit entre cette notion et le foncteur généralisé de Ehresmann
[6, 8] est a noter. La trivialit¢ du cas traité est duc au fait que la loi de compesition est par-
tout définie,

?La notation ko dans la définition indique, que de la classe £ (£ X£E) on choisit un

couple arbitraire, ce qui revient a dire, que tout couple (g, £)€ EXE est un ¢lément
biunitaire,
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opératifs ce qui permet de voir des résultats partiels et disparates dans leur
ensemble. Nous n’entrerons pas dans des détails'.

(2.3.11) Proposition. Tout amas (resp. demi-amas, resp. pre-amas)
donne lieu a un groupe (resp. monoide, resp. compositif) en choisissant
dans E un élément e, placé en j-ieme position (j=1, 2, 3) dans tout
triplet-composeé.

Démonstration. Soit e ¢ C I'élément fixé, intervenant en deuxiéme posi-
tion (ou en tout autre) dans les triplets-composés; en posant [a,, e, ag]~
a0 a, on a une loi de compositioninterne k,dans C, partout définie et pour
laquelle e est I'élément neutre (unité); la loi &, étant associative il en est de
méme pour la loi qui en est déduite (vérification directe par (ii) de (2.3.6));
Uinversibilité de tout élément de (C, k) découle du fait que tout élément
de (C, k) est biunitaire |

Les notions de amas et de groupes sont des cas particuliers de la
notion générale de n-groupe (5], qui est définie sous sa forme primitive
par W. Dornte de maniére suivante:

(2.3.12) Définition. Un n-groupe est un ensemble E muni d'une
loi de composition interne n-aire (de poids n¢N) et qui verifie les
postulats suivants :

(P.1) La loi de composition est monovalente et définie rour tout n-uple
ordonné d’éléments de E, donc k(a,, a,,..., a,)=a.

(P.2) La loi de composit.on k, est associative.

(P.3) Tout élément admet un inverse: pour tcut éléement z et n—1
¢léments x, & droite, I'équation

X1 Xg. .. Xy=2

admet une solution et une seule.

Cette forme est trés peu commode par le fait qu'elle ne fait pas expli-
citer la notion d’élément unitaire dans le n-groupe, ce qui I'éloigne de la
notion classique de groupe, dont le n-grcupe est une généralisation naturelle.

Avec la notion d’application multipolaire de (1.1.15) et pour une séquence
polaire a n éléments, on a la définition opérative suivante de n-groupe:

(2.3.13) Définition. Un n-groupe est un O(4, 4)-opératif, not¢ G,=

SRons Rymy Ruy Ron—1; RY, RY Ri, R*) cit les conditions suivantes sont
verifiees :

(l) kOnERO) klnERla kneﬁn) k:}n—l(ﬁ?n—l;

(i) R koalkon(f)) = konl f) poUr tout f¢ E;

(iii) R :k(P.(f), f)=f, ou P.(f) est la séquence polaire de f, dont
a un élément, soit le i-eme est substitué U'élément f; .

(iV) R ko(kanl £)s £)= (Pl [)— P f)) ot ki(f) est la suite des éle-
ments qui correspondent a f¢ E par ky, & lUexception de un, soit le j-éme,
qui est remplacé par f et oit (P(f)—P.(f)) estle j-éme élément de Py(f);

» (V) R“I(ka(kn(fl. “ ey fn)! fn-H y ooy .f?n—l):k?n’-l(fl LIRS ] f2n—l) r€10ﬁ0ﬂ
d’associativite.

———

! Puisque les définitions opératives ont ¢été¢ construites a partir des définitions classi-
ques et de mani¢re que l'équivalence soit vérifiée par construction.
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On a la proposition suivante:

(2.3.14) Proposition. Les définitions (2.3.1.2) et (2.3.13) de n-groupe
sont équivalentes.

Démonstration. Soit G, un n-groupe conformément 2 la définition (2.3.12)
(P.1) entraine [l'existence d’une loi de compo:ition n-aire partout définie,
(P.2) celle d’une loi kg,-., partout définie et (P.3) —les lois polaires de
n-uplets unitaires et d’inverses, donc (i) est vérifi¢; les ¢léments unités
étant idempotents par définition, l'application k&,, (n-polaire) est rétractive,
donc (i) est vérifié; les n-uplets associé & f¢ G par ko, €tant par la cons-
truction de ko, des unités, on a (iii); les éléments A, (f), associés a f¢G
donnant lieu A des n-uplets dont le résultat est un élément du n-uplet uni-
taire, la condition (iv) est vérifiée; la loi Rk, étant associative, (P.3) entraine
(v); donc (P.1) & (P.2) & (P.3) —) (i) & (ii) & (iii) & (iv) & (v). Inversement, soit (i,
un n-groupe conformément a (2.3.13); la troisieme relation de (i) entraine
(P.1); la troisi¢me et la quatriéme relations de (i) et la condition (v) en-
trainent (P.2); la premiére et la deuxiéme relations de (i) ainsi que les con-
ditions (ii), (iii) et (iv) entrainent (P.3); donc (i) & (ii) & (iii) & (iv) & (v) = (P 1)
& (P.2) & (P.3.).. L'équivalence des deux définitions est démontrée |J§}

Remarque. Les conditions de la définition (2.3.13) ne sont pas indépen-
dantes et peuvent étre réduites; néanmoins cette forme qui au point de vue
logique n’est pas satisfaisante est extrémement commode pour construire
par généralisation la définition de n-categorie, comme nous le verrons dans
la suite.

En appliquant a (2.3.13) la proposition {1.3.7) on obtient la décomposi-
tion suivante:

(2.3.15) Proposition. Le O(4, 4)-opératif dé ‘inissant un n-groupe est
représentable sous la forme

O(4,4) =(E, kon) & (E, k1n) & (E, kn ) & (E, kon—1) & ((Rons kon); RF)

& (kn ’ kOn) ’ Ru) &((kln ’ kn);Rl)& ((kn ’ k?n—-l) , R‘)

Cette situation est intéressante par le fait qu'elle fait voir le rapport
entre les groupes et les n-groupes; les seules différences se présentent dans
le poids des applications, mais plusieurs conséquences! en découlent.

3. Stractures élémentaires a lois de composition
partiellement définies

Nous définissons par les méthodes des opératifs les structures de caté-
gorles, d’annélotdes et de n-catégories, démontrant les équivalences de nos
définitions avec celles de Ehresmann, dans les cas oil les notions correspon-
dantes ont ét¢ déja difinies. Les liens avec les structures classiques de
groupe, anneau et n-groupe tout en ¢tant mis en ¢vidence ne sont pas
explicité¢ sous formme mathématique.?

1La théorie des n groupes est treés pen ¢étudide, par le fait que dans les cas intéres-
sant les n-groupes sont engendrés par des groupes ordinaires (des 2 groupes dans la termi-
nologie que mous adoptons ici). Nous n'entrerons pas dans des détails, qui seront explicités
dans une ¢tude sur les n-catégories en préparation.

2 L'existence de liens intuitifs entre la théorie de groupes et la théorie des catcgories
est conaoue par plusieurs mathématiciens et notamment par Ch. Ehresmaan, dont les recher-
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3.1. Définition opérative des catégories. Soit C¢ 11, et C'¢11, des
classes telles que C'=ClJ{e}. Avec les notations de (1.1.7), (1.1.8) et (1.3.5)
on a la définition suivante:

(3.1.1) Définition. Une catégorie (C) est le O(4, 6)-opératif O =
(C's ky, kY, Ry, By R R R R RY RR), qui vérifie les axiomes suivants :

(C1) Ky €800, KL €881y Rp€Stas RyE Ry, avee (1) €' =C F(a ) OFC;
(C2) R <k, (/)= (1), ky=(b,a), &) = (1", I);

(C3) RY: ky(6(F) )= F& K (£, alf)=f;

(C4) RV K (/1) =b(F) &k, 1), ) =alf):

(C3) Re: &, (k; (&, /)= (b(e). a(f ) & b( /) =ale);

(C§) R:C¥x C=% C=avb, ot aVb={(g ) (& f)E CXC&b(f)=a(g)}:
(C7) R :ky(h, Ky (8 f)) =K, (h, 8. f) & Ky () (h, &), f=K, (h, & f).

Remarques. 1) La classe de définition (domaine) de k; n’est pas C’ (classe-

support de l'opératif) mais la sous-classe C. Cette situation peut paraitre
artificielle, mais elle est extrémement commode pour donner au S-opératif
sous-jacent la forme (C', kg, K}, R}, R}), qui différe de Popératif sous-jacent
des groupes uriquement par le fait que toutes les lois de composition in-
ternes sont partiellement définies. L'importance de ce point de vue ressortira

dans le formalisme de passage d’un groupe A une catégorie (correspondante).!
2) Les classes de définition des applications partiellement définies k&, et
k, ne sont pas indépendantes; on a évidemment

3
CeCCwlCC(GrOXxCcCxXCxC.

(3.1.2) Théoréme. La définition de catégorie (3.1.1) et celle de Ehres-
mann? ([5,a] I-1-Déf. 11) sont équivalentes.

Démonstration. Soit C un O'(4, 6)-opératif vérifiant les conditions de
(3.1.1); lexistence de k, et la relation R expriment que C est muni de

deux applications définies pour tous les éléments de C et rétractives et en
vertu de R les éléments a(f) et &(f) sont des unités de f, donc (G.1) est
vérifié; &) et R' indiquent, que dans C peuvent éventuellement exister des

éléments qui sont inverses A droite ou A gauche d’un élément? d’out I'exis-

tence de C, qui peut étre vide; en vertu de k;, X, R et la partie ,inverse*
de R (k) (g, f)¢ C=)b(f)=a(g)) impliquent

ches surtout derniérement sont orientées vers une .généralisation® systématique des résul-
tats de la théorie dvs groupes dans la théorie des catégories. La mise en forme mathéma-
tique de ces liens présente plusieurs difficultés.

! Des résultats fondamentaux dans cette direction sont a paraitre.

?La définition de Ehresmann est presque identique a la définition primitive de Mac
Lane a laquelle celui-ci pour des raisons assez peu acceptables a I'état actuel de la recher-
che, a renoncé. o

3 Cette situation est implicitement admise dans les catégories de définition (G); dans
le cadre d'idées que nous développons il est utile de I'expliciter.
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a(g.f)=a(f) b(g.f)=b(g) et a(g)=b(f)
donc (G.2) est vérifié; la partie directe de R coincide avec (G.3) et R* est
Paxiome d’associativité évidernment vérifiée sous condition que les composés
existent (k] n’étant définie que pour des couples composablee) la loi £}

étant définie sur - C? et <& C? nw’étant pas indéper:dante de - C?; donc (3.1. 1)
entraine la définition (G). Inversement, soit ure catecone denme a partir
d’une classe multiplicative et le systéme d’axiomes (G); puisque (G.1) est
vérifié, & tout élément de C est associée une unité i droite et une unité a
gauche, donc deux applications a et 8 sont définies, d’oit? & est bien définie;
comine les applications « et g sont des rétractions en vertu de (G), R est
vérifice et du fait que o f) et B(f) sont des unités on déduit R*; puisque
dans une catégorie des él¢ments inverses ou des éléments inversibles peuvent
exister, k] et R' ne sont pas en contradiction avec (Q); comme (G.2) est
vérifié, on a R et la deuxieme partie de R<; Paxiome (G.4) entraine avec
(G.1) la relation R'; I'associativité dans (G) est identique avec l'associati-
vité d’aprés R* (2 des détails -- commentaires prés); donc (G) =) (3.1.1) le
théoréme est démontré

Notons qu’en fait les définitions de la notion de catégorie dont nous
nous occupons sont pratiquement identique, (3.1.1) étant construite a partir
de (G) mais par des applications pour faire ressortir les similitudes avec les
groupes (dans leur forme de (2.1.6)) quire sont pas évidentes dans les défini-
tions classiques.

Les structures qui dérivent des catégories peuvent ¢tre redéfinies de la ma-
niére suivante (les démonstrations, devenues évidentes aprés (:3.1.2), sont omises).

(3.1.3) Proposition. Une classe muliiplicative (C,k,) est un O(1,0)-
opératif a classe-support C (ou ce qui est équivalent ici, sur C'=CJ{e})
avec (f,e)¢ C C.

(3.1.4) Proposition. Un graphe (orienté) [C)|=(C, b, a) est un O(l1, 1)-
operatif (C'; ky, R) ot C', ky et R sont conformément a (3.1.1).

(3.1.5) Proposition. Un graphe multiplicatif G est un O(3, 4)-opéra-
tif sur C, soit (C';ky, k. kR, R,R) o les relations sont confor-
mé:nent a (3.1.1).

(3.1.6) Proposition. Une categorle non-associative est un O(3, 5)-opéra-
tif C' noté (C' Kk, R, ky, R, R, R, R, R¥) oir les applications (lois de
composition) et les relations sont conformément a (3.1.1).

(3.1.7) Proposition. Un groupoide C est un O(4,b6)-operatif qui verifie
les conditions de (3.1.1) et tel que ﬂr(k: )C= )f(k' )C

0 1

Le sens de la notation ( ) )C est le suivant: c’est la sous-classe de
sn

ITC sur laquelle est definie la loi & . Si la structure a I'étude est & une
seule loi de composition, l'indice mferxeur (k) est omis,

Ce sont des formes différentes des defmltmns classiques. Les démonstra-
tions sont des cas particuliers de la démonstration de (3.1.2).

U1 suffit d’ajouter e=0 ct d'obtenir C'=C{JO.
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On obtient les structuresde type ,quasi-“ en renongant i Pexistence
d’'unités dans les structures définies ci-dessus.! Ainsi on a

(3.1.8) Définition. Un quasi-graphe multiplicatif (r resp. une quasi-
catégorie non-associative, resp. une quasi-catégorie, resp. un quasi-groupoide)
est un O(p, q)-operatif définissant un graphe multiplicatif (resp. une caté-
gorie non-associative, resp. une catégorie, resp. un groupotde), qui ne verifie
pas la relation R,

L'équivalence de cette définition 2 avec la définition correspondante de
[10] se démontre parle méme chemin que (3.1.2).

3.2. Structures multiplicatives a deux lois de composition
binaires internes et partiellement définies. Si C¢11, et C'¢11, sont
des classes, telles que C'=CC{e}, avec les notations de (1.1.7), (1.1.8) et
(1.3.5) et considérant comme point de départ la notion d’anneau selon (2.2.3),
on a par ,généralisation intuitive“ la définition suivante:

(3.2.1) Définition. Un annéloide A’ est un O'(6, 9)-opératif noté A’
=(C' Ry, Ry Ry Ry Ry Ry, RR R R RS R, R RY, RY, RY), tel que le
systéme d’axiomes suivant soit vérifié:

(i) kjer (i=0,1,2,35j=1,2);

(i) R, RY R, R R R* vérifient (C.2) — (C.7) de (3.1.1);
(i) R bk (/) =k )3

(iv) R: ki (ko8 ))==(b8), ax( /) & b(f)=alg),

(V) R Ky (Rl ) kil ) = kil (' €0, (S )

(3.2.2) Proposition. Un O'(6, 9)-opératif définissant un anncloide
est décomposable de la maniére suivante
A=C ik Ry, By By R RY R R, RY, R &(C'3 By, ko RY, RY)
& (K Kp)s RO)
La démonstration dccoule de (1.3.7) sans difficuliés. Le contenu intuitif
de (3.2.2) est qu'un annéloide est une classe munie de deux lois de compo-
sition partiellement définie, telle que pour la premiére la classe est une

catégorie commutative, pour la seconde une quasi-catégorie et les deux lois

de composition étant distributives.
Plusieurs structures dérivées peuvent étre construites par la méthode indi-
quée ou par la ,superposition“ directe des structures définies dans 3.1 et qui

1 Cette géncéralisation est loin d'étre triviale. Les résultats de Ehresmann sur les Struc-
tures quasi-quotients et ceux de Grotendieck en Géométrie algibrique I'indiquent nettement :
les structures du type ,quasi* — c'est-i-dire qui n'admettent pas d’¢léments neutres (unités),
sont obtenues par voie .naturelle* au cours de d¢émonstrations d'autres résultats sur les
catégories-quotients. Notons que plusieurs exemples non-mathématiques (techniques) justi-
fient ce genre particulier de structures.

2La classification des structures a loi de composition binaire partiellement définie
s'effectue de la maniére la plus naturelle connue jusqu'a présent dans le cadre de la théorie
des idées de structures (Ch. Ehresmann, /ntroduction to the theory of structured cate-
gories, 1966). Cette classification n’Ctant pas A point définitivement, nous ne I'appliquons

Pas dans cer article. . . .
3 La notion d’annc¢lorde telle que nous la définissoas ici est ¢quivalente a celle définie

dans [21] exposce pour la premi¢re fois dans des conférences a I'Université de Dijon pen-
dant le semestre d*été de 1965/66. La notion d’annélorde de N. Bourbaki ({3] ch. I, 8, No 11
ex. 19) est un cas assez particulier de celle de (3.2.1); en effet un aanélorde d'aprés Bour-
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dérivent des catégories;! une classification ddtaillées des cas qui se présen-
tent est faite dans [21).

3.3. Structures muliplicatives a poids de composition lourdes
partiellement définies. Si C est une classe et si C'=Cl{e}, en généra-
lisant la notion de n-groupe de (23.13), on définit

(3.3.1) Définition. Une n-catégorie est un O'(4, b)-operatif sur C' note
Co - (C5 -5, R, R, Ry (SRR R, R R, R, ef qui vérifie les condi-
tions suivantes (p€ 3)):

(i) k(()f;?éS{o’ kﬁ,}e““ k;,péﬂng k;n-l é-‘{‘)n—[;
(i) R kg (kG (f)) = k5 (f)s

(iit) R kL (U'(f 1 )=/ si(U'(f)f)iexx Con U(f)=kG(f), (U'(S) f) est
une suite dans laquelle un élément arbitraire (le j-éeme) de U(f)
est remplace par U'élement f;

(iv) R: Rk (D(f), f)=ueis(f) ot L (f)=kG)(f) (L (f)f) est un n-uplet
dans lequel le j-eme élément de 1, (f) est remplace par f et u,;(f)
est le q(j)-éme élément de U, (f).

(v) R<: pour tout (fy,..., ) €%C on a 4i(feny)=tqq) (fy)
et (ko) (R, (frseo oy LD=KM(f) o)

(vi) R 5t C=VED (i.e. - C={f [KP(fi)leir=1k5) (fsili};
(vii) R2: associativité — toutes les compositions n-aires possibles dans un
2n—1-uplets sont égales au composé k, (fi,..., fau—y)-

(3.3.2). Proposition. La définition (3.3.1) est équivalente a la définition
directe de n-catégorie?

baki est un couple de structures sur C telles que la premi¢re est un monoide ct le seconde
soit une quasi-catégorie commutative, qui posscde un élément neutre universel (i. e. unite
supplémentaire pour tout élément de C) et dont la loi de camposition est doublement dis-
tributive par rapport a la lol du monotde. Nous venons d’apprendre, que les annéloides (die
Ringoiden) sont définis aussi par M. Nasse, mais des détails ne nous sont pas parvenus a
part la Table des mati¢res de son livre Theorie der Kategorien, qui est sous presse. Le
fait qu'elle a pour point de départ les idées sur les catégories de Ehresmann permet de
supposer que les différences avec notre dcfinition sont dans les ddtails.

1Les anneloides ne sont en fin de compte qu'un cas trés particulicer des catégories

structurées [11). En effet, si L. est la catégorie de quasi-foncteurs, un annéloide est une

catégorie \-structurée. La notion d’annélorde d'apris Bourbaki, si M est la catégorie des
homomorphismes entre monordes, est une quasi-catégoriec commutative a ¢lément neutre

universel Wi-structuré. Leur étude directe présente bien sur un certain intérét pour obtenir
des résultats concrets, mais de maniére géndrale toute structure multiplicative s’obtient 2a
partir d’'une classe amorphe (ou a loi de composition vide k- ) par structuration successive
et convenable, comme I'indiquent les résultats de Ehresmanna et le théoréme (1.3.9).

Bpelons cette définition: Une catégorie n-aire (n-catégoric) est une n-classe polaire

*Ra
C, (C U, ky), qui virifie le systéme d'axiomes suivant (G):

(G.1) Si (U(f). [ s:";- C, alors [(U(S), N)il- 1.
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Démonstration.Soit une n-catégorie conformément a la définition (3.3.1).
C’est une classe n-aire en vertu de (i); (ii) & (iii) entrainent I'existence et
unicité de n-uplets unitaires, donc entrainent (G'.1); R' entraine la condition
sous-entendue dans (G'), que des éléments inversibles peuvent exister; (v)
entraine ((G’.2), la différence étant réduite & la rédaction; (vi) qui est une
condition de composabilité entraine (G'.4); (vii) étant une condition d’asso-
ciativité, entraine (G'.3); donc (i) &...& (vii) =) (G’). — Soit inversement une
n-catégorie selon la définition (G'); puisque c'est une classe n-aire, n-polaire,
éventuellement contenant des inverses et associatives (i) est vérifié; les
n-uplet unitaires entrainent I'existence d’une application n-polaire rétractive,
donc (G'.1) entraine (ii); comme k{™(f) est une suite unitaire si les com-
posés snt définis, (iii) est vérifié; la condition sous-entendue, que C, peut
avoir des éléments inversibles (le p-groupoide de C, peut ne pas étre vide)
entraine (iv); l'axiome (G'.2) entraine (v), qui n'est qu'une autre rédaction
de (G'2); la condition de composabilité (G'.4) est traduite dans le language
des applications dans (vi); 'axiome (G'.3) d’'associativité est identique, a la
terminologie prés, a (vii); donc (G') =) (i) &...& (vii). L’équivalence des deux
définitions est démontrée,

La méthode déja appliquée A plusieurs reprises dans cet article permet
de construire les structures dérivées des n-catégories, notamment celles de
classe n-aire, n-graphe, n-graphe multiplicatif, n-catégorie non associative
et n-grouporde, ainsi que celles des .quasi“-structures correspondantes.

Le fait que les n-catégories sont une ,généralisation“ des catégories
ordinaires, donne lieu au probléme suivant: étant donné un composé dans
Cx pour la loi de composition k! peut on construire dans Cdeux (ou plusieurs) lois

telles que le composé dans Cn soit obtenu par la composition de sous-
suites par ket par la composition ensuite des composés partiel par
k, (m<n, p<n, mp=n). Cette situation donne lieu aux définitions suivantes,
qui précisent le probléme.

(G'.2) En posant vi=pr . , on a ujk,—uj.v.

i 2Cs
(G'.3) Axiome de I'associativité : Si pour la suite d 2n— 1 éléments (f,'s€ J)J={1, ..., 2n—l}
n
on a pour tout q€1={1,...,n) (fg...., fq_*_n_l)(f?(:& et (Sreoor fooyr
(fqr v Sqga=t)h o« o1 fon _I)E-av Cn, on a la formule dassociativité n-aire
suivante : [(fy, ..o fo 1o Was oo os foaotl= - =lfiv-oos fyoy [ Sq,
v fq4n_l)]' fq.:.n DRI f?n._l)]: e =[([(fl~' o -fn)]- fn+l DRI -f2n._])l'

(G'.4) Condition de composabilité: la classe des n-uplets composables par k“n dans C_,

notée "C, est définie par la relation :
C, Wf i¢hiu(f)=uif).

Notons, que une n-classe polaire est un triplet (C, U, k) tel que le couple (C, k,) est
un n-opératif partiel et que (C, U) est un n-graphe (classe 2‘ munie d'une suite dg n ap-
plications U-:{u; i€1) qui sont des rétractions de C sur une sous-classe Co CC), Les
démonstirations sont effectuées dans le cas plus général de la lol de composition en suppo-
sant ¢ Y% Id, ¢ étant une permutation de I'ensemble d'indices /={1, ..., n}.

Pour les détails de cette théorie voir [21].
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(3.3.3) Définition. Une n-catégorie enzendrée par une suite de k-
categories est une n-catégoric dont touf composé est obtenu par l'applica-
tion successive des opérations dans ki-catégories, appelées engendrantes.

LExemple. Soit C, une n- catecrorle enorendree par C, et C, ot n=p.q,
n, p, g€ N; alors tout composé¢ H--[/zl,h b - - -y By, est obtenu de la maniére
suivante

H: I[/Il g o e ey /IP]D, ’/I;H-l y ooy lI.!p]p g oo oy [/Z((l.—])p. 1 9goeoey ll(l.p]p]q

les p-uplets intermédiaires et le g-uplet ¢tant définis dans Cp et Cg si le
n-uplet est défini dans C, .

(3.3.4) Définition. Un n-catégorie primitive est une n-catégorie dont
la classe des kj-catégories engendrantes est vide.

Nous ne connaissons pas de théoréme donnant des conditions néces-
saires et suffisantes simples d’existence d’'une classe de k;-catégories engen-
drantes non vide pour une n-catégorie, si £>2. Mais si k 2 pour tout i,
on a' le théoreme important suivant:

(3.3.5) Théoréme. Une n-catégorie est engendrée par une 2-catégorie
si et seulement si tout n-uplet source (ou but) a son n—2-uplet intérieur
formé d’éléments identiques. u(f)=(¢,e,..., e e"

Démonstration. Soit C, une n-catégorie engendrée par la catégorie C
pour la loi de composition £’ construite de la mani¢re suivante:

RSy Sy fu)=g si et seulement si (f;, fiy,) C 5 C

en vertu de (G.3) on a: wu;(f)=ufi+), dou, avec (G.3) on obtient
u( fiv)=e, jel,—{n}; appliquant Paxiome (C'.2) pour g=[fi,..., faln, On
a U f)=(e,e, ...,e") pour tout i¢l,; donc si une n-catégorie est triviale
la condition du theoreme est remplie et la nécessité est démontrée. Soit
inversement une n-catégorie qui verme la condition du théoréme; on a donc
pour tout él¢ment de C:U(f)=(e , 6,¢"); soit (fy,..., fu) un n-uplet

composable dans C;, donc (fi, -+ f,,)é ,’I C.; dans les conditions indiqucées
avec ((G".3) on a
i (f) =1 fip)=e pour tout j (1<j<n);
on en déduit que
U(f)=(ee,...,e) pour tout j (1<j<n)
et on identifie alors f;~e; pour le n-uplet (f,,..., fn) on a

[fl’f'zv' *y fn—lrfll ]" :[fu €y .v ey e:fﬂ]n ’—“'fl'f"’
donc dans C est construite avec les éléments identifiables a2 des unités une
loi de composition binaire &, =0; relativement a la loi de composition binaire
la classe (C, &) est une catégorie, si on identifie

Uif)=(,e ...,e) (e,e) etUf)=(e ..., e ") (¢, ¢")

I Dans le cas géndral, méme pour les n-groupe, qui jouent vis-a-vis des n-catégories
le role des groupes pour les catégories (les 2-catégories et 2-groupes dans notre termino-
logie) il n'existe pas & notre connaissance de théoréme répondant a cette question.
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la vérification des axiomes (G) étant immédiate; la suffisance de la condi-
tion est vérifiée ce qui termine la démonstration du théoréme.

Remarque. Dans la démonstration de ce théoréme nous nous sommes
placés dans le cas particulier d’une des vaiiantes de la définition de n-caté-
gorie. La démonsiration peut étre effectuée dans le cas le plus général
mais les complications techniques ne justifient pas une généralité, qui est
presque évidente, la démonstration de cas le plus simple une fois construite.

(3.3.6) Définition. Un inverse de f dans C, est un n-uplet I(f)
=(f1, for+- - Ju) tel que si Lon pose fi=f le n-uplet (fr, ..., fis, fy firty
..., fn) est composable et égal a uy(f).

Et comme dans les catégories [6] on définit

(3.3.7) Définition. Un n-groupoide est une n-catégorie dont tous les

n

morphismes sont inversibles, i. e. | est définie pour tout f¢C, I(f )QHC

n
et (I(f), f)ess Cy.

Notons que la définition de I’élément inverse peut étre fait par généra-
lisation de la notion d’inverse dans les classes binaires A unités de plusieurs
maniéres différentes et non équivalentes. Nous n’entrerons pas dans les
détails.

En particulier, la notion de amasoide (groupoide) de Wagner [17], [18],
[19] se rameéne un 3-groupoide de forme particuliére.

L’importance du théoréme (3.3.5) apparait surtout dans I’étude de la pos-
sibilité de ramener une n-catégorie, au cas ou les conditions du théoréme
sont remplies, une 2-catégorie, donc a une catégorie ordinaire. Ainsi I’ama-
soide des couples associé a une classe C (Wagner) est un 3-groupoide engen-
dré par le groupoide des couples [6).

Difiérentes structures dérivent de la notion de n-catégorie et de n-grou-
poide. Ainsi il est possible de définir les n-graphes, les n-graphes multipli-
catifs, les n-classes multiplicatives, les n-catégories non associatives et
autres, aussi bien que les ,quasi“ structures correspondantes, en appliquant
les méthodes déja exposées et i pluseurs reprises utilisées dans cet article.
Nous n’entrerons pas dans les détails, qui avec la classification des structu-
res a loi de composition n-aire et partiellement définies feront I'objet d’une
€tude sur I'ldée de structure de n-catégorie.
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Reque le 15 octobre 1966

B'LPXY HYIKOJIKO THITA MYJITUIVIMKATHBHI CTPYKTYPH

Banagumup B. TonesHuyapos

Pesomue

B cratudTa e 3acTbneHo cxBallaHeTo, ye BCsKa anre6pHYHa CTPYKTypa
Moxe na O6blae nedHHHpaHa ype3 OMHepHH (ABYUYJI€HHH) penallid BBPXY KJaca
OT H3006pa)KkeHHss — KOMNO3WIHOHHH 3aKOHH Ha eJHAa YHHBepcajHa aiare6pa
(mopnexxamara yHuBepcasHa aare6pa Ha anrefipHYHaTa CTPYKTYpa, KOSATO ce
onpezeas No TO3H HAYHH).

[Taparpag O e mocBeTeH Ha HAKOH OOLIH MOJIOXEHHS, KOUTO 3a CTAaTHATA
MMaT xapaKTepa Ha npeaBapHTeaHH OeseXKH; NpeaJoOXeHa € €lHa KJaacHu-
KalHs HAa MaTeMaTHYeCKHTe CTPYKTYPH B JBa rOJNeMH KJaca, MYJTHIJIHKAaTHBHH
M HHAYKTHBHH CTPYKTYPH, H € H3TbKHara Bpb3KaTa Ha Ta3H KJacH(pHKauHs
C ApPYru KaacH(pHKauuH.

Cnen HSAKOH YTOYHEHHsI Ha ONpeJle/IeHHATa W CBOHCTBATA Ha pesalHHTe
M omepauuuTe OT BHCOKa cTeneH (apHocT HaM Terso) B (1.1) U Ha onepa-
tuBuTe (1.2), R~ n R—S-oneparusute (1.3) e moxa3ano, 4e BCeKH R-onepaTHB
MoXe Ja Oble pa3/ioXeH MO eJHHCTBEH HayMH Ha peauua ot E-onepatusu
(enemeHTapHH OMNepaTHBH) C €IHH H CBIUM KJaac HocHuTea (1.3.4) H ye BcekH
R—S-onepatus Moxe na 6bje pas3/oXeH NO €AHHCTBEH HAYHH B €1HA peauua
(kpaitHa uau Ge3kpaiina) ot P-onepatuBH W E-onepatusu (1.3.6); eano ycu-
JIEHO CBOHCTBO HAa YacTHHA, HO MHOro BaxkeH kJaac oT onepatusu — O(q, p)-
onepatuBHTe — e npexmer Ha (1.3.7).
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ITaparpad) 2 e nocBeren Ha onepaTHBHaTa (OPMAa Ha HAKOM KJAaCHYECKH
anreOpHYHH CTPYKTYPH, K'bM KOHTO e npHaoxexa teopema (1.3.7). Pasrnenanu
Ca OTHeNHO anreOpHYHUTE CTPYKTYPH C €JIMH BbTPelLlleH HaBCAKDbAE OnpeleseH
JBY4/Ji€eHeH KOMIMO3HLHOHEeH 3aKOH, @ HMEHHO : KJacH ¢ 6e/isi3aHa TOYKA, MOHOMIH,
MOHOMIH C elHHHUA (MoJayrpynH) H rpynH B (2.1), CTPYKTYpPH C 1Ba BBTPELUHH
ABYY/NEHHH KOMMO3HIHMOHHH 3aKOHA: NPBCTeHH U noJserta B (2.2) U ,TexkHTe“
CTPYKTYDH, aAreOpHYHH CTPYKTYPH, ONpeleseHH OT eIHH BbTpelleH KOMIMO3H-
IIHOHEH 33aKOH B TerJo (apHocT), MO-roJaMo OT 2, a UMEHHO TpyauTe, noay-
rpyaure U n-rpynute B (2.3). HAkoM npasHOTH OT KJacCHYECKHTe TEOPHH ca
3aM'bIHEHH B MPOLIECA HAa HM3ACHABAHE €J1eMEHTApHHTE CbCTaBHH 4YacTH Ha
BCAKA OT TE3H CTPYKTYpH.

[Tocnennuar mnaparpad e nocBeTeH Ha CTPYKTypHTe C YaCTHYHO onpe-
JeneH KOMMO3HIHOHEH 3aKOH (KaTeropud, rpynoHiH, NPbCTEHOHAH H n-Kare-
roput). Jlagenu ca TeXHHTe OmNepaTHBHH (OPMH H Pa3IOKEHHATAa UM B eJe-
MeHTapHH peauud. [1o TO3H HayMH ca YCTAaHOBEHH TECHHTE BPb3KH MeXAy
KaTeropuuTe M MNONYTrPyMmHTe — OT €AHA CTPaHa, H MeXJY KaTeropHure H
n-KaTeropuuTe — OT ApYyra. AHeNOWAHTe H3N'BKBAaT KAaTO ecTeCTBEHO 06obiie-
HHe HAa MOHATHETO NMPDBCTEH NPH Pa3rieXAaHeToO Ha MOoJAJexallata My YHHBep-
canHa anre6bpa M 3aMsHaT4 B Hesd HAaBCAKbJE ONPeLEJNEHHTe KOMMO3HLUHOHHH
3aKOHH C YAaCTHYHO OnNpejeseHH KOMIMO3HLHOHHH 3aKOHH.

O HEKOTOPBIX THIAX MYJIbTHIVIMKATHIBHBIX CTPYKTYP

Bnangumup B. Tonen4apos

Pearw.me

B crarbe oTcrauBaeTcsi TOYKA 3peHHs, YTO Kaxnas aareGpaHueckas
CTPYKTYpa MoxeT ObIThb oOnpejiesieHa OHHAapDHBIMH (ABYYJEHHBIMH) pelsalHAMH
Haj knaccoM OTOOpaXKeHHH — KOMMO3HUKHOHHBIMH 3aKOHAaMH YHHBEPCaJbHOM
anare6pnl (Tak onpexeasiercs anre6pa, mojJIexarnas aare6panyeckoi CTpykType).

[Maparpag O nocesiieH HeKOTOPLIM OOLIHM 0JIOXKEHHSAM, HMEIHUM Xa-
PakTep npenBapHTe/NbHbIX 3ameToK. [lpenoxeHa knaccHpHKauWs MaTeMaTH-
YECKHX CTPYKTYp MO AByM GOJbBIUHM KJaccaM — MYJbTHIVIHKATHBHble H HHAYK-
THBHBIE cTPYKTYpH. [loka3asa cBsi3b 3TOMH kNacCHHKAUMH C APYTMMH KJacCH-
bukanusmu.

[Tocne HeKOTOPHIX yTOYHEHHIT OnpeneseHHH H CBOACTB peJisilliii H onepauui
BBICOKOH cTernenH (apHocTb uau Bec) B (1.1) u onepartusos (1.2), R- u R—S-
oneparuBoB (1.3) noka3aHo, 4TO KaxAb R—S-omepaTHB MOXeT GBITb pasio-
XE€H eIHHCTBEHHHIM cnoco6oM Ha psan [E-onepaTHBOB (3/7€MeHTapHbie onepa-
THBBI) B OJHOM M TOM Xe kaacce HocHrene(1.3.4) M kaxabii R—S-onepatus
MOXeT GbITh pa3/oXeH eINUHCTBEHHHIM CroCOGOM B ONMH DAL (KOHEYHBIN
Han GeckoHeyHblil) Ha P-onepaTiBbl M E-onepathBbl (1.3.6); ycHneHHOe CBOii-
CTBO 4YaCTHOr0, HO OYeHb BAXXHOTO KJacca onepaTHBoB — O(g, p)-OnepaTHBLl —
npeamer (1.3.7).
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[Taparpad 2 nocssiien onepatuBHol  OpMe HEKOTOPHIX KJACCHYECKHX
anreOpaHyYecKHX CTPYKTYP, K KOTOPbIM npuaoxkuma Teopema (1.3.7). Otaeanno
paccmoTpeHbl anrebpavyeckHe CTPYKTYPbl C OJHMM BHYTPeHHHM Be3le onpe-
JleIeHHbIM JIBY4YJIEHHbIM KOMMNO3HLMOHHBIM 33aKOHOM, @ HMEHHO, KnacChl C OT-
MEYeHHOH TOYKOH, MOHOMIBI, MOHOHAbI C €JHHHLEH (NONyrpynnbl) H rpynnol
B (2.1), CTPYKTYpbl € ABYMS BHYTPEHHHMH JBYYJE€HHBIMH KOMMO3HIHOHHBIMH
3aKOHAMH : KOJbLA H NOAs B (2.2) U ,TAXKeJAble“ CTPYKTypbl, anre6paHyeckue
CTPYKTYpbl, onpeneneHHble OAHHM BHYTPEHHHM KOMIO3HIIMOHHbIM 3aKOHOM B
Bece (apHOCTb), OosbllieM 2, a MMEHHO, TPyIbl H NONYIpYAB H H-TPYNNbl B
(2.3). HexoTopble nyCTOTHl KJacCHYeCKHX TEOPHH 3anoJiHeHbl B npouecce
BbIICHEHHA 3JIEMEHTApPHBIX COCTaBHbIX YacTell KaXJACH H3 3THX CTPYKTYP.

[locnennnit maparpad nocesileH CTPYKTypaM C YaCTHYHO OMNpeJeseHHbIM
KOMMO3HILHOHHBbIM 3aKOHOM (KaTeropHH, IPYNNOHADbI, KONBLOHAB H 11-KaTeroOpHH).
Jlaubl ux onepaTHBHbI® (JOPMbI M Pa3JlOXKeHHH B 3neMeHTapHble psinbl. TakuM
06pa3oM, yCTaHOBJ/IEHbl TeCHble CBH3H MEXAY KaTeropHaMH H MOJYrpynnaMH,
C OLHOH CTOPOHBI, H MEXNY KaTeropHaMH H N-KaTeropHaMH, ¢ Apyroi. AHe-
JIOWAbl BBICTYNAIOT Kak ecTecTBeHHOe 006006IeHHe MNOHATHA KOJAblLa MpPH pac-
CMOTPEeHHH lOoAMexauleil eMy YyHHBepcasJbHOH aiare6pbl M 3aMeHe B Hel Be3le
onpeneNeHHbIX KOMIMO3HIHOHHbIX aKOHOB YaCTHYHO ONpeAeNE€HHbIMH KOMIO3E-
IIHOHHBIMH 33aKOHaMH.
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