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Bacuan A, TlonoB u Bacua M. BeceaHHOB

B [1] Cennos nedunnpa u usyuaBa Haif-no6poro npubanxende E7(F) ua
€lHa OrpaHHyeHa TOYKOBAa CbBKYMHOCT F (B yacTHOCT rpagMka Ha orpaHHyYeHa
dyHkuus) ¢ anreGpHYHHM NMONMHOMM OT n-Ta CTeNmeH OTHOCHO Xaycaopgosa
Mfgpmca. llle npuBeneM OCHOBHi¥s pe3ynTaT, MOJNy4YeH B LUTHPAHaTa No-rope
pa6ora.

Heka F(Z:”b] € CBbBKYAHOCTTA OT 3aTBOPEHHTE TOYKOBH MHOXECTBa B

PaBHHHaTa x(Oy, KOHTO ca M3M'bKHAJH MO OTHOLUEHHE HA OCTA Y, MPOEKIUATa

HM BBpXy ocTa x cbBnaja Cc HHTepBana (¢, b] H OpAMHATHTE HAa TOYKHTE HM

ipuHaniexat Ha HuTepBana [0, M|, M>0. B cuna e cregHaTa OCHOBHA
Teopema 1. Axo FEF[M 3a BCAKO HATypajJiHO 71 € H3I'bJHEHO Hepa-

a,b)?
BEHCTBOTO
" Inn
E(F)=c——>

KbAETO ¢ e KOHCTaHTa, He3aBHCEILd OT 7.

e B [3] ce pasraexcna asanoruysuaT BBOPOC 3a Hail-106POTO NPUGHNKEHHE
ET* na 27-NepHOJHYHH TOYKOBH CBBKYNHOCTH (B YacTHOCT rpadHkH Ha nme-
PHOLMYHYM (hyHKLMM) C TPHUrOHOMETPHYEH TOJHHOMH OT N-TH Pei MO OTHOLe-
HHe Ha cbuwata meTpHka M ce noayyasa noxoGeH pesyaTar:

Teopema 2. Ako F¢F)!, 3a BCAKO HATYpPalHO n € H3M'BJIHEHO Hepa-
BE€HCTBOTO

+ % Inn
E,{(F)éc T’

KbleTo ¢* e koucraura, Hesasucela OT 7.

C FJ' e o3nauena cbBKYMHOCTTa OT 3aTBOPEHHTE TOYKOBH MHOXecTBa F
B paBhuHaTa x(Oy, 3a KOHTO ChUIECTBYBAT ABe 27-MEPHONHYHH (DYHKUMH JL(X)
M Sk(x), ynoBieTsopsBawy 33 BCAKO X HepaBeHCTBOTO 0< J(x)<SHx)<M,
TaKHBa, ye F e paeHTHYHA CBC CBHBKYMHOCTTA OT TOYKH (X, ¥), 32 KOMTO
TN co U J(x) Y S SHxX). Je{x) H SHx) ce HapHyaT C’LOTBETHO 10/Ha
" ropsa koutypna ¢ymkums Ha cbBKynHocTTa F.
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IloxasaTencTBOTO Ha TeopemMa 2 € aHANOTMYHO HA TOBa Ha Teopema I,
HO e no-caoxHO. Kakto mpu TeopemuTe Ha Baiiepiipac 3a paBHOMepHHTe npu-
O/MHXKeHHA C anreOpHYHH H TPHUIOHOMETDHYHH TOJHHOMH H TYK MOXe J1a ce
NOCTaBH BBOPOCHT 3a BpPb3kaTa MexJay Teopemute 1 W 2. Teopema 1 ce no-
JyuyaBa JiecHO OT Teopema 2 (BX. [3]). B nacTosiuara paGora ce mokasBa, ye
TeopemMa 2 csaeiaBa or Teopema 1. Jloka3aTeaCTBOTO € 3HAYHTENHO MO-CJOXKHO
nopaaHd HAKOH OocOOEHOCTH Ha pasrsexjaHara MeTpuka. [la orGenexum, ye
B HEro He Ce M3M0/13Ba NOHSITHETO KOPHIOP.

llle usnonssame o3nauyenusita ot [1), [2] u [3]. C r(4d, B) we o3nayaBame
xayca0p$oBOTO pasCTOsiHHe MexJy MHoXecTBara A u B.

Ot Teopema 1| cieaBa CblecTBYBaHeTO HAa KOHCTaHTa ¢, TaKaBa, ye 3a
BCeKH eneMeHT A ¢ F1 ) CBILECTBYBA anre6puyeH noauHom P,(x) ¢ H, TakbB, ye

r(A, Pa)= CI‘IE'ZI”

KbAeTo ¢ P, e o3HayeHa rpadukara Ha nonuHoma P,(x) B HHTepBana —1, 1}
(Bx. [1]). OueBHAHO € HOCTAT'BYHO Ja C€ YCTAHOBH BEPHOCTTA Ha Teopema 2

3a MPOM3BOJIEH eJeMeHT [, npuHaasexaul Ha Fz‘w H 3a J10CTaTb4yHO TOJeMH

cToiiHocTH Ha n. [Ipen BHI Ha TOBa 1€ CYHTaMe HaBCAKbLE MO-HATaTbK, ye
n e (PHKCHPaHO H € H3M'BJHEHO HEepPaBeHCTBOTO

Inn 1
Ci =50

Heka a=2nc11';’lﬁ~ llle BBbBEnEM caefHHTE O3HAYEHHS :
22 . .
o= (= 1420, Fi—2q), i=1, 2 3;

n‘,a=(%’tl‘—20,2§i+20)a i=1» 2’ 3'

KaTo CbC 04, H 7;, lle O3HaYaBaMe CHOTBETHHTE 3aTBOPEHH HHTEPBATH.

Ila or6enexuM, 4ye HABCAKDBAE B H3N0XKEHOTO MNO-HATATHK HHAEKCHT
B3eMa CTOHHOCTH 1, 2 u 2.

Heka F¢F) n Je(x) u Sg(x) ca CbOTBETHO HeilHHTE J0NHA M rOpHa

KOHTYPHH (pyHKUHMH. BbBexaname o3nayenusra

a;= inf Jg(x), b;=supSg(x).

xE Yia 'thi.(L

Iepuuupame 2n-nepronuynute GYHKUHH Je (x) U Sy (X) N0 caensus
HAYHH :
Je(x) 3a x¢€oi.,,

a;+b;
Jr(0)={"9— 3 X€u.

a 3a x:r‘%’iiQa;
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Sp(x) 3a X€oia,
a;+b; .
Sp(x)=1"2 % FEe

b; 3a x=-23i'i—_|_—2a.

Ha Bcexn enement F or F; we chnocTaBuM TOYKOBAaTa CBBKYNHOCT F,,

ChCTOAINA Cé OT BCHYKH TOYKH (X, V), 32 KOHTO X € NPOH3BONHO peasHo
uncno, a Jg (X)<Sy<Sg(x). OT nepunnuuara Ha F, caeapa HeNnocpeaCTBEHO,

ye F.¢F) n
(1) r(F, F,)<4a.

Pasnensme unrtepBana [0, 27] va noaunTepBanuTe J; NedHHHPEHH MO
C/elHHSl HAYHH :

a=|F a1 Fi|-

CBBKYNMHOCTTA OT BCHYKH TOYKH (X, V)€ F,, 3a KOHTO X € J;, 03HayaBame
¢ F;,. BbBexaame oie o3HayeHuATa

6,-.a=[2§ (i—1)+q, %'Ii—a].

0, = [2:1

—a, %"i-}-a]-

CBBKYNHOCTTA OT BCHYKH (X, V)€ F,, 3@ KOUTO X € dj,4, 1II€ O3HAUHM C Fi.
B cuna e crexgunara
Jlema 1. CbluecTByBa TPHrOHOMETPHYEH NOJIHHOM ( ,,(X)E , KOHTO yno-

BHETBOpﬂBa VCJIOBHATA
@) M(Fray TO)<2c, 21

Kbneto ¢ 7% e o3nayeHa rpadHKaTa Ha TPHrOHOMETPHYHHA noauHoM 7()(x)
B HHTEpBana ¢,

Inn

(3) !fi——’—';l—’L*—‘—T(")(x)"gcl—— 33 X€Bi_1,,

(4) ﬂ;—b“_rw(x)igcl 2 32 x€B,

KaTo no meuHUUHA Qy=a3, by= b3, 0p,.=03,

(5) | TOY(x)|<2 3a —oo<x< oo,
Loxasameacmeo. Jla pasrnename TpaHchopMalnuaTa

I‘".{u cos(x+————(t )).
v=y.
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V3,3
Ia o3nauum c D;, CBHBKYMHOCTTA OT BCHYKH TOUKH (i, ), KOHTO YHOBJETBO-
psiBaT efHO OT ycJaoBusTa 1) —3):

1) ue[—l ‘/3J vzwi;

Upes uea F;, ce TpauchopMHpa B ejlHa CBBKYIHOCT DI-‘aeF[’ VT v‘i]-

2) ué[ V3 ‘/3] (u, V)€ Di;
3) ue[« , 1’ ‘_’i_—r?*:”i_—l.

Ouesumno D, € FiLy ). _
Or teopema 1 cnexBa, 4e cwblecTByBa anareOpuuen noauHom PO(u)¢ H,
TaK’bB, 4e

(6) 7(Diay PH)= 61 .

kbleTo ¢ PU) e o3navena rpaduxata Ha nonuHoma P (u) B unrtepsana [—1, 1],
OsHayaBaMe C Dz,u CBHBKYNHOCTTA Ha TOYKHTE (U, z')EDla, 3a KOHTO

u([——cos( +a\, cos( —}-a)] Ot aeduunuunta Ha Fa H D;,. cnenpa, ue ako

ué[—l, —cos(§+2a)J, T0 KbM Dj, NpHHAaAJaeXaT TOYHO TOYKHTE (u, —‘—;—b-),

a ako ue[cos(%—wa), 1,, TO K®vM [);, T[pHHAAJexkaT TOYHO TOYKHTE

( u, Gi=itbi

2 ) OI‘TyK, KaTO B3€MEM MNpeN BHA HEpABEHCTBATA

(6) lsz—cos (%—}— a) QSln( =+ )sm =90,

n

lnn

cosS (%—}- a)—cos (%——f—?a\) =2 sin(%-{-‘?2 ) qm =20, —-

U AeduHuudsara Ha xaycaopdoBo pascTosiHHe, noayuasame oT (6) Hepa-
BEHCTBATa

(7) H(Dies PO= 0,55

(tyk ¢ PY e o3nauena rpadpukaTa Ha anreSpuuuus nonuHom PUNu) B HHTEp-
Basa l—cos (?+ a), cos ( & -r—a”),
4

(8) | 312'———P‘”(u)l <c, l—rl’,i 38 u¢ [—l. —<cos(fg—+ u)l,
a;, _+0b,_ _ . Inn NEs

9 —-‘—2— ‘—P"’(u)};,cl —5 - 31 ug [cos(ﬁ -l—a), I],

(10) |POW)|<2 3a wu¢[—1, 1]
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Jla pasrnemame TPHrOHOMETPHYHHS MOJHHOM
T"”(x):P‘"’( cos (x+ %-—%ﬂ(z’—l))),
Kato B3emeM npex BHI HepaBeHCTBOTO
|arccosu,—arccosuy! <2 |u,—uy! 3a u,, uge[—‘/Ta. i;‘—
M nedpuHHnHATa 3a xaycaopdoso pasctosHue, oT (7), (8), (9) u (10) monyua-
BaMe HepaBeHcTBaTta (2), (3), (4) u (5).
C rtoBa nemara e JoKasaHa.
Jlema 2. CbuiectByBa TPHTrOHOMETpPHYeH NOJHHOM T,(x)¢ HI, koiito
yIOBNeTBOPSIBA HepaBEeHCTBATa

(11) | Th(x) <L 3a atasx<2n—aq,
(12) —L=T(X)<14L 3a —asx<a; a—as=x=a+ta,
(13) [ 1-Tyx){<L  3a a=<X<n—a,

Inn
Kbaero L=c¢,——-

Lokxazameacmso. B [1] e nokasano, ye c’blIeCTBYBa anre6puyeH NoJHHOM

k
1 i— +1]
Pn(x)=7(;=2;a,‘x2 I+1): k=‘TJ
TaKbB, Ye Ca HM3MbJHEHH HepaBeHCTBaTa
(14) | Pa(x)|<L 3a —l<sx<—L,
(15) —L=<P(x)<14+L 3a —L=sx<l.,
(16) [1—=Py(x)|<L  3a L=x<l],

lnn
KbleTo L=c,

Ha o3naunm T,(x)=P,(sin x). Kato B3eMeM npen BHI, 4e

arc smLsT_:—_ <2L<a, L=cll"T"<2iO,
oT (14), (15) u (16) nonyuaBame HepaBenctata (11), (12) u (13). C ToBa
N0Ka3aTeJCTBOTO Ha JieMaTa € 3aBbpLIEHO.

Heka or6enexum, ye OoT caMOTO NpeAcCTaBsiHe

R
roo=4| Sainpe1], e=['3]
pa
cnenBa
(17) To()+ Ta(x+m)=1.
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Iepunupame cnelHHs] TPUrOHOMETPHYEH MOJMHOM :

T(x)=_2 ,‘ 7(‘)(x)7‘(v—2—(z——1)) (x—-3 (~D+3
OueBuano T(x)¢ H.

Jlema 3. Tpuronomerpuquum nonmuHom 7T(x) ynmoBnerBopsiBa Hepa-
BeHCTBaTa

(18) | TO(x)—T(x)' =146, 5" 32 x¢du,
(19) T)—=“3% <16, %% 3 xeu,,.

Lokazameacmeso. e nokxaxem, ye HepaBeHcTBaTa (18) u (19) ca u3nba-
HeHH B caydad, korato /= 1. Ocrananute cayvau (=2, 3) ce pasriexnaar no
aHaJIOrHyeH HauyHH.

a) Hexa x¢ 4, Kato B3emem npen Bua HepasenctBara (5), (11), (12) u
(13), nonyyapame

(20) TO(x) Ty x—%f |7, (x_ ;) <4, 00
(21 |T<3)(x) T,,(x—-—-)T,,(x—n) <dc,— In

(22) |70~ TOT T x 4 F)

< TO(X) | 1= To(x) T, (x+§)f

Inn

< TOE)] 1= Ty(x) +{TO() Tu(x), 1= T x+ ) =6e, 5%
Ot (20), (21) u (22) caeasa
TO(0) = T(x) = | TO) = TOE) To(x) T (x4 |

In n

+'T(2)(x)T,,(x-—%'T)T,, (x )J—JT(”(x)T,,(x——) T.(x— :t)i \14c1

KOeTo mnpeiacTaBasBa HepaBeHcTBOTO (18).

(6) Hexa x¢6,,. Kakto u B ropsus cayvyail ce npoBepsiBa, Ye HepaBeH-
cTBOTO (21) oTHOBO € B cuna. Ot nemu 1 U 2 u (17) nonyyaBame mocJseno-
BAaTEJHO

23) BT T T (x4 §) - T T x5 ) Ta(x~3)

9%’~"--—'/"”(x)T,,(x—|—f ) Te(x)T, (x~ ) -4 1=Th(x)

+4 I—T,,(x—-")f’Q

i aytby _ T (x) 4-2 ftfgﬁ__ 7*(2)();)’ -F8L<12c, E,'li

Ot (21) u (23) cnensa HepasencTBOTO (19).
C ToBa neMaTa e J0Ka3saHa.
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Jlema 4. B cuna e HepaBeHCTBOTO

(24) HT, F)<16c, 5",

KbaeTd ¢ 7 e o3HayeHa rpadukatra Ha TPHUFOHOMETPHYHHSI NOJHHOM T(x) B
HHTepBanaa (— oo, oo).

Llokazameacmso. JlocTaTbyHO € na JHOKaxXeM, Ye 3a BCSAKAa TOYKa
a=(x, y)€F, cpmecrByBa tTouka b=(x,, y,)¢ T TakaBa, ye

Inn
]
n

(25) p(a, b)=max{x—x,, y—y }=16¢,

H 06paTHO -—3a BcAKa Toyka a'=(x', y') € T cbuwecTByBa Touka b'=(x;, y;)€ F,
TaKaBa, ye
(26) p@, b)<16¢,

Inn
n

Or1yk, KaTo ce H3nos3Ba JeMa 1.4 oT [2], ce moayyaBa HepaBeHCTBOTO (24).
a) Hexa a=(x, y) e npousBoaHa TOYKa OT F. Axko x¢di., TO oT (2)
cnesBa, ye cbllecTBYBa Touka d=(x,, TY¥(x,)), x;€d;. TaxaBa, ye

Inn
n

.

pla, dy=max{x—x,), | y— T0(x,)}=2e,

Ortyk u or (18) monyyaBame

Inn
’
n

|y—T(x) < y - Tx)) +| TO(x)—T(xg) < 16¢,

OTK'BAETO Cc€ BHXJA, 4Ye ako mnoaoxuM b=(x,, 7 (x,)), ue O6bae H3NBJI-
HeHo (25).

Ako x¢6;,, or (19) crexBa, ye HepaBeHCTBOTO (25) uie 6bIe yAOBHeT-
BOpeHO, aKo 3a b B3eMeM Toukara (x, 7(x)).

6) Heka a’=(x’, y’) e npoussoana touka ot 7. [Io HanblHO aHAJOTHYEH
HaYMH KaKTO B a) MOJyyaBame, Ye CbLIECTBYBA Touka b'=(x;, y,) Takasma, ye
€ M3N'bJIHEHO HepaBeHCTBOTO (26).

C ToBa J0Ka3aTeJCTBOTO HA JieMaTa € 3aBbpLUEeHO.

Ot HepaBenctBata (1) u (24) noayuyasame

HF, T)SHF, F)+r(Fa, T)=(8a+16)c; 202 =, 1030,

C KOeTO J0Ka3aTeJCTBOTO Ha TeopeMa 2 € 3aBbpIIEHO.
B [1] e nokasaso, ye TeopemMa 1 He MOXe .a ce NMOXOOPH MO OTHOLUEHHE

Ha nopsiabKa an Ot Bpt3Kara, KOATO CbHIIECTBYBa MeXJy TeopeMH 1 u 2,

C/elBa, ye H TeopeMa 2 He MOXe Aa ce NMONOOPH MO OTHOLIEHHE HA CbIUHA
NOpAN'BK, KOETO € J0Ka3aHO IHPeKTHO B [3].
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O MPUBJMXKEHUN OYHKLUMKU AJNTEBPAMUECKHUMU
H TPUTOHOMETPHYECKHMH TIOJIMHOMAMH B METPHKE
XAYCIOP®A

Bacua A. [TonoB u Bacua M. Beceauuos

Pesw.me

B [I] b. CennoB onpenensier W H3ydaeT Hauaydliee npuOanxenue E (F)
OrpPaHHYEHHOr0 MHOXeCTBa TouyeK F anre6paHYeCKHMH MOJMHOMAMH CTeNeHH 7
B Metpuke Xaycpopda. On noka3biBaeT CJA€AYIOLLYIO TEOpeMy :

Teopema 1. Ecau F¢ Ff” TO AJA KaXJAOro HaTypaJbHOTO YHCaAa 1

a,h|?
BBINTIOJIHEHO HepaBeHCTBO
Inn

re MocTOosAHHas ¢ He 3aBHCHT oT 7. Yepe3 Fﬂfm 0603HayeHa COBOKYIHOCTB

BCEX 3aMKHYTbIX OrpaHHYEHHBIX MHOXeCTB Touek MmaockoctH xOy, BHOYKIBIX
OTHOCHTENILHO OCH Y, MPOEKLHA KOTOPBIX HAa OChb X COBMAJNaeT C OTPE3KOM
[a, b], 1 ux opaunathl 3akmodeHw B MHTepBade [0, M], M>0.

B [3] paccmarpuBaeTcs aHanoruyHbii Bonpoc O HauayulleM NPHOIHXKEHHH
E!” nepuonnyecKHX MHOXECTB TOYEK MOCPEACTBOM TPUTOHOMETPHYECKHX MO-
JHHOMOB 7-HOTO MOpsAKa B TOH ke meTpHke. [Toayuen caenyioudi pe3yabTar:

Teopema 2. Ecau FE¢F), To ana xawaoro HartypasibHOrO YHcaa n

BBITNIOJIHEHO HEPAaBE€HCTBO
Inn
EMF) =21,

rie MoCcTosHHas ¢* He 3aBUCHT OT n. F} 0603HayaeT COBOKYMHOCThH BCEX

3aMKHYTBIX MHOX€CTB TOoYek MNJOCKOCTH X0y, BBINYKAHX OTHOCHTEAbHO "OCH
y, HX NpPOeKUMss Ha OCh X COBMAaJaeT C HeH, KoTopble 27-NePHOAHYHH, T. e.
ecnd (x, )€ F, ton (x4-2ka, y)e¢ F nna k=0, £1, +2,..., H HX OpJAHHATHI
npuHagaexar uurepsaay [0, M|, M>0.

Jlerko mokasath, uto Teopema | caeanyer u3 Teopem 2. B 3T0#t padore
JI0Ka3blBaeTCsA, YTO M Teopema 2 chaexnyer M3 Teopembl |. 3ajzaya ycC/0XHS-
eTCs HM3-3a HEeKOTOPhIX OCOOEHHOCTEH paccMaTpHBAaeMOH METPHKH.

ABTOpbl CYMTAIOT, YTO NPHJIOXKEHHBIA METOI 40Ka3aTeAbCTBA MOXET ObITb
HCMO/b30BaH W B APYrux Bonpocax MeTpuku Xaycaopda.
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SUR LI’APPROXIMATION DE FONCTIONS AU MOYEN
DE POLYNOMES ALGEBRIQUES ET TRIGONOMETRIQUES DANS
LA METRIQUE DE HAUSDORFF

Vassil A. Popov, Vassil M. Vesselinov

Résumé

En [1] Bl. Sendoff défirit et examine la meillevre approximation E’(F)
d’un ersemble de points borné F au moyen de polynomes algébriques de
ntme degré dans la métrique de Hausdorfi. II a démontré le théoréme fonda-
mental suivant:

Théoreme 1. Si FEFE}I",,], alors pour chaque nombre naturel n est
valable I'inégalité

Inn

E;‘(F)§c~n—:

oit la constante ¢ re déperd pas de n. Par F[ , on désigne la totalité d’en-
sembles de points bornés et fermés dans le plan xOy qui sont convexes
par rapport a P'axe y, leur projection sur l'axe x coincide avec l'intervalle
la, b] et leurs ordonnées appartiennent a [0, M] M>0.

~ En |3] on examine le question analogue de la meilleure approximation
E!* des enscmbles périodiques de points au moyen de polynomes trigono-
métriques de n*m¢ degré dans la méme métrique. On a obtenu le résultat
Suivant :

Théoréme 2. Si F¢F), alors pour chaque nombre nafurel n est va-

lable I'inégalité '

Inn
b
n

ET(F) < c*

ol ¢* ne dépend pas de n. F}! désigne la totalité d’ensembles de points

fermés dans le plan xOy que sont convexes par rappont a l'axe y, leur
projection sur I’axe x coincidant avec elle, qui sont 2n-périodiques c’est-a-
dire si (x, y)¢ F alors (x42kn, y)€ F pour k=0, 1, +2,... et leurs or-
données appartiennent a [0, M}, M>O0.

Il est facile de démontrer que le théoréme 1 résulte du théoréme 2.

Dans le présent travail il est démontré que le théoréme 2 résulte du
théoréme 1. Ce probleme est plus difficile que le précédent a cause de
certaines particularités de !a métrique de Hausdorff.

Les auteurs pensent que la méthode de démonstration peut étre utilisée
dans d’autres problémes de la métrique considérée.
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